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Zur  Geschichte  des  Dualismus  in  der  Geometrie. 


Heim  Oberschulrath  Dr.  ./,  //.  T.  Müller 
v.a  Wieibaden. 


Einsender  dieses  hatte  in  seinem  Lehrbuche  der  Stereo- 
metrie  (Halle  1851)  am  Schlüsse  in  den  historischen  Notizen 
bemerkt,  dass  er  die  ersten  Spureo  des  Dualismus  bei  Mauro- 
Ivcus  (D.  Francisco  Maurolyci,  Abbatis  Messanensis, 
Opuscula  mathematica.  Venetüs  MDLXXV.  4.)  gerunden. 
Bei  der  Seltenheit  dieses  Werkes  dürfte  es  vielleicht  Manchem 
erwünscht  sein,  die  betreffende  Stelle,  deren  Mittheilung  dort 
unterblieb,  wörtlich  kennen  zu  lernen.  Sie  findet  sich  in  der, 
wahrscheinlich  1532  geschriebenen  Vorrede  zu  seiner  Uebersetzung 
des  13.  Buchs  der  Euklidischen  Elemente. 

Qu'mque  sunt  solida  regularia  Geometrarum,  scilicet 
cubus,  sive  hesnhedrum,  quod  sex  busibus  quadratis,  et 
octo  angulis  solidis  clauditnr.  Octahedrum,  quod  octo  tri— 
angulis  basibus  et  sex  angulis  solidis  finltur.  uude  haec  sibi 
invicem  correlativa  sunt:  quia  quot  bases  hübet  unurn,  tot 
■olidos  angulos  habet  reliquum.  Sequitur  Icoshaedrum  viginti 
triangulis  basibus  et  duodeeim  angulis  solidis  cor,st  factum. 
Inde  Dodecahedrum  sub  duodeeim  basibus  pentagonis  et 
viginti  angulis  solidis  clausuni,  et  est  aliud  par  correlati- 
vorum  corporum  vicissim  allernans  basium  etaugulorum  nume- 
Tiiin.  Quintum  vero  solidum  Pyramis  unicum  est,  ac  soli- 
tarium,  correlativo  carens.  ipsum  enim  met  slbi  respondet: 
quandoquidem  quatuor  triangulas  bases  et  totidem  solidos 
sortitur. 
Thstl  X3XIV.  1 
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Der  von  Maurolycns  für  unser  „dual"  gebrauchte  Name 
correlativ  ist  sehr  bezeichnend  und  la'sst  vermuthen,  dass  jene 
Gegenüberstellung  der  regulären  Polyeder  kein  flüchtiger  Einfall 
gewesen,  sondern  bei  ihm  aus  anderweitigen  Studien  hervorge- 
gangen sei.  Diess  bestätiget  sich,  wenn  man  dessen  Arithmetik 
(Ej.  Arithmeticorum  libri  duo,  nunc  primum  in  lucem 
editi.  V en et.  MDLXXV.  4.)  vergleicht,  worin  er  sich,  der 
damaligen  Richtung  gemäss,  namentlich  mit  den  ligurirlen  Zahlen 
beschäftigt.  In  der  Einleitung  zum  2.  Tbeile  des  1.  Buches  be- 
handelt er  (wie  es  scheint  zum  ersten  Male)  die  centrale  An- 
ordnung der  Punkte  in  den  regulären  Körpern. 

Seite  47.:  Agendum  nunc  de  solidis  regulatibus  centralibus, 
in  quibus  semper  vnitas  in  centro  ponitur  sicut  et  in  planis  nume- 
ris  centralibus.  Sed  opereprecium  est  intclligere  inprimU  quo 
pacto  disponendae  sint  caelcrae  unitates,  et  quibus  in  locis,  ad 
efformanda,  ut  decet ,  talia  solida  numeralia.  Nee  dubium,  quin 
in  singulis,  posita  unitate  centri  tarn  per  singulos  solidos  angulos, 
quam  per  singuta  basium  centra  singulae  sint  unitates  disponen- 
dae. Itaque  cum  pyramis  habeat  quatuor  angulos  et  totidem  bases, 
habebit  cum  central!  unitate  novem  unitates.  Cum  autem  oetabe- 
drum  habeat  sex  angulos  et  octo  bases  et  centrum;  habebit  uni- 
tates quindeeim.  et  totidem  unitates  cubus:  quandoquidem  habet 
angulos  octo  et  bases  sex  et  centrum.  Unde  sicut  seeundus  ab 
unitate  oetahedros,  secunilo  adequatur  cubo;  ita  et  tertius  tertio, 
etc.  ut  postea  demonslnibimus.  Deinde  cum  icoshaedrum  habeat 
12  angulos  solldos,  bases  autem  20  et  centrum;  constituetur  ex 
unifatihus  33.  et  ex  totidem  unitatibus  dodeeahedrus,  fit  pote  qut 
habet  angulos  20.  bases  12  et  centrum,  hoc  est  seeundus  Icos- 
haedrus  seeundo  DodeCahedro  aequalis  est.  Et  similiter  deinde 
tertins  tertio  etc.:  et  sequentes  sequentibus  siuguli  singulis  Icos- 
haedri  Dodccahedris  in  mlimlmn  semper  adaequabuntur  propter 
eandem,  quae  in  Octahedrn  et  Cubo,  reeiprocam  angulorum 
et  basium  numerorum  aequalitatem.  Sed  quo  pacto  sequen* 
tes  solidi  mnneri,  hoc  est,  sequentium  locorum  formen!  ur,  audi. 
Nee  te,  perspicacissiiue  leetnr,  taedeat  ea  perpendere,  quae  ad 
hujusmadi  numerarias  formas,  ab  aliis  omissa,  et  ad  speculatiunis 
Aritbmeticae  perfectionem  maxime  speetant.  Cognosces  enim 
proprietates  earum  ootatu  dignissimas,  nee  nisi  curiosis  ingeniis 
patulas.  bnaginor  itaque  in  hisce  quinque  singulis  regnlaribus 
solidis,  a  centro  ad  angulos  educi  singulas  semid  tarnet  ras :  quae 
quidttm  in  pyramide  erunt  4,  iu  oetahedro  6,  in  cubo  8,  in  icos- 
baedro  VI,  in  dodecabedro  20:  quot  scilicet  sunt  solidi  anguli, 
seu  vertices  solidorum.     Deinde  in  iisdem  intelligo  linearis  latera 


in  der  Geometrie. 


quae  vertices  ipsos  coniungunt.  in  pyramide  scilioel  latera  6.  lu 
octahedro  12.  In  culio  tolidem.  In  icoshaedro  30.  In  dodecahe- 
dro  totidem.  Quae  quidem,  cum  semidiametris  latera  siogula 
binis  totidem  triangulos  continent  quul  sunt  latera. 

Aus  Letzterem  ergiebt  sich  zugleich,  wie  nahe  Maurolycus 
bereits  dem  Eulerscheu  Satze,  dass  e  +  /  =  A+2,  gewesen  ist 
Die  Verfolgung  des  oben  angedeuteten  Zweckes  hat  unwill- 
kürlich in  ein  anderes  Gebiet,  das  der  figurirten  Zahlen  im  wei- 
teren Sinne  des  Wortes,  geführt,  und  vielleicht  bei  Manchem  die 
Frage  nach  des  Maurolycus'  Centralzahlen  der  successiven 
regulären  Kürzer  mit  längsemander  fallenden  Halbmessern  ange- 
regt. Da  die  wörtliche  Mitllieilung  des  Originals  hier  zu  viel 
Raum  in  Anspruch  nehmeu  würde,  zumal  ihr  die  Darstellung  der 
Centralzahlen  der  ebenen  Polygone  vorausgehen  müsste:  so  wird 
ein  kurzer  Auszug  aus  dem  Ganzen  genügen  und  vielleicht  selbst 
erwünschter  sein. 

Den  Mittelpunkt  jedes  regulären  ebenen  Vielecks  siebt  Mau- 
olycus  als  dessen  Kern,  als  die  Einheit,  an.  Aus  diesem 
•ht  er  nach  allen  Ecken  die  Halbmesser.  Dann  ist  die  Zahl 
»des  Halbmessers  =1,    also   die  Centralzabl 

des  isten     (Jeckri,      4eclcs,     aecks,.... 
=      1  +  3. J,   1  +  4. J,  1+0.1,.... 

rden    alle    Halbmesser   verdoppelt   und   zu  deren  Endpunkten 
i  2ten  Vielecke  constniirt,  so  sind 

3.2,    4.2,     5.2,,... 
die    Zahlen   dieser  Halbmesser.     Hierzu    kommen  jetzt  noch   die 
Hojbirungspunkte  der  neuen  Yieleckss eilen,    so  dass  die  Gentral- 
zabten  der  zweiten  Vielecke 

t         =1  +  3.2+3.1,    1  +  4.2  +  4.1,     1+5.2  +  5.1,.... 
f, 
Rfa 
:nt 


Durch   Verdreifachung  der  Halbmesser  gelangt  man   zu  den 
Uten   Vielecken,    deren  Selten  zu    dritteln    sind,    weshalb    die 
itralzablen  der  3ten  Vielecke 


=  1  +  3.3+3.3,    1+4.3  +  4.3, 
und  die  der  nteu  Vielecke 


1+6.3  +  5.3,. 


1  +  4.  m  +  4.- 
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Haut  man  aus  diesen  successiven 

3ecken,    4ecken,    Seckea,.... 
mit  den  Centr;i kahlen 

1,        1,         1,.... 
4  5  C 

10        13        16 
10        25        31 


die  3-,  4-,  5-, ....  seiligen  Pyramiden 'auf,  so  sind  die  Zahl 
(nicht  die  Central  zahlen)  dieser  Pyramiden: 


Diese  hier  erhaltenen  Werthe  nun  setzen  uns  in  den  Stand,    die 
Centralzahlen  der  regulären  Polyeder  zu  finden. 

Wie  bei  den  Polygonen  bildet  nach  Maurolycus  auch  bei 
den  Polyedern  der  Mittelpunkt  dessen  Kern  oder  das  nullte  Po- 
lyeder mit  dem  Werthe  1. 

Aus  diesem  Mittelpunkte  werden  die  Halbmesser  nach  allen 
Polyederscheiteln  gezogen,  wodurch  eben  so  viel  Dreiecke,  als 
das  Polyeder  Kanten,  und  eben  so  fiel  Pyramiden  bestimmt  sind, 
als  das  Polyeder  Flachen  hat. 

Die  2ten,  3ten,  4ten,....  zugehörigen  Polyeder  erhält  man 
durch  Ver-  2-,  3-,  4-,....  fachung  der  Halbmesser  der  fünf  lsteu 
Polyeder,  wenn  durch  die  Endpunkte  der  Verlängerungen  die 
entsprechenden  Ebenen  gelegt  werden. 

Demnach 

'  Halbmesser  "  Dreiecke     Pyramiden 

hat  das  Tetraeder 4  .6  4  3seitige, 

„      „    Oktaeder 6  12  8  3seitige, 

„      „    Hexaeder     .....  8  12  6  Zeitige,. 

„      „    Ikosaeder 12  30  20  3seitige, 

„      „    Dodekaeder     ....  20  30  12  Sseitiga. 
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Nach  Maurolycus  nun  sind  fiir  die  lten,  2ten,  3ten,  4ten,.... 
Polyeder  die  Zahlen  für  die  Dreiecke  =      0,      1,        3,       6, .... 

die  Zahlen  für  die  3seitig.  Pyramiden  =  1,  5,  15,  34, .... 

„        99       »    „  4seitig.         „          =  1,  6,  19,  44,.... 

99        »»       »    99  5seitig.         „         =  -1,  <7,  23,  54,.... 

Vcrgl.  (*). 

Hiernach  ergeben  sich  folgende  Centralzahlen  für  dielsten, 
2teo,  3ten,  4ten,....  Polyeder,  und  zwar 


• 

fiir  das 

Ted 

raeder: 

Kern,  Halbm 
1  +  4.1 

.,  Dreiecke,  Pyraro. 

+   6.0    +  4.1  = 

9 

1 

+  4.2 

+ 

6.1 

+  4.5  = 

35 

1 

+  4.3  + 

6.3 

+  4.15= 

91 

1 

+  4.4 

+ 

6.6 

+  4.34= 

189 

1  . 

für  das  Oktaeder:         für  das  Hexaeder: 
1+6.1+12.0+8.1  =  15  =  1+8.1+12.0+6.1 

1+6.2+12.1+8.5  =  65  =  1+8.2+12.1+6.6 

1+6.3+12.3+8.15=175  =  1+8.3+12.3+6.19 

1+6.4+12.6+8.34=369=1+8.4+12.6+6.44 

«•  ..  •*.  .. 

..  ..  ..*  •         • 

..  •         .  ...  •         - 

•       .  .        .  ...  »• 

fiir  das  Ikosaeder:  fiir  das  Dodekaeder: 

1  +  12.1  +  30.0  +  20.1  =  33=1+20.1+30.0+12.1 

1  +  12.2  +  30.1  +  205  =155=1+20.2+30.1+12.7 

1+12.3  +  30.3  +  20.15=427=1+20.3+30.3+12.23 

1  +  12.4  +  30.6  +  20.34=909=1+20.4+30.6+12.54 

..  .  •  ..... 

..  .  .  ••••• 

:.  .  •  •••.. 

•  •  •  ..... 

1  Schliesslich  sei  noch  bemerkt,  dass  von  den  Reihen  in  (<&), 
nämlich  Ton. 

1,    5,    15,    34,      65,.... 

1,    6,    19,    44,      85,.... 

1,    7,    23,    54,    105,.... 

4.1Q  *tpn  (Jlieder  beziehungsweise 

*.n*  +  l      w.2n*+l      n.5»fl+l 

— O     '         1.3      ■         HF" 


i  Keinen 
1,      8, 

35, 

r  Centralzahleti  aber 
91,    189,.... 

nämlicli  von 

1,  15, 
1,    33, 

B5, 
155, 

175,    369,.... 

ir  als  «tes  Glied: 
(2n  — 1)  C«a— n-f  1)    für  das  Tetraeder; 


(2n-I)(2n*-2n+l)  „ 
(2n  —  l)(V-5n+l)  „ 


Octaeder 
Hexaeder 


II. 

Geometrische  Aufgaben  durch  Berechnung  gelöst. 


Herrn   ff.  J.  Heller, 

n  der  Königlichen   lieaUehuIe  i 


Die  Lösung  einer  geometrischen  Aufgabe  durch  Construction 
zu  treffen,  ist  oft  eine  Sache  des  Zufalls;  in  nicht  wenigen  Fül- 
len ist  man  des  Erfolges  hei  vorhergehender  Berechnung  gewis- 
ser. Allerdings  ist  die  Cnnstruction  gewöhnlich  kürzer  und  ele- 
ganter, die  Berechnung  nicht  selten  weitiäuftig  und  schwerfällig. 
Dagegen  gelangt  man  hisweilen  auf  dem  berechnenden  Wege  zur 
ganz  allgemeinen  Construction  algebraischer  Ausdrücke.  Ich  lasse 
ein  paar  Beispiele  solcher  Lösungen  durch  Rechnung  folgen,  die, 
meines  Wissens,  noch  nicht  veröffentlicht  sind,  obgleich  Lösun- 
gen durch  Construction  allgemein  bekannt  sind. 
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Aufgabe*    Ein  beliebiges  Dreieck  in  ein  gleichst!» 
tiges  zu  verwandeln.    (Taf.  L  Fig.  1.) 

Gesetzt,    ABC  ist  das  gefundene  gleichseitige  Dreieck  «od 

AD  ein  Loth,  so  ist 

i 

AC*  =  Am  +  DC*, 

und  da  JDC==  1ÄC==  j^C: 

AC*  =  AD*  +  \AC*> 
oder 

ADfiz=\AC*> 
oder 

UD*=z3AC*, 
also 

iAD^ACvS 
oder 

4Z>  =  WCV3. 

Da  aber  DCzz.  \AC,   so  verbalten  sich 

AD:DC=  \ACVZ\iAC, 
d.  h. 

^Z):Z>C  =  V3:l. 

Zieht  man  ^1E  parallel  Z>C  und  CB  parallel  AD,  so  ist  das  Rechteck 
AECD  =  Dreieck  JÄC  Die  Aufgabe  wird  also  gelost  sein,  wenn 
man  das  gegebene  beliebige  Dreieck  in  ein  Rechteck  verwandelt, 
dessen  Seiten  sich  wie  V3 : 1  verhalten. 

Man  verwandelt  also  zuerst  das  gegebene  beliebige  Dreieck 
in  ein  Parallelogramm,  dies  in  ein  Rechteck,  das  Rechteck  in 
ein  Quadrat 

Gesetzt,  abed  (Taf.  I.  Fig.  2.)  sei  das  Quadrat,  so  muss  dies 
einem  Rechtecke  gleich  gemacht  werden,  dessen  Seiten  sich  wie 
y3:l  verhalten. 

■  * 

Es  sei.  dies  das  Rechteck  cefg.    Da  man  die  Länge  der  Seite 

ce  nicht  kennt,  werde  sie  mit  x9  und  ef mit  y  bezeichnet;    oder 

x 
da  jp:y  =  V3:l,   so  ist  y=— g* 

Wird  nun  das  Quadrat  a6cd=l  gesetzt,  so  ist 

'    *  — .1 


8  Heller:     ftmltttrttrkt  Aufgaben 

oder 


V3. 


Die  Construction  dieser  Ausdrücke  ergiebt  sich  anf  folgende  Weise  : 

l.oct  man  die  Seite  des  Quadrats  in  Tal'.  I.  Fig. 2.,  das  man 
durch  Verwandlung  bekommen  hat,  und  welches  man,  wie  »eine 
Seite  =1  gesetzt  hat,  doppelt  an  einander  in  mit  (Taf.  I.  Fig.3.), 
und  schlägt  von  ihrer  Mitte  o  einen  Halbkreis,  trügt  lerner  von 
n  aus  die  Seite  des  Quadrats  =1  bis  p  ab  und  zieht  mp,  so  ist 
diese  Linie  »y»  =  V3« 

Verlängert  man  mp  um  die  Seite  des  Quadrats  =1  bis  q  and 
schlägt  von  r,  der  Mitte  der  Linie  pij,  einen  Halbkreis,  und  trägt 
von  p  aus  in  diesen  die  Differenz  \  '■'<  —  1  bis  s  ab,  zieht  alsdann 
tft,  so  ist  diese  Linie  i/s  das  Doppelte  von  t/3,  und  ihre  Hallte 
gleich  der  einen  Seite  x  des  gesuchten  Rechtecks.     Denn 

9f»  =  (V3  +  ])"-(v'3-ir, 
also 


9>  =  3V3,     9*  =  V3:=.t. 
Man  sieht  sogleich,  dass  durch  Fortsetzung   desselben  Ver- 
fahrens sich  eben  so  würden  v3,  V-f  und  überhaupt  y'-i   («    als 
ganze  positive  Zahl  genommen)  construiren  lassen. 

Errichtet  man  ferner  über  x  ein  Quadrat,  tlieilt  es  in  3  gleiche 


.7* 

'1 


Rechtecke  und   verwandelt  eines   derselben,    welches  also  : 
ist,  in  ein  Quadrut,  so  ist  die  Seite  dieses  Quadrats  Kl  "-'r  = 

oder  — ö=y,  d.h.  gleich  der  andern  Seite  des  gesuchten  Recht- 
eckes,  dessen  Verwandlung  in  das  verlangte  gleichseitige  Drei- 
eck sich  aus  Taf.  I.  Fig.  I.  ergiebt. 

Oder  —  da  aus  Taf.  I.  Fig.  1.  deutlich ,  dass  Z.ACE=\\i  ist,  — 
«an  legt,  wenn  x  gefunden  ist,  an  den  einen  Endpunkt  derselbe» 
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inen  R,  an  den  andern  einen  Winkel  —  5R  an;  die  Linie,  die 
lit  x  den  R  bildet,  wird,  bis  zum  Durchscbnittspunkt  mit  der 
anderen  angelegten  Linie,  y  sein. 

In  einem  Lehrbuche  der  Geometrie,  «reiches  dem  Unterrichte 
in  einer  preussischen  höheren  Lehranstalt  zu  Grunde  gelegt  wird, 
lindet  sich  folgende  Lösung  der  vorstehenden  Aufgabe,  —  eine 
Lösung,  die  so  abenteuerlich  ist,  dass  ich  mir  ihre  Mittheilung 
nicht  versagen  kann. 

„Auflösung.  Man  gebe  dem  gegebenen  Dreiecke  einen 
Winkel  von  *R;  und  es  sei  ABC  (Taf.  I.  Fig. 4.)  das  auf  diese 
Weise  entstandene  Dreieck,  dessen  Winkel  bei  B  jene  Grösse 
hat.  Man  lege  nun  in  A  auch  einen  Winkel  von  \R  an,  wodurch 
das  gleichseitige  Dreieck  BAD  entsteht,  halbire  CD  in  G  und 
ziehe  (iE  parallel  mit  AD,  so  ist  BEG  das  gesuchte  Dreieck." 

Bei  dieser  ('(Instruction  wird  Torausgesetzt,  wenn  X  BEG 
=  &BAC  sein  soll,  dass  1\CFG=^AFE  ist  Das  Letztere 
scheint  der  Erfinder  dieser  Constructionsmelhode  ohne  Weiteres 
deshalb  angenommen  zu  haben,   weil  CG=  GD=EA  ist. 

Jene  Dreiecke  aber  sind  ungleich.  Denn  verbindet  man  .1 
d  (i ,  so  müssten,  wenn  &CFG  und  \AI'E  gleich  sein  soll- 
ten, auch  &CAG  und  &AGE  gleich  sein,  da  zu  jenen  Drei- 
ecken nur  das  gemeinschaftliche  A  GAE  hinzugekommen  ist. 

Nun  sind  aber  &CAG  und  £±AGE  ungleich;  denn  sie  haben 
ar  die  gleichen  Grundlinien  CG  und  EA,  aber  ihre  Höhen  AH 
und  CK  sind  ungleich,    da  CK  <  DL,    DL  aber  =  All  ist. 

Polglich  sind  auch  &CFG  und  \AI'E  ungleich,    also  auch 
i  construirte  Dreieck  BEG  dem  gegebenen  ungleich. 

Man  sieht  aus  dem  Obigen,  dass  es  bei  dieser  Constructions- 
weise  auf  die  Annahme  hinausläuft,  als  könnten  Dreiecke  von 
gleichen  Grundlinien  und  ungleichen  Höhen  dem  Flächenraume 
nach  einander  gleich  sein. 

In  einer  anderen  Aufgabe:  „Ein  beliebiges  Dreieck  in 
ein  Dreieck  zu  verwandeln,  dessen  Winkel  gegeben 
sind",  wird  die  Sache  auf  ähnliche  Weise  angestellt. 

D.h.  wenn  ABC  (Taf.  I.  Fig.  5.)  das  Dreieck  ist,  in  dem  man 
den  einen  gegebenen  Winkel  bei  B  schon  angefegt  hat,  so  soll 
der  andere  Winkel  bei  A  an  BA  angelegt  werden,  so  dass  BAD 
der  zweito  gegebene  Winkel  ist;  es  soll  ferner  CD  in  £  halbirt  und 
Eh  'parallel  AD  gezogen  werden,  um  i  BFE=X  BA  tV  zu  bekommen. 


10  Heiter:   Geometrisch*  Aufgaben 

Abart  diese  Construction  tat  wiederum  ftlscb, 

Denn,   bezeichnet  man  Aß  mit  c,   BC  mit  a,    CD  mit  b, 

h 
CE  mit  ö»  BF  mit  y,  so  muss  sich,  da  FE  parallel  AD  ist,,  ver- 
halten; 


.  *f. 

d.  h. 

• 

(*  +  %)€ 

Ferner  ist,  wenn 

&BEF=:kBAC9 

_ 

(*'+$g*zac9 

d.  b. 

■ 

ae 

»-     ,6V 

a+2 

folglich  niüsste 

» 

x     "  2'             ae 
a  +  6             .  b  . 
«+2 

seid,  oder 


a+ö 


oder 


oder 


•der 


a  +  b  .  6 

a  +  2 


(a  +  |)«  =  a(a  +  6) 


a*+~2^  +  j  =  a*+a6 


62 
a*  +  06  +  -j-  sss  a*  +  ab 


'*'; 


*    - 


welches  mische  Resultat  nur  Ton  der  unrichtigen  Annahme,  das* 
&BEF=z&  BJC  ist,  herrührt 

Solche  Oonstructienen   den    Schalem    vormachen, 
das  hülset  doch»  «U  hinter  da*  Liebt  föhren. 


(lurcü  Berechnung  gettist. 
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Die  richtige  constructive  Lösung  ist  bekanntlich  dieser  zwei* 
Aufgabe  mit  der  erster««  gemeinsam.  Wie  bei  jener  aber 
:  ich  auch  für  diese  Aufgabe  eine  auf  Rechnung  gegründete 
lang  her. 

Gesetzt  nieder,   ABC  (Taf.I.  Fig.6.)  sei  das  Dreieck,   dem 

in  den  einen  Winkel  bei  B gegeben  hat,  Z.BAD  sei  der 

reite  Winkel,  der  dem  zu  construirenden  Dreieck  gegeben  wer- 

i  soll,  so  handelt  es  sieb  darum,  /wischen  C  und  D  den  Punkt 

i  finden,    von   dem  aus  die  Parallele  mit  Ali  gezogen    «erden 

durch  welche   ein  dem   &ABC  gleiches  Dreieck  entsteht, 

es  einen  dem  ^LBAD  gleichen  Winkel  hat. 

Ist  F  dieser  Punkt  und  FG  die  Parallele,  so  werde  BC  mit 

CD  mit  b,    BA  mit  c,   die  noch  unbekannte  CF  mit  x,   die 

noch    unbekannte    (1A    mit    1/    bezeichnet.     Danach    ist 

9=6—  x. 

Sollen  die  Dreiecke  CFH  und  (•'. MI  gleich  sein,  was  bei  der 
isung  der  Aufgabe  stattfinden  muss,  somuss  G  6' parallel  .(/'sein. 
Alsdann  verhält  sich : 

a:x  =  (c— y):y, 
ind  da  auch    (•/'  parallel  Ali, 

(C-y):S  =  (a  +  x):0-x), 
Iglich 

a:x  =  (a  +  x):(b-x), 

a(b-x)  =  x{a+x), 

ab  =  1ax+ic*. 

Construction    ist    also    so    zu   machen , 
*\1ax  =  ab   stattfindet 

Zu  diesem  Zwecke  schlägt  man  um  BD  einen  Halbkreis,  er- 
1  C  ein  Loth,  das  den  Halbkreis  in  J  treffen  müge,  zieht 
J,    schlügt  von  ß  aus  mit  BJ  einen  Kreis,  und  wenn  dieser  die 
BD  in  F  trifft,  so  verhält  sich,  da  BJ  =  BF=za  +  x  ist, 


ilass    die   Gleichung 


i:<fl  +  *)  =  (a  +  *):(«  +  6) 


a*  +  '}ax  +  xi=<i>  +  ab 


12  König:    Die  Fläche  de»  sphärischen  Vierecks. 

oder 

SJfKC  +  x1  =  oft. 
Dies  ist  alier  die  erforderliche  Gleichung. 


III. 

Die  Fläche  des  sphärischen   Vierecks. 


Herrn  Dr.  J.  F.  König, 
Prufessor  nni  Kucijihiif  "«dien  Gjninnsin  zu  K<inig«1ierg  i.  Pr, 


Der  Herr  Herausgeber  dieses  Archivs  fordert  Theil  IL 
Seite  326.  dieLeserdesselhenauf,  für  das  sphärische  Viereck  einen 
Ausdruck  zu  suchen,  welcher  dem  entspricht,  den  Herr  Direetor 
Strehlke  dort  für  das  ebene  Viereck  gegeben  hat.  So  viel  ich 
weiss  ist  nur  der  verstorbene  Professor  Sohncke  dieser  Aufforde- 
rung in  soweit  nachgekommen,  dass  er  Tbl.  IV.  S.  447.  einige  zwar 
inleressante  Flächenformeln  fü'r's  sphärische  Viereck  miltheilt,  von 
denen  aber  wohl  keine  der  fraglichen  entsprechend  genannt  wer- 
den kann.  Mehr  dürfte  in  dieser  Beziehung  die  zunächst  fol- 
gende Formel  befriedigen. 

Bezeichnet  man  die  auf  einander  folgenden  Seiten  AB,  BC, 
CD,  DA  mit  a,  b,  c,  d,  die  Diagonale  AC  mit  e,  a+b  +  c+d 
mit  1$,  dann  hat  schon  Herr  Strehlke  a.  a.  O.  die  auch  auf 
etwas  anderm  Wege  leicht  abzuleitende  Gleichung: 

sin(J-(I)s^n(J-6)ßin(i-c)sill(J-rf)=(isin^^sin6sinß-|-isin(;sinrfsinß), 

+sin  a  sin 6  sin  c  sind  cos  ;(ß+D)» 


Jftfitff  Di*  MM*  d$*  tpMthcki*  VHreck*  IS 

gefunden.    Hieraus  ist  nun  :  • 

sin  a  sin  6  sin  2?  -f  sin  e  sind  sin  D 
=r2V}sin(<-ö)8in(*-6)sin(*-c)aiD(i-rf)-siDfl»in6siocsindcosi(Ä-f^)») 

=2P, 

and,  wenn  man  die  Fliehen  der  Dreiecke  ACB  und  i4Cl>  mit  /* 
nnd  /*  bezeichnet,  da 

•   ö  .   6  .    »  e  .   f 

sin  5  sin  5  sin  2?  =3  cos  5  sink» 


sinö  sin^-sin/>  =  cos  5  sin?? 


ist: 


Ferner/  ist: 


■ 

.    /      2  V — sincsinrfsinZ) 

sin  k  = -r 7—  » 

2  .       e       a       6 

4  cos  x  cos  ü  cos  £ 

f      2V— sinasinftsin/? 

sin  7»  =s. jt-- 

2  M       e       e       d 

4cos5COs^cos^ 


/      l+cose+cosa  +  cosÄ 

COS.?  =^  ■ 7 — 9 

2  .       e       m       b 

4  COS  5  COS  rt  COS  Z\ 

f      1-fcose+cosc+cosd 

cos^= 7 — ; 

2  .       e       c       d 

4  cos  5  cos  n  cos  ^ 

und  diese  vier  Werthe,   in  das  aufgelöste 


iit  I  L  J.   5—  I    — •  ein  — — . 


•io(2+0=8ln 
gesetzt,  geben,  wenn  man  noch  mit    - 

•  ■  '  "  ■  — 

*  ■  •   :  ... 

.       e2       a       b       c       d 
4  cos  -g-  cos  ä  cos  ä  cos  a  cos  ^ 

multiplicirt : 

.  ■    «•      a      6      c      d  .  \fc  •  .  -'  :    e*  cosa+cosft+cosc-fcoscL 
4  eps  -«  epsj  C0S5  cosg  cos  Q  sin  ö =2  P{cos  s-f ! — -^r 1 -l 

—  »cos-rt  (sinosin6sinJ5+sincsinrfsinZ)) 

•  *      *      .  ..*...•*  .*       ■■••      '    >  . 

."•'"•  i  •    oCosofcosi  ■'   .       ;    '  ■"  i,ißoöi?+-coirf'J 
;  r— {«oasinösin/?— — r« -f  sine  sin  <2sinD — r— ! — :— }. 


U  ****§:   M  meto  4u  tßUMrim  VH**C*$. 

Nun.  ist  ■    «.   --■  .  -■-.«. 

sinaain4sltii?+  sin  esjarfsinltsi  BF, 

also  v 

s        -äs    ^cesa+cosft  .    .       ...    ~cosc-f  cos<2 
sinasinosin/f j f- sine  sin  a  sin  Z) j — — 

cosa+cos6+cosc+costfxr     ...       .  ,  .   n      e+d       c—d 
= 5 r  —  JlsincrsinosiDiDCos— jr—coa— y— 

+  sin  c  sin  dsiuDcos  — g—  cos  ■  ^     }, 
und  darch  Substitution  schliesslich : 

Ssin(i— -a)sin(*—  6)sin(* — c)sin(*— d)  \ 
.       ...       .    .       B  +  D*       [ 
— sinasmosincsinacos — „ —  ? 


i  >    i    i  ■■  »i       in  ii  ■    i  ■ 


2  .       a       o       c       d 

4cosg  cos  ä  cos  5  CO«  w 

sinasinftsin/foos-in-*  cos  -g — f-oincsiiuJsinDcos'-^-  cos— 5- 


0       a       6       q       d        e* 
OCOSq  cos  ö  cos  5  COS  -q  cos  -q- 


Aber 


6«  a-f62  JB2 

cos -y= cos  -"a      +sinÄsip*cos ^  =p 

c  +  d*  t    .       t    ;       Dß       , 
=cos — ö~    -f  sinesinctcos -5  —p* 

also  auch 

*         ■■■■■■• 

/ 
Diese  Formel  giebt  für  d=0  den  richtigen  Werth  ffir  sin  4» 

da  dann  C==?iP  und  der  Zähler  des  ^weiten  Braches  =2  cos  5   V 
wird,    «od  entspricht   woht   dem   Slächenausdrucke   des   Herrn 


%        ■ 
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Strehlke  fuVs   ebene  Viereck.     Dass   die  Wurzelgrösse  nicht 
allein  vorkommen  kann,  wie  bei'm  ebenen  Tiereck»   folgt  schon 

«daraus»  dass  hier  allgemein  nicht  eos— ^ —  rreoa*— £ —  ,  wie  es 
bei'm  Viereck  in  der  Ebene  der  Fall  ist 


Satz.  Die  Fläche  dep  sphärischen  Dreiecks  ist  durch  die 
Grundlinie  und  den  die  beiden  anderen  Seiten  balblrenden  Bogen 
bestimmt 

Beweis  1.  Heisst  in  unserer  Figur  der  a  und  6  halbirende 
Bogen  y,  so  ist: 

e*  «  +  A*  ,       B2 

cos*  .cseos — 5—   +  sin a  sin 0 cos -<r 

=  cos^  cos  5    -f-sin^   sin  5  -|-isinasin6cosi?, 

«       b       .  m ;-.    6        ö 
cos  y=:  cos  5  cos  5 +sin  5  sin  5  cos/?; 

also  • 

aa       02  a2      4a 

cosy*=cos2  cosg  -fein»  siaa  cos^*  +  £  sin  a  sin  6  cos  I? 

und 

C0S5  —  cosy2  =61115  sin s  sin2?*=cos3  sina  » 

Ah. 

/"       cos 


COS  2i*  -*- 

cosjr 
Beweis  2.    Setzt  man  in 

■  ■  1 

a        b  a   .    b        0 

cos  y  =  cos 5-  cos  ^  +  sin  ^  sin  5- cos  B 

für  cos  2?  den  Werth,  nämlich 

COSr—  CQSflCOSO 

40  entsteht: 


sin  a  sin  b 


1  +  cesa-f  cosft +cos«  e       f 

Cosy= : g = cos  g  cos  ig. 

4cc«jCQSg- 


•  ■ . '. 


16  M6M§:   DU  Fiäck*  Ap  #M*i$cMiU  Wtr<tfta, 

.  Hieraus  folgt  zugleich,  dass  immer  y>n  »ein  mos«  und  das» 

f  e 

«ich  y  als  Hypotenuse,  k  und  5-   als  Catbeteß  zu  eiaam  rächt* 

winkligen  Dreieck  verbinden  lassen« 

Heisst  der  c  and  <Z  balbirende  Bogen  ö,  so  hat  man: 


co*2 


f     cosy         .    /"         1       4/        e5  _ 

2=*— *^t    sin£=' — -    \  coag  -cosy« 


cos  5-  coa5 


also 


1  €  C 

= -Vsin(y+2)sin(y  —  g-), 

co*2 
/'       cosd       •  -  f  l  .     w     «v  .    «. 

COS  5*  COS  ST 


11*1  *  *     <•■■■»  am  — 


sin'«— 5^=  sin  o 


e* 


=  sec-2{cosyVs«n('  +  2)sin(*"" y)  +  <^'V*io(y  +  y)ain(y--2--|» 


/+£  F 

C08f    q       -=COSK 


■=se€-ö-{eosycosd — VBfaty+a)***^-- %)***(&  +  fl)8*"^'""  2'* 
Setzt  man  für  cosy  und  cosd  die  Werthe,  also  auch  gleich 

.  » 

e* 
sin  a*sinft2  sin  2?*  für  cos-«  — cosya, 


ß* 


sine2 sin cP sin D*  für  «cos -s-— cos ö*2; 

so  erhält  man,  waö  man  auch  ohne  Einführung  der  Bogen  y  und 
5  findet, 

.  F  e*.  .   o    .  b        cd   .    ß 

sin  g  =  s«c  2"  t 8in  2  8in2  C08  2        2  8ID 

+  sin  c  sin  d  cos  g-  cos  0  sin  D  +  sin  5-  sin  <r  8*n  2  8*D  2  JB,'n(^+ ■"))> 

JP  e*..      a        b        c       d  .    .  a   .    b        c       d       n 

cos  o=sec'5''cos2  C082  co82  cos2  +sin2  8,n2  cos2  co82co 

m   .    e   .   d       a       b        -*      .  o  .   6    ,    c  .  <Z 
+ sin  ^  s»n  2  cosg-  cosg-cosZi+suig'Sin  g-sin  2  sing-cos(J?+D». 


LimSmmn:  $*  totefralih*  gutbusdem  de/toUU. 
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F  F 

DiVfdirt  «Min  cos«  durch  n\n^  und  tlann  Zähler  und  Nenner 

_      .  a.       b       c        d  ,  F 

dttrcft  cos^cbs^cös^cos^  ^  so  entsteht  för  cot?  der  Ausdruck 

des  Herrn  Sohnke  a.  a.  O.  S.  448. 
Ferner  ist 


.» #  .  ■  • 


■  •> 


• »  »  « 


F      sin  |v+  sin  £      Vsin(y+|)sin(y^|)+Vsin(Ä+|)sin(d-?) 
tangj^ 


/  f 

cos^r  +  cos  £ 


cosy  +  cos<S 


F    . 


Gewiss  giebt  es  auch  für   tatig  j  einen  Ausdruck ,    der  für 

f 
d=0  in  die  tangj  des  Simon  Lbuilier  übergeht;   aber  wie 

indet  man  ihn? 


IV. 

De  integralibus   quibusdam  definitis. 

Auetore 

Dre.  Christiano  Fr.  Lindman, 
Lect.  Streogneaensi. 

(Ex  con*pectu   Actorum  Reg.  Acad.  Seien t.  Holm.) 


Abhinc  aliquot  annos  Reg.  Societas  seient  Upsaliensis  iu  novia 
Actie  saU  (Vol.  I  seriei  tertiae.   Ups.  1855.)  locum  dedit  commen- 

n 


tarioio  meo  de  funetione   transcendente 


/•- 


Cot<ur&r(«:J?(a)), 


ex  qua  multa  integralia  pendent.    Non  pauca  I.  c.  sunt  aliata;  postea 
vero  in  alia  inddi,  quae  formula  . 


Theii  XXXIV. 


ife  ttnVtoa*:  'D*  tnteyraHbut  qkitoitdam  dqhtttk* 

l-xlxdx 


O 

Continental,  übt  sunt  netn  nameri  integri  positiv!  et  m<n. 
Si  brevitatis  caussa  posuerimus 

n~=^ 


'-   :  .J 


/(l— 2x  Cos  <pp  +  x*)  =  L, , 

x  Sin  (pP 

tpP 

indefinita  integratio  dabit*): 


(n=  nura.  par.) 


/  — fjL~"n — ^ \    *  Co8mq>p.Lp  —  2   <S    8inm<pp.Ap\ 


n  n 


+  —  /  —  j     S    Cosmgop. Lp— 2    S    Swm<pp.Ap\ , 


p=o  p: 

(»=  num.  imp.) 
*xm~~xlxdx 


f 


l+#n 


=  -^t(-l)m-1/(l+^)—      Ä   Coswi9P.Lp+2    S    Sinm<pp.Ap\ 

n  |»r=Ö  j»=0 


quae  integralia,  ut  inveniatur  integrale  mJn,  intra  liniites  0  et  1 
sumenda  sunt.  Occurrit  tarnen  difficultas  quaedam,  quod  termini, 
a  signo  /soluti,  si  est  x  =  0,  in  formam  indeterminatam  Oxoo 
abeunt.    Posito  autem,   ut  verus  valor  inveniatur» 

u~lx  1(1  —  2a?  Cos  g>p  +  x*)9 

facile  apparet,  esse 

2lx  Hl  +  x)  >  u  >  2lx  1(1  —  x). 


*)  Vido  Minding,  Integral  -  Tafeln  pag.  67. 


Evolutis  /(1+ar)  ti  1(1—3),  termioi  barum  fuDCÜODom  fiunt 
forma  —  Ix,  qui  quidera,   si  est  x=zO,  in  nibilum  abeunt,  atque 

ideo  functiones  21x1(1+0:),  21x1(1  — x)  cum  interjacente.  u.    Prior 
igitur  summa  =0  est,   exsistente  ar=0. 


Positoque 


et  deinde 


,     .  #Sina>« 


xSmcpp 


habebimus 


a?  = 


tgty  __        Sint); 

Sin  q>p  -f  tgipCosqpp       Sin  (97p  + t//)  ' 

co  =  tf;/Sint// — i^/Sin^p  +  t^). 

Quia  est  #  =  0,  si  est  #  =  0,  valor  functionis  ©,  posito  tf>=0, 
quaerendus  est.  lllico  patet,  hunc  terminum  tum  evanescere,  id 
quod  de  illo  quoque  eolita  ratio  docet.  Omnes  igitur  termini  extra 
/  evanescunt,  si  est  .r  =  0,  id  quod  quoque  fit»  si  est  x=l. 
Itaque  est 

(w  —  num.  par.) 

1 

1    Pl  dxV~~* 
mJn~-  I      —     S    Co8M<ppl(l—  2xCots<pp  +  x*) 

n%s  X      p=0 


P=0 


!.==-! 


8    /"'dt'  J    „.  t     L      xSinip» 

~nj     !Tp£0h,nwy'Arctgi-*Co6V 

(n~  num.  imp.) 

(-l)m      pidx. 


w 

0 

n-3 
P 


1     Pldx        a 
+  -   /      —       <S    Cosmqppl(] — 2a:  Cos  9p +  ^- 


2    r*ck 

u 


1c£rP~    *    ^.  arSin^p 

^oS.nm^Arctgrz^^. 


fü  Ltndman:    De  integralilnu  guiönsdam  d*IMU$. 

Integrale  igitur,  de  quo  agitur,   ex  bis  tribos 

/l  A~  f*ldx 

™l(l+x),  J     ™lQ-2a:Cos<pp  +  a:*), 

o  o 

/*  dx  xS\x\(pp 

x  °  1  — x  Cos  g>p 

0 

pendet.    Evoluto  /(1-f-ar),   integratio  dabit 

/•»d».-,    ,      1      1,1       1  ,     „ 
J      ■J^1+jr)=p-2«  +  3ä— 4ä  +  cett 

0 

Quia  summa  hujus  seriei  =t»  est,  evadit 

f1  ^/(l  +  X)  =  ~   .     .....    (1) 

o 

Jam  cognitum  est*) 

o         *  Vl  +  2*Cosy  +  a:*      *7        V^7^v>' 
quod  integrale  ope  theorematis  cogniti  evadit 

—  rXdxl  l*x  Cm  dxl  l+X 

Jo       *     \Tl  +  2xCosy+x*    J         *    Sfl  +  ZxCosy+x* 

Substituto  in  posteriore  termino  —  pro  x,  invenitur 

/•  dx  1  +  x Pl  dx  l+x 

*    Vl+2xCoay+x*~   J       *    VT+l2xCo*f+a*\ 

ltaque  est 

/i  dx  P1  dx 

—  l(}  +  *)-lJ      —  l(l+2xCoaY  +  x*)  =  \f, 

o  o 

quae  aequatio,  de  aequatione  (1)   deducta,    multiplicatione  per  2 
facta,  dabit 

/*  dx    .  je*     V" 

-/(l+2*CoSy +  *«)=--£. 

O 

Posito    y  =  »  —  9p ,    invenitur 


*)  Vido  Minding  1.  c,  pag.  149. 
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(2) 

o 

Jam  res  tat,  ut  integrale  tertium  inveniatur.    Posito  igitur 

babebirons 

Sint//  dx      ~ 

'-Stofo  +  iO'     ^  =  Cot^-Cot(yp  +  if/)<ty. 

Quia  limitibus   x  =  0,    o?sl   resp.  respondent   limites    ^  =  0, 
^=i(yr— 9P),    evadit 

a:  ®  1  —  a:  Cos  <pp 

o 

p  ipdyCotty—l  v  ydif>Cot(<p?  +  ^)- 


In  termino  priore  d  ex  tri  membri  posito 


TT  —  OPn 


invenitur  (g>p=  — n)  • 

o  6 

=(1_^iJ),Ä(1_^±l). 


»     '  n 


Integrale  posterius  ad  eaadem  ftmctionem  transcendentem  reduci 
potest.    Posito  enim 

9p  +  tf;  =  x, 

fit 

p  ydil>Cot(<pp+il>)=:l  v  zdzCotz-<ppf  p  Cotufe 

0  ?p  '  9P 

0  0  « 


£2  Lindman:   De  tntegralikus  quiMudam  defluUH. 

Posito  jam  in  primo  integrali  x  = — y  et  in  secundo  *== -^y 

i 

introductoque  valore  {peius  <pp,  inveaiemns 
y  *<^V  1(,^Cot(9)J,  +  t(,)  =  (H-^i)«y>*  y%Cot(l  +^)» 

0  0 

.«-    .  ..       ,~    ...  «    ... 


„4^)y,'^c^2a^+flE^»«.aytö! 


vel 


o 

Substitutione  igitur  recte  facta,  habebiraus 

/*  ^Arctg^ln5^==         2^+i  2£±i 


_  (1+  *±vJr(I+*±i)+4  ptti)-  ^pfltts) 


"2^ '■'■"" 


_<»+'>«na.<»j-»>-. 

In  commentariolo,  cujus  meotio  supra  facta  est,  demoostratur  ess* 

(l-6)*Ä(l — 6)  —  (l  +  6)*Ä(l+6)  =s  26*  [»(*)— 2i?(2*)], 

(6  <  1) 
atque  ideo  est 

<,_**!,.«<,  _*J=±2,_(1+?!!±-V(l  +  *£-'> 

=*(^)V(^)-<-^> 

et 

_<2ü±i)i a«.9E+2«.  ,3, 

»  2n  v  ' 


Tribns  bis   integralibüa  iu  mJn  introductis  et  reductionibus  qui- 
ba&dam  factis,  invenimus 

■     i  ■     • 

(n  =  nun*,  par.) 


\  i    i  .  n 


n*p:x:*  *  2»  +  I 


2»    p=ö  TPW        V  „ 


_i"i**±>« 


i^a5±!*^p±i«(*±f)_jM.ta»].  (4, 


(n=  num.  imp.) 


11—3 


*— s 


-4  j^'^f^^K^l  <°> 

Si  definiti  valores  nnmeria  m  et  *  dantur,  saepenumtro  reduc:; 
tiones  haud  contemnendae  auxilio  formularura  *),  in  commenta- 
riolo  demonstratarum,  fieri  possunt.  Huc  accedit,  ut  integralia,  in 
quibos,  usurpata  prius  forniula  (4),  post  substitutionein  quandam 
formula  (4)  aut  (5)  uti  liceat,  diversarum  functionum  H  inter  se 
nexura  praebeant.  Positis,  ut  exeniplura  proferam,  ?u=;l,  n  =  4, 
habebimus 

V4=^g~2J^+^(V2  +  l)  +  ^(])-Ä(i)j. 
Attainen  formula  illa  niultaeque  aliae  jn  simplieiorem  formatt  tr ana^ 
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(     «j ,  quae  L  c.  per  L(a) 

o 
designata  est  quaeque  cum  H(a)  hacsimplici  conjunctaest  aequatione 


L(a)  =  tf(|)  -  //(«). 


')  E  qaibut  afferam 

(t_0)*//(l-~  *)  +  (l  +  d)*Af(l+^)=^ÄCo»~. 


54  tihdma  n:   Dt  integraUöut  quibusdam  &ßnUf$. 

Quo  facto,  formpla  nuper  allata  nrotatur  in 

V4= -  gi-2  j  ^  +  «/(V2+ 1)  +  L(i)  j  • 

Quod  si  integrale  sine  auxilio  formulae  (4)  quaerimus,    incidimus 
in  integrale 

/*  dx  A     x     xV2 

o 
quod  solitis  rationibus  invenire  nou  potui.     Qu  um  vero  sit 


invenitur 


x^\Z&  X  X 

ArctSni^=Arctg;^=i+Arctg^T^, 


/l  dir  /r4/$ 

—  Are  tg  j^fp  =  J  {«/(V2  + 1) + L(J) }. 


0 


Duplex  usus  formulae  (4)  et  (5)  demonstrari  potest  integral! 


P1  xHxda 

O 

quod,  substituendo  x  pro  x*f  mutatur  in 

,  ,  _  ,   p   Ixdx 

•""V     i  +  * 


a 


Quutn  formuta  (4)  in  ütroque  adhibitur,  invenimu*,   reduetio- 
nibus  quibusdam  factis, 

6fl(i)— L(i>=Y«Cotg. 
v*l ,  quia  est  H(\)  =  17(1)  +  L(l)  =  |  /2  +  L(l) . 

6i(l)-L(i)  =  ^/Cotg. 


E  funetione,  quam  per  //(....)  tlesignavimus,  pendet  qüoque 
integrale 
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quod,   posito 

x  —  tgty,    Arctg«  =  s, 

matatur  in 

J=zJ"  l(l+tgy)dy. 

o 
Jam  vero,  quia  est 

V2Sin(j  +  t[/) 

I  +  *B+=S CoT* * 

evadit 

J=slV2+ 1     /Sinfy  +  iJ/J<fy/  —  /      ICosydy, 

0  0 

vel,  per  partes  integrando: 


Posito 


T  +  *  =  9 


ioveoitur 


f\GrtQ  +  *\d$=*r*     g)Cot9d9-j/V2Sin^j  +  «) 


TT 

4 


=  6  + 1)2^« + 1)  ~  i«(i)  -  J  / V2  Sin  (J + £). 


Positoqae  i//=5-  —  9,  Inventar 


n 


I      ^tgif/dif>=cr  /       Cotqptfp —    /        pCotqpc&p 


TT 

TT 

-— •  t 

-—  e 

3 

3 

=-  I  /Co«  -  H(\)  +  (1  -  |V  Ä(l  -  *) 

=  -JßCo»8  +  (l-|)»Ä(l-^). 
Si  Talorea  inventi  substitnantur,  proäit 
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B6kien:   lieber  krimmlMft  CoordütaUn. 
J  =  Q  +  «)  *V2Sin  (f  +  *)  +  j/SCom— •  JCom  +  JÄ(i) 
-(J+^(i+^)(l-|)«Ä(l-|).       ; 

1t 

Posito  ci  =  l  vel  >= j,  invenimus 


/ 


o 


quod  integrale  (vide  Tom.  VI.  praec.  pag.  448.)  a  Serret  et  ante  eum 
a  Bertrand  in  diario  C1'  Liouville  propositum  est. 


Ueber  krummlinige   Coordinaten. 

Von 

*  

Herrn  Doctor  Bohlen 

zu   Sulz  a.  N.  im  Königreich  Würtcmberg. 


Im  Allgemeinen  wird  die  Lage  eines  Punktes  im  Räume  \da»' 
durch  bestimmt,  dass  man  drei  sich  rechtwinklig  kreuzende  A^en 
annimmt  und  den  Punkt  als  den  Durchschnitt  von  drei  auf  die* 
Axen  beziehungsweise  perpendikulären  Ebenen  betrachtet.    Diene 
Ebenen,  welche  gleichfalls  auf  einander  senkrecht  stehen,  bild! 
das  erste  und  einfachste  Beispiel  eines  orthogonalen  Flächensystei 
dar.    Eine  zweite  Bestimmungs weise  der  Lage  eines  Punktes  ij 
Räume  ist  die,  dass  derselbe  als  der  Durchschnitt  von  drei  ortl 
gonalen  Flächen  zweiten  Grades  angesehen  wird,    und  zwar 


■ 
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einem  Ell ipsoid  (p),  einem  einmantligen  Hyperboloid  (p)  und  einem 
IWiihniiUillllii  Hyperboloid  (v).  Diese  Flächen  haben  zugleich 
die  merkwürdige  Eigenschaft,  das«  ihre  Hauptschnitte  dieselben 
Brennpunkte  haben,  vt  esshalb  sie  homofokal  genannt  werden.  Die 
Gleichungen  derselben  sind  : 


<■>     ^  +  « 


=  1, 


=  ■, 


b*~ 


?a„vä— L 


Die  grossen  Halbaxen  dieser  Flächen  sind  p,  (i,  v;  b  und  c  sind 
die  Entfernungen  der  Brennpunkte  vom  Mittelpunkt  der  beiden 
Hanp  (schnitte,  welche  die  grosse  und  mittlere,  die  grosse  und 
kleine  Axe  enthalten,  also  ist  c~>b.  Ein  Punkt  (omO  im  Räume 
ist  sonach  bestimmt,  wenn  die  grossen  Halbaxen  q,  fi,  v  der  drei 
durch  ihn  gebenden  homofokalcn  Flächen  gegeben  sind.  Will 
n  einem  Punkt  auf  dem  Ellipsoid  zu  einem  andern  auf 
dieser  Fläche  übergehen,  so  bleibt  p  constant;  q=  const.  ist  also 
die  Gleichung  aller  Punkte  auf  dem  Ellipsoid,  gerade  so  wie  z.  B. 
z  =  const.  beim  gewöhnlichen  Cnordinateusysteni  die  Gleichung 
d«r  Ebene  ist,  welche  auf  der  r-Achse  senkrecht  steht.  Die 
Gleichung  einer  beliebigen,  auf  dem  Ellipsoid  (o)  gezogenen  Linie 
hat  die  Form  fi=/"(i>),  weil  beim  Uebergang  von  einem  Punkt 
des  Ellipsoids  (p)  zu  einem  anderen  von  den  drei  Grössen  p,  ft,  v 
sich  nur  die  beiden  letzteren  ändern.  Die  Gleichungen  einer 
Dnrchschnittslinie  von  zwei   horoofokalen   Flächen,   z.B.  von  (p) 


und  (fi). 

sind 

(3) 

wie  z.  B. 

befn 

einer  Li» 

ie,  d 

gewöhnlichen  Coordinatensystem   die  Gleichungen 
e  parallel  der  ^c-Axe  ist,  i= const. ,  ^  =  const.  sind. 

Nach  dem  Satze  von  Dupin  schneiden  sich  orthogonale 
Flächen  in  ihren  Krümm iingslinien ;  bestimmt  man  also  einen  Punkt 
\m  Räume  durch  drei  homofokale  Flächen  oder  durch  elliptische 
Coordinaten,  so  nehmen  die  Gleichungen  der  Krümmungslinien 
die  äusserst  einfache  Form  (2)  an.  Die  beiden  Brennpunkts-Ent- 
fernungen  b  und  c  sind  unveränderlich  für  ein  elliptisches  Coor- 
dinatensystem; veränderlich  sind  nur  die  Halba-ien  p,  n,  v  der 
drei  durch  den  Punkt  (pjtv)  gebenden  homofokalen  Flächen,  wenn 
man  zu  einem  anderen  Punkte  (p'pV)  übergeht.  Es  liegt  in  der 
Natur  dieser  Flächen,  dass  immer  p>c,  f*<c  und  ">b,  v<ft 
sein  muss. 
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Wir  bezeichnen  die  Entfernung  eines  Punkts  (puv)  vom  Mit- 
telpunkte des  elliptischen  Coordinatensystems  (dem  gemeinsamen 
Mittelpunkte  der  drei  homofokalen   Flachen)  durch  D,  so  ist 

(3)  D*  =  Q*  +  ,*?  +  v*-b*-c*. 

Ist  ß  constaiit,    so   erhalten    wir   die   Gleichung   einer   Kugel  in 
elliptischen  Coordinaten : 


(-1) 


pa  +  ft3  +  va  =  const. , 


welche,  wie  man  sieht,  dieselbe  Form  hat,  wie  die  Gleichung 
der  Kugel  in  gewöhnlichen  rechtwinkligen  Coordinaten,  und  fol- 
gendes Theorem  enthält: 

Wenn  sich  ein  Punkt  auf  einer  Kugel  bewegt,  so  ist  die 
Quadratsummc  der  Haibasen  der  drei  durch  ihn  gehenden  kon- 
zentrischen homofokalen  Flachen  konstant. 

Bewegt  sich  der  Punkt  auf  dem  Ellipsoid  (p)  so,  dass  seine 
Entfernung  vom  Mittelpunkte  konstant  bleibt,  so  ist  in  (3)  Dss  const., 
p=const.  zu  setzen,   mithin  erhält  man; 


für  die  Gleichung  einer  sphärischen  Curve  auf  einer  Fläche  zwei- 
ten Grades. 

Wir  betrachten  ein  durch  vier  Krümmungslinien  auf  dem  Eltlp- 
soid  (o)  gebildetes  Viereck  ahed.  Die  vier  Punkte  a,  b,  c,  d 
sind  durch  elliptische  Coordinaten  auf  folgende  Art  bestimmt: 
a  durch  (pf»v),  6  durch  (pf^r),  c  durch  (pfi,!*,),  d  durch  (pfiVj). 
a  und  c  sind  also  Gegenecken.  Die  vier  vom  Mittelpunkte  nach 
den  Ecken  dieses  Vierecks  gezogenen  Radien  sollen  Üa,  Dt,,  Dc,  Dd 
heissen.     Durch  Vergleichung  mit  (3)  erhalten  wir  die  Gleichung: 


(6) 


Da*\De*=Db*-\-Dd*; 


hierin  liegt  der  Satz:  Wenn  man  nach  den  vier  Ecken 
eines  von  vier  Krümmungslinien  auf  einer  Fläche  zwei- 
ten Grades  gebildeten  Vierecks  vom  Mittelpunkt  aus 
Radien  zieht,  so  ist  die  Quadratsumme  der  nach  zwei 
Gegenecken  gezogenen  Radien  gleich  der  Quadrat- 
summe der  beiden  andern. 

Wir  nehmen  nun  ein  zweites  Ellipsoid  (o')  an,  welches  die 
vier  homofokalen  Flächen  (fi)  und  ((»'),  (v)  und  (v'),  die  durch  die 
krummlinigen  Seiten  des  Vierecks  abcd  bestimmt  sind,  in  dem 
Viereck  a'b'c'd'  schneiden,  so  sind  diese  vier  neuen  Punkte  durch 
elliptische  Coordinaten   also  zu   bezeichnen:     n'  durch   (pV")-    b' 


■ 
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durch  (tf'ft'v),  c'  durch  (p'ftV)»  d'  durch  (p'ft^Ot  die  v'er  voln 
Mittelpunkte  nach  den  Ecke»  a'b'c'd'  gezogenen  Radien  bezeich- 
nen ivir  mit  Da<,  I)y,  D,  ,  Ar;  die  Gleichungen  (3)  und  (ti)  fuh- 
ren nun  sogleich  auf  die  Formel: 


(7)  i>„a  +  D«* 

d.  h.:  Zieht  man  v 
«Ines  von  sechs  ho 
rallelepipeds  Radi< 
nach  je  i 
gleich. 


F   D<?  +  />#' 


vei  Ge 


in  Mittel 
ofokalen  Fli 
i,  so  sind  dii 
cken  gezoge 


=  /)«*  +  />•■*, 

nkte 


i    den   Ecken 
bildeten  t'a- 


i  Radien   eil 


Die  Gleichung  (1)  lässt  sich  auch  in  folgender  Weise  schreiben: 

<.MfiMcHtfHyH:2)e4+l&2cH&VHm^Hya)!ea-«aca^^O. 

Die  drei  Wnrzeln  dieser  Gleichung  sind  o3,  (*3,  va,  und  zwar  ist 
nach  der  Theorie  der  Gleichungen: 

f2  +  Ki + „a  =  p  +  c*  +  x* + 3a  +  ,», 

i«V + ea"2  +  (****  - ft  *cS  +  f  (*■ + i2) + c*  (*2  +  y8'  • 
p2fi2vB  =  Aac2^2. 
Hieraus  ergeben  sich  folgende  Werthc: 
fica:=e(ir,     6Vc2^ft5.ff=\^o^^Z2  Vfi^fi*  Vfta— v», 
c  j^^tea  Vji*"-^2  \rZ^T3  Vca  — V». 

Man  ziehe  nun  vom  Mittelpunkte  O  nach  einem  beliebigen  Punkte 
SI  oder    ((J«t)    die    Linie    OÄI=D,    so   lassen  sich  die   Cosinus 

ß'  /}'  B  der  Winkel,  "e'che  Ol/  im!  den  Aien  bildet,  zu- 
folge der  Gleichungen  (3)  und  (8)  sogleich  in  elliptische  Coordt- 
naten  umsetzen.  Für  einen  zweiten  Punkt  M'  oder  (p'ftV)  sei 
OM'  =  D',   so  ist 


sMOM'  =i 


«r;  . . » ;. 

DD''rDD'  +  DD' 


oder 
(9) 


D.D'cosMOM' 
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Diese  Formel,  angewendet  auf  die  Winkel  uOc  und  bOd,  welche 
die  nach  den  Ecken  des  von  vier  Krümmungalinien  auf  dem  Ellip- 
soid  (o)  gebildeten  Vierecks  gezogenen  Radien  Oa=Da,  Ob—Dt, 
Oc=De,  Od=I)d  mit  einander  machen,  führt  auf 


(10) 
Nun  ist. 


und 


Da.DB.cosaOc  =  Di.Dj.coabOd. 

ufolge  eines  bekannten  geometrischen  Satzes: 

äci=D£-\-D?  —  2Da.Dc.  cos  aOc 


bd*  =  Dt?  +  D<P  -  2Ö6.  Od.  cosbOd. 
Diese  Gleichung,   in  Verbindung  mit  (6)  und  (10),  führt  auf: 
(II)  ac=bd. 

In  jedem  von  vier  Krummuugslinien  einer  Fläche 
zweiten  Grades  gebildeten  Viereck  ist  die  Entfer- 
nung von  zwei  Gegenecken  gleich  der  Entfernung  der 
beiden  andern  Ecken. 

Ganz  auT  ähnliche  Art  läss't  sich  der  Satz  beweisen: 
In  jedem  von  sechs  faomofokalen  Flächen    gebilde- 
ten rechtwinkligen   Parallelepiped    ist  die  Entfernung 
von  zwei  Gegenecken  gleich  der  Entfernung  der  beiden 


Wurde  man  die  acht  Ecken  die 
Linien  verbinden,  so  erhielte  man 
die  drei  Diagonalen  gleich  sind,  i 
binden. 

Für  die  Entfernung  zweier  beliebigen  Funkte  M  und  M'  haben 
wir  die  Relation : 


:s  Parallelepipeds  durch  gerade 
n  achteckiges  Polyeder,  worin 
[che  je  zwei  Gegenecken  ver- 


MM- 


=  OM*+OM'*—->OM.OM,.t:osMOM'. 


Um  hieraus  die  Gleichung  einer  Kugel  zu]  finden,  deren  Mittel- 
punkt M'  ist,  bezeichnen  wir  die  konstanten  Ausdrucke 


mit  ß, 


!V»"- 

-  t'-V  (.« 

-«!"- 

va 

b'ic*- 

-t') 

V  e'a  - 

c*Vc*- 

-  (.'»Vc'- 

-  ,■'■-■■ 

RBktfii:     (eher  UrummlliiiQt  rmiritiiinleH. 


Setzt  man  liier  p  =  o'=const,  so  ergihtsich  die  Gleichung  einer 
sphärischen  Curve  auf  dem  EHipsoid  (p),  wenn  der  Mittelpunkt 
der  Kugel  auf  dieser  Fläche  liegt. 

Man  lege  durch  deu  Punkt  ,i/  oder  (ppv)  eiue  Tangential- 
Ebene  an  die  Flache  (q)  und  fälle  vom  Mittelpunkte  0  auf  die- 
selbe eine  Senkrechte  /'.  so  ist 


(13) 


V"ea-f*aVfl3- 


' 


Bezeichnen  «vir  nun  die  vier  Senkrechten,  welche  von  O  auf  die 
vier  Tangential -Ebenen  von  (p)  in  den  Ecken  des  Vierecks  al/cä 
erden  können,  mit  i'„,  Pt,  Pg,  /'■■/.  so  erhalten  wir  aus 
13)  die  Formel 


(U) 


Pa.Pc  =  Pt.P*. 


r  Fläche  zw 


i  Eben 

her 


Mittelpu 


hren,     bilden 


'eiche  v 

auf  dii 

den  Ec 
ngslinien  gebildeten  Viereck 
e  Proportion. 

Es  Hessen  sich  hieraus  wieder  weitere  Cnnsequenzen  ziehen 
hinsichtlich  der  24  Perpendikel,  die  man  auf  die  Ebenen  fallen 
kann,  welche  sechs  homofokale  Flächen  in  den  Ecken  eines  von 
ihnen  gebildeten  Parallelepipeds  berühren,  doch  wollen  wir  da- 
von abstrahiren  und  zu  den  wichtigeren  Formeln  der  Krümmungs- 
halbmesser der  Normalschnitte  übergehen.  Wir  bezeichnen  die 
beiden  Bauptkrümmungs-Halbniesser  von  (p)  im  Punkte  (p^v)  mit 
«  und  R',   bo  ist 


(IS)     R  = 


Vpä^A»  Vq- 


/," 


'r1* 


Bieraus  läset  sich  analog  dem  Früheren  schliessen,  dass  die  vier 
Krümmungshalbmesser  Ra,  ft,  /», .  ii',i  in  den  Ecken  des  von 
KrOmmungslinien  gebildeten  Vierecks  einer  Fläche  zweiten  Gra- 
des eine  Proportion  bilden,  und  dass  diess  gleichfalls  bei  den  an- 
dern vier  Krümmungshalbmessern  in  diesen  vier  Ecken  stattfindet. 
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Die  beiden   Hauptkrümmungs 
Punkte  {pp)  bezeichnen   wir  mit 
(v)  mit  ff  und  ff',  so  ist: 

-Haihmesser  der  Fläche  (fi)   im 
M  und  M'  und   diejenigen  von 

(16)    ßl 

.«' 

<i7)  a 

Vl^irVP^»5 

ff' 

v^jC 

v»  V  c*_»*' 

Hieraus 

ergibt  sich 

(18) 

B.M'.N'  = 

;." 

».ff. 

(19) 

/r? +  JW' 

-1    £+5- 
'■    ß  +  jv- 

1      "'j.N-l 
'■    U+ff'-1- 

Die  Gleichung  (18)  ist  von  Lame  angegehl 
in  Jem  Memoire  sur  les  coordonnees  cu 
gemeinen   Formeln   für   ein   beliebige 
System    aufstellte    und    insbesondere 
elliptischen' Coordinaten 


n,  welcher 

es  die  all- 

krummliniges   Coordinaten- 

i.li    als   der    Schöpfer  der 

den    nuiss.     Die  Gleiehun- 


i  (19)  sind  von  Bertrand.  Sie  lassen  folgende  einlache  geo- 
metrische Deutung  zu:  Wenn  man  durch  einen  Punkt  im  Raums 
drei  homofokale  Flächen  legt  und  auf  ihren  Normalen  die  Krüm- 
mungsmittelpunkte  mit  II  und  R' ,  ßl  und  M',  N  und  N'  bezeich- 
net, so  liegen  die  Durchschnittspunkte  <ler  durch  M  und  II.  mit 
diesen  Normalen  gezogenen  Parallelen  auT  der  Richtung  M'R', 
der  durch  91'  und  N  gezogenen  Parallelen  auf  HIN'  und  der 
durch  R'  und  A'  gezogenen  Parallelen  auf  NR. 

Wenn  p  um  dq  nächst,  so  ist  die  Entfernung  der  unendlich 
nahen  Punkte  M  auf  (p)  und  91'  auf  (p  +-  rfp)  =  d«: 

V  es — i-av  p2 — cs 

Bezeichnen  wir  die  Werthe  von  ds  in  den  vier  Ecken  aticd  mit 
dsar  ''**■  'h<  •  dsd>  so  ist 

dsa .  dtc  —  du .  du. 

Die  vier  unendlich  kleinen  Seiten  eines  von  sechs  homofokalen 
Flächen  gebildeten  Parallelepipeds,  wovon  zwei  gleichartige  ein- 
ander unendlich  nahe  sind,  bilden  eine  Proportion. 


lllgcm,  Brreehmmg  der  Str/nnstiirlu-ii  hi  l.iitiuxmm-lprn.  ,'1/1 


Allgemeine  Berechnung  der  Stromstärken  in  Galvnno- 
metern. 


Herrn  Dr.   fVHh.  Matzka 

l'rul'i'KBni'   der   Wnll]«w>iiilt    :in   iler   Ilmsharliii 


Bau    <ler   jetzt    gebräuchlichen    Gali 
t's  und  Gaugain's  Tangente.  nl><>us.si 


anonieter.  uemlich 
,!e.  so  Wie  Pouil- 
lioussole,  besteht  bekanntlich 
durch  einen  In  Inlhrechter  Ebene 
•if  ein  galvanischer  Strom  geleitet 
Nähe  befindliche  wagrechte  Maa- 
us  dem  magnetischen  Meridian  ab- 
•r  Weife  man  die  jedesmalige  Starke 
vermag.  Itei  Beobachtungen  mittels 
der  Tangentenboussnlen  wird  die  Ebene  des  Kreisringes  fest  in 
den  Magnetischen  Meridian  gestellt,  bei  jenen  mittel«  der  Sinus- 
bouseolen  dagegen  so  weit  um  den  lothrechten  Durchmesser  ge- 
dreht ,  bis  die  Nadel  in  die  Ebene  des  Reil'es  seihst  zu  stehen  kommt. 
Ursprünglich  stellten  die  Erfinder  dieser  galvanischen  Hess- 
Werkzeuge    den    Drehpunkt   der   Nadel,    der    wegen    ihrer    Kurze 


let's  und  PoggendorlT  s  ? 
im  Wesentlichen  darin,  das) 
stehenden  metallenen  Kreisr 
wird,  welcher  eine  in  seinei 
netnadel  um  einen  Winkel  a 
lenkt,  aus  dessen  beobachtet' 
dieses  Stromes  zu  berechnen 


Ihn 


litte    ; 


i.-ehe 


immer 

nommen    werden  darf,    in 
gah.  (1833)   richtete    ihn 
Ebene  senkrechten)  Axe  desKrei 
nere    Einrichtung    will    ich    in    v 
dergestalt 


Nord-  und  Südpol  liegend  ange- 
Mittelpunkt  des  Kreisreifs;  Gau- 
:h  verschiebbar  iti  der  (zu  seiner 
isreils  ein.  Diese  letztere  allgeuiei- 
.'«rliegeridcr  Abhandlung  auch  bei 
nraussetzen,     dass     bei    ihrem 


Gebrauche    die    Nadel   zur  Ebene    des   Stromringes   parallel   zu 
stehen  kommen  solle. 

Efir  die  gewöhnlichen  Galvanometer,   bei  denen  der  Dreh- 
pnnkt  der  Magnetnadel   mit    dem    Mittelpunkte    des  Stromkreises 
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zusammenfällt,  hat  Herr  Oberlehrer  Dr.  Hädenkamp  (im  Archiv 
1854,  23.  Theil,  S. '217— 223)  die  allgemeine  Berechnung  der  Strom- 
stärke  genügend  skizzirt ;  für  (!  angain's  Tangenten hous- 
sole  aber  hat  vornehmlich  Bravais  (in  den  Annales  de  Chi- 
mie  et  de  Phys.,  1853,  3.  «er.,  vol.  38,  pag.  301—311)  die 
analytische  Untersuchung  elegant  und  vollständig  durch  geführt. 
Im  Folgenden  sollen  nun  die  allgemeinsten  Messwerkzeuge  dieser 
Art  rechnend  erforscht,  sollin  die  Annahmen  gemacht  werden: 
1)  dass  der  Dreh-  »der  Mittelpunkt  der  Nadel  wo  immer  in  einer, 
gegen  den  beliebig  geformten  Stromreif  unwandelbaren  Stellung 
stehe,  und  2)  dass  wahrend  aller  Beobachtungen  an  Tangenten- 
boussoleu  die  Ebene  des  Stromringes  unter  einem  bestimmte» 
Neigungswinkel  gegen  den  magnetischen  Meridian  fest  stehen  ge- 
lassen »erde,  hingegen  bei  Benützung  von  Sinusbnussolen  beim 
Ablesen  der  Stellung  der  Magnetnadel  diese  mit  der  Strom-Ebene 
oder  mit  dem  zu  ihr  parallelen  Durchmesser  des  unterhalb  der 
Nadel  angebrachten  und  in  Grade  ge  theil  teil  Vollkreises  einen 
bestimmten   (immer  gleich  bleibenden)  Winkel  einschliesse. 

Als  hiebst  merkwürdiges  Ergebnis«  aus  meinen  Rechnungen 
glaube  ich  die  bisher  nicht  bekannte  Wahrheit  hervorheben  zu 
dürfen,  dass  bei  der  Sinus  boussole  die  Stromstärke 
jederzeit  dem  Sinus  des  Ablenkungswinkels  der 
Magnetnadel  aus  dem  magnetischen  Meridian  streng 
proportinnirt  ist,  es  mag  der  Stromring  in  seiner  loth- 
rechten  Ebene  was  immer  für  eine  krumme  Linie  bilden, 
der  Drehpunkt  der  Nadel  hinsichtlich  des  Stromringes  und  seiner 
Ebene  wo  immer  fest  stehen  und  bei  der  Beobachtung  der  end- 
lichen Nadelstelluug  diese  mit  der  Ebene  des  Stromreifs  was 
immer  für  einen  bestimmten  unveränderlichen  Winkel  machen. 


Allgemeine   Bestimmung  de 

tri  sehen  Stromleiters  aufeii 

1. 


i  magnetii 


!    eines  elek- 
irten  Punkt. 


AB  (TaL  I.  Fig.  I.)  ein  beliebig  gestalteter  linearer 
Leiter  eines  elektrischen  Stromes,  der  auf  einen  magnetisirten 
Punkt  jV  einwirkt.  Im  Punkte  M .  am  Ende  des  Leiterbogens 
AM=^s,  beginne  das  Strom-Element  MM'=iU,  welches  gegen 
dessen  Abstand  von  N,  nemlich  gegen  NjV=f,  unter  dem  Win- 
kel 6  geneigt  ist.  Des  Stromes  Stärke  (Intensität)  sei  /,  des 
Punktes  JV  Magnetismus  m,  die  speeifische  (eigenthümüche)  be- 
ständige  Wechselwirkung   der  Elektricitat    und   des   Magnetismus 
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*;  dann  geschieht,  gemäss  der  aus  Savart's  und  Biot's  elek- 
tromagnetischen Versuchen  durch  Laplace  abgezogenen  Pro- 
portionalitäten und  Lehren,  die  Wirkung  dp  des  Strorabestand- 
theilchens  ids  auf  den  Magnetismus  m  im  Punkte  N,  nach  der 
auf  der  Ebene  NMM1  (von  r  und  ds)  senkrechten  Richtung  JS .dp 
und  mit  der  Stärke 

,          .    ds.&inß 
dp=xim 5 — , 

oder  wenn  man  abkürzend  xt7n=fi  setzt,    mit 

_  sind. ds 

IL  In  Bezug  auf  ein  beliebig  wo  aufgestelltes  System  win- 
kelrechter Coordinatenaxen  seien  x,  p9  z  die  Coordinaten  des 
Strompuoktes   M\    so    sind    dx,  dy,  dz    die    Projectionen    und 

dx     dy     dz  . 

d*  '  d  *   dx  *^e  Kichtcosinus  *)  des  Stromtheilchen.s  ds. 

Ferner  seien  X,  Y,  2  die  Projectionen  des  Strahles  NM=r 

auf  die   Coordinatenaxen.    also  — »  — >  —  die  Richtcosinus des- 

t       r       r 

selben;    so  hat  man  für  die  Richtwinkel  a,  ß,  y  der  auf  ds  und 

r  zugleich  senkrechten  Richtung  N.dp  der  Kraft  dp  die  Bedin- 

gungsgleichuogen 

dx  dy        a  m  dz  ~ 

-cosa  +  ^cosß  +  ^cosy^O, 

x  r      Q    z 

—  cos  a  +  —  cos  p  +  —  cos  v  —  u* 
r  vt' 

und  sonach  die  Proportionen 

cos«  cos/?  cos  y  1 

IT  dz      %  dg~~  *%  dx      X  dz  ~*  3t  dy      Y  dx      sin  ß 
r  ds       r  ds       r  ds       r  ds       r  ds       r   ds 

Demgemäss  zerfällt  die  Elementarkraft  dp  in  die  drei  zu  den 
Coordinatenaxen  parallelen  Componenten 

dp.  cos  cc,    dp.cosß,    dp. cos  y, 

und  folglich,  wenn 


*)  Cosinus  der  Richtwinkcl  der  Berührtuigsliiiie  am  Punkte  3f  der 
Krammen  Aß,  d.  i.  der  Winkel  der  positiven  Richtung  dieser  Geraden 
mit  den  positiven  Richtungen  der  Axen  der  xy  y9  %. 

3* 
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X,    Y,    Z 

die  eben  so  gerichteten  Componeoten  der  vereinten  oder  Gesammt- 
wirkung  P  des  ganzen  Stromleiters  AB  auf  den  magnetisirten 
Punkt  N  bedeuten,  hat  man 

X=f  dp. coscc,     Y=fdp.  cos/5,    Z=fdp.cosy; 

oder  wenn  man  nach  Obigem  die  Richtcosinus  ausdrückt: 

fYdz-Xdy 
X=*J r*—' 

'Wtdx  —  ^dz 


r3 


Xrfy  —  Y.dx 

wobei  selbstverständlich    die  Integrationen   über  die  ganze  Aus- 
dehnung des  Stromleiters  AB  sich  erstrecken. 

Hierin  ist  bekanntlich  auch  noch 

ra  =  X*  +  Ya  +  »», 
und  die  Coordinaten  des  magnetischen  Punktes  iVsind: 

x  —  X,    y  —  Y,    z  — Ä. 


2. 

Einwirkung   des    Stroms   auf   eine   UEagnetnadel. 

Denkt  man  sich  den  Magnetismus  einer  Magnetnadel  blos  in 
ihren  beiden  Polen,  dem  Nordpole  N  und  dem  Südpole  S,  an- 
gehäuft; so  mögen  für  jenen  Nordpol  die  bisher  allgemein  für 
einen  magnetischen  Punkt  N  angenommenen  Grössen  und  abge- 
leiteten Ausdrücke  gelten,  für  diesen  Südpol  &  aber  die  gleich- 
namigen Grossen  je  mit  einem  Striche  (Accent)  unterschieden 
werden.  Dann  findet  man  die  Componenten  der  elektromagneti- 
schen Wirkung: 


IL'dz—l'dy 

r/3 

»'cfo  —  IL' dz 


iler  Stromstärken  in  Gtilranometeru. 
t'=  SM  den    Ausdruck 

I  des  Südpols  Coordinateu: 


Wirkung    des    Er  dm 
und  Gleichgewicht  ? 


»tismus    auf    die 
chen  den  beiderle 


Wirk« 


igen. 


Auf  die  Magnetnadel  oder  auf  ihre  beiden  Pole  wirkt  auch 
»och ,  und  zwar  ununterbrochen ,  der  Magnetismus  des  ganzen 
Erdkürners  —  der  Erdmagnetismus  —  nach  einer  gewissen 
Richtung  und  mit  einer  Starke,  welche  beide  aui'  die  Dauer  der 
anzustellenden  Messbeobachtungen  jedesmal  für  unveränderlich 
angesehen  werden  dürfen.  Seien  u,  o,  w  die  Richtcosinus  der 
positiven  Richtung  dieser  Axe  der  erdmagnelischeu  Kraft,  und  sei 
J  die  Stärke  des  auf  die  Einheit  des  Magnelismus  einwirkenden 
Erdmagnetismus ,  also  Jm  und  Jm'  seine  Wirkungen  auf  den  Nord- 
und  Südpol  der  Nadel,   endlich  seien 

D,    V,    W    die  Componenten  des  auf  den  Nordpol 

und    V,    V,    W    „  ,,  „      „      „     Südpol 

wirkenden  Magnetismus,   so  gelten  bekanntlich  die  Proportionen: 


ml 


Jm:V:V:W  =  Jm':  V:  V:  W'  =  l:u:v:i 
Iche  zur  Ausdrückung  dieser  Kraftcomponenten  die 


Zwischen  den  Einwirkungen  des  elektrischen 
des  Erdmagnetismus  auf  die  Magnetnadel,  welche  um  eine  unver- 
rückbare Axe  sich  zu  drehen  vermag,  muss  uotliwendig  im  Augen- 
blick des  Ablesens  des  Standes  der  zur  Hube  gelangten  Nadel 
Gleichgewicht  herrschen.  Es  muss  demnach  sowohl  die  Summe 
der  Projectionen  aller  auf  die  Nadel  einwirkenden  Kräfte  auf 
diese  feste  Axe,  als  auch  die  Summe  der  Drehmomente  sänimt- 
licher  dieser  Kräfte  um  dieselbe  standfeste  Axe  einzeln  verschwinden. 


Abschweifung  { Digression)  auf  eine  allgeni 
mensetzung  von  Kräften   an   einem  System 
punkten. 
Du  erwähnte  fileichgewichtsbedingungen  in  de 


t Zusam- 
•  n   Stoff- 
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der  Statik  immer  nur  beschränkt,  nemlich  Mos  für  den-  Fall,  w* 
man  die  feste  Axe  zu  einer  Coordinatenaxe  gewählt  hat/  ab: 
gehandelt  werden;  so  wollen  wir  sie,  und  ihr  entsprechend  die 
allgemeine  Zusammensetzung  von  beliebigen,  auf  ein  System  ton 
Stoffpunkten  einwirkenden  Kräften,  mittels  Zerlegung  nach  einer 
willkürlichen  Axe  hier  kurz  vornehmen. 

I.  Sei  eine  Kraft  P  am  Punkte  x9  y$  %  thätig  und  in  ihre 
drei  winkelrechten  Coordinaten  X,  F,  Z  zerlegt;  ferner  sei  eine 
feststehende  Axe,  deren  Richtcosiuus  zu  a,  A,  c  proportionirt 
sind,  durch  einen  festgestellten  Punkt  xxyxz\  geführt,  also  ihre 
Gleichungen :  , 

x  —  x\  =  y— Vi  _  *—Zi 
a  b  c 

wenn  xyz  laufende  Coordinaten  vorstellen.  Wir  zerlegen  nun 
die  Kraft  P  parallel  und  senkrecht  zur  standfesten  Ate  in  die 
Kräfte  P'  und  P"  9  oder -wir  suchen  ihre  Projeetionen  P'  und  P" 
auf  diese  Axe  und  auf  eine  zu  ihr  senkrechte  Ebene. 

Setzt  man  abkürzend 

a2  +  62  +  c2  =  A2, 

und  nimmt  h  positiv  an,  so  sind  t>  t>  t  die  Richtcosinus  der 
standfesten  Axe,    folglich  ist  die  erste  Projection : 

Die  auf  ihr  senkrechte  zweite  Projection  ist  sonach: 

P"  =  \TP*^1**  =  |  V(X*+  Y*+Z*)  (aHbHc2)-(aX+b  Y+cZ)* 
oder 

P"=\  V[(bZ-cY)*  +  (cX-aZ)*  +  (aY— bX)*]. 

Diese  Kraft  strebt  die  Drehung  ihres  Angriffspunktes  um  die 
ständige  Axe  an,  mit  einem  Drehmomente  (einem  Drehbestreben) 
=  Pß'py  wenn  p  den  senkrechten  Abstand  der  Richtung  der  Kraft 
Pti  oder  der  Kraft  P  von  derselben  Axe  vorstellt. 

Dieser  Abstand  p  ist  aber  die  Projection  jedweder  Verbin- 
dungsstrecke  der  genannten   zwei   Geraden,    also  auch    der   vom 

Punkte  xx  }j\  zx   zu  xyz  hin  gehenden  Strecke,    oder  ihrer  drei 
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rakelrechten  Projectionen  x — ar,=£,  y — $,=»7,  ;  —  ;,  =  £  auf 
"en  beiden  angeführten  Richtungen  zugleich  senkrechte 
Nun  sind  die  Richtcosinns  der  Richtung  der  Kraft  P 
iportional  zu  A,  Y,  Z,  jene  der  festen  Axe  proportional  zu 
mithin  sind  die  Richtcositms  ihrer  gemeinschaftlichen 
mkreehteo  proportional  zu 

bZ~cY,     cX~aZ,     aY-bX, 

ich  ist  der  fragliche  senkrechte  Abstand : 

tbZ—cY  ,      cX—  aZ         aY-bX 

mgemäfls   ist  endlich   das   Drehmoment  der  Kraft  P  oder  die, 
i  Abstände  I   und   auf  der  Axe   senkrecht   drehend,  ihr  gleich- 
käme (äquivalente)  Kraft: 

p"P=^(tr-vz)  +  ^az-sx)^{vx-iY). 


II.    Seien  nunmehr  an  einem  starren  Systeme  von  Stoffpi 
ten  (iyi),    &  j,i,),    (i,  ä*i>--   Kräfte   P>  Pi'  ?*•" 


"ihre  Componenten   (A',  F,  Z),    (AT,,  Kj.Z,) angebracht.     Da 

zerfällt  jede  dieser  Kräfte  in  eine  zur  Axe  gleichlaufende  Kraft 
and  in  ein  auf  der  Axe  senkrechtes  Drehmoment,  folglich  das 
ganze  Kräftesystem  in  das  System  der  Parallelkräfte  P" ,  P,',  Pa',._ 

und   in  das   System    der   Drehmomente    P"p,  P\upt,  P^'p-t 

Ersteres  System  hat  zur  resultirenden  Kraft  /."  die  Summe 


fl'=  P' + /y  + /y +  ....  =  .£ 


iX  +  bY+cZ      aZX  +  bZY+cSZ 


wirksam  am  Punkte    (rnj),    bestimmt  durch  die  auf  die  bbei 
jfi,  ix,  xy  bezogenen  Alomentengleichungen: 

„aX  +  bY+cZ  .       aZXx  +  bZYx  +  cZZx 
Rt=S Ä—  x= ^ 

t>i  -  y "X  +  bY  +  cZ  ■       aZXy  +  bZYy+cZZy 

_.        „aX+?,Y+cZ  ■      aZ&  +  bZYz  +  cZZz' 
Rj^Z^—r r  = J 


das  andere  System  dagegen    hat   zum  resultirenden  Drehmomente 
R"r  die  Summe: 
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w,  =  i"P  +  p,  "Pl  +  /vv  + . . . . 

III.  Indem  ivir  die  sonstigen  leichten  Wahrnehmungen  und 
Schlussl'nlgen  dem  Leser  überlassen,  benutzen  wir  hier  mir  fol- 
gende. Sollen  säinintliche  erwähnte  Kräfte  an  dem  starren  Systeme 
der  Stofftheilehen,  mit  Hilfe  der  befestigten  Axe  und  zwar  in- 
sofern im  Gleichgewichte  stehen,  dass  blöa  die  von  den 
Kräften  angestrebte  Drehung  des  Systems  um  diese  Axe  auf- 
gehoben werde,  so  muss  offenbar  das  resultirende  Drehmoment 
H"r  zu  nichte  werden,   also 

sein.  Sollten  sie  dagegen  an  einem  festen  Punkte  (a^  yx  i,) 
dermassen  im  Gleichgewichte  stehen,  dass  die  Drehung  um  je- 
derlei durch  diesen  Punkt  denkbare  Ajfe  (a,b,c)  behoben 
werde;  so  muss  diese  Gleichung  für  alle  Werthe  der  drei  von 
einander  unabhängigen  Grössen  a,  b,  c  bestehen,  also  jeder 
ihrer  Mullinlicaforen  verschwinden,  nemlich  gleichzeitig  sein: 

2(ZY—»}Z)=ti,    £(§Z— IX)  =0,    2(yX—  |I7)  =  0. 


ichtsstellung    de 


Mag» 


adel   . 


Ute 


I.  Da  die  ga  Iva  im  metrische  Magnetnadel  um  eine  feste  Axe 
sich  dreht,  so  seien  xt  yt  zt  die  beständigen  Coordinaten  ihres 
Drehpunktes  (',  und  die  Richtcosinus  dieser  Drehungsaxe  pro- 
nortionirt  zu  den  Beständigen  a,tt,c.  Dann  sind  (gemäss  Art.  1. 
und  3.)  am  Nord  pole  N,  dessen  Coordinaten  wir  gleich 

i=a:-X,     y~y  —  l[,     \  =  z  —  % 

fanden  ,    die  Kraftcomnnnenten 

x+u,    r+r,  z\w 

thalig.  und  die  Projectioiien  der  nördlichen  Nadelhälfte  Cl\=  h  sind  j 
£  =  x  —  xt  =  x  —  X  —  X\, 

n=y—yi  —y  —  *  -y,, 


der  Sirwnsiürken  tn  Galmuomelern.  41 

im  Südpole  5,  dessen  ('«ordinalen  wir  gleich 
•=x  —  X',    j'=y-X',     '%'  =  %— «' 
tnden,    die  Kräften mponenlen 

X'+V,     Y+V,     Z'+W 

Ltig,  und  die  Projectionen  der  südlichen  Nadelhälfte  CS=L'  sind; 

!'  =  #'— xt-=x — X'  —  xlt 

II.     Mithin  übergeht  die  vorige  allgemeine  Bedingungsgleichung 


FSr  die  Drehmomente  i 


dem  gegenwärtigen  Falle  des  Gleicbge- 
ihsteheude  : 


nichts  der  galvanonietrischen  Magnetnadel 

+  Ä[|(Z+lF)-£(J:+t7)  +  6'(Z'+»-')-£'(A-'+ü')] 

+ciii(x+v)-ttr+r)  +  v'(X'+ü')-t'(Y'+r')i=o, 

s  der  beob- 


-eiche  zur  Bestimmung  der  fraglichen  Stromstärke 
htelpn  Huhestellung  der  Magnetnadel  di 


ird. 


III.     Beachtet  man   noch,    dass    man    den    Drehpunkt    C  die- 
ler  Nadel  jederzeit  mit  dem  Nordpol  N.  und  Südpol   .V  in  einer 
eraden    liegend    anzunehmen   pflegt,    so  gelten   noch   die  Pro- 
Kationen : 


J  . 


J 

IV.     Die  nördliche  Hälfte   CN  =  L  der    Magnetnadel   mach« 
I  ihrer  Drehungsaxe  («,  b,  c)  den  beständigen  Winkel  v,  so  ist 


C0BV~k  L  +  h  Z*  h  L' 

Die  durch  die  Nadel  und  ihre  Drehungsnxe  gehende  bewegliche 
Ebene,  deren  Normale  sonach  (wie  in  Art.  1.)  die  veränderlichen 
Richtcosinus 

b£—  cn  .     ck—?£      «*?  —  H 
hLswv'     hLmnv'     ALsinr 

hat,  weiche  aus  einer  standfesten  solchen  Ebene,  deren  Normale 
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die   ständigen    Ki 
gungsgleichungen 

rhtcosinus  A,  B,  ('. 

Ja  +  Ä1  +  Ca  = 
Aa  +  Bb  +  Cc  = 

gebund 
=  0, 

<uv 

Bediii 

haben  mifge,  um 

den  Winkel  5  ab,  s 

ist: 

c„J 

hLn'inv       '  hL&inv 

5« 

Sohin  hat  man  zur  Ausdrückung  der  t,  tj,  £  durch  /- .  v,  d  die 
Bestintmungsgleichuugen : 

aS  +  öjj  +  cJ^AXcosv, 

(#c  —  Cb)HlCa— Ac)ri  +  (Ab-Ba)£=hLsmveosd, 

und  sonach  bleibt  der  Ablenkungswinkel  S  als  alleinige  Grund- 
veränderliche  übrig,  von  welcher  die  in  p  und  fi'  als  Factor  ent- 
haltene fragliche  Stromstärke  i  eine  auszumittelnde  Function  ist. 


Vereinfachungen     der     aufgestellten     Ausdrücke     und 
Bestimmungsgleichungen. 

I.  Gewöhnlich  liegt  der  Drehpunkt  der  Magnetnadel  mit- 
ten zwischen  deren  Nord-  und  Südpol,  daher  ist; 

£'  =  —  L   und    sonach    |'  = —  |,     y'  =  -—y,     £'=  —  £, 
und    sonach    wird  die  ßedingungsgleichung    des   Gleichgewichtes 
(Art.  5.)! 

a[&T-  F'+  V-  V>)-V(Z-Z'+  W-  W')] 
+  b[£(Z—Z'+  W-W)-UX-X'-\-  ü-  V')] 
+  c[V(X- X>+  U—  V')-  |(F-  Y'+  V*-  F')]=0. 

II,  Wählt  man  die  feste  Drehungsaxe  der  galvanometrischen 
Magnetnadel  zu  einer  Coordinatenaxe,  etwa  zur  z-Axe,  so 
muss,  weil  auf  ihr  die  x-  und  j-Axe  senkrecht  stehen,  n=0, 
b=0  sein  und  Mos  v  willkürlich  bleiben.  Dann  übergeht  diese 
Bedingungsgleichung  iti 

n(X-X'+V— PO-KF-r+F-FO-0. 
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ücbungen  von  |,  ij,  £  in  Art.  5.,  IV.  ver- 

f=Lcoav, 

B% — Atj  =  LsiavcasS, 

|»  +  7ja  =  L*eiDva, 

also    C=0  und    A*-\-B*  =  \   ist. 

Die  Magnetnadel    pflegt  man   jederzeit  so    vorzurichten, 
s  sie  auf  ihrer  Untdrehungsaxe  senkrecht  steht,  also  v=90° 


IV.     Nimmt  man    die    willkürlich    Test  zu  stellende 
frehungsaxe  gehende  Ebene  (A,  B,  C)  zur  Ebene  der  yi 


durch  die 
.  so  kommt 
1 ,  so  wird : 


C=0   noch  J  =  ±l,   B  =  Q.    Wählt  man  A  — 

£  =  Ls\nÖ  =  —  i',     i)=Lco&6  =  —  v',     £=0  =  — £', 
ind  sonach  die  Bedingungsgieichung  fur's  Gleichgewicht: 

(X— A'+c/—  D'jco»Ä=(r—  f*+  r—  rosinä. 

Da  die  Magnetnadel  wie  jeder  andere  Körper  derSchwer- 
raft  unterworfen  ist,  so  lä'sst  man  sie  am  fuglichsten  wagrecht 
wagrechter  Ebene,  der  .ry-Ebene,  sich  drehen, 
wonach  ihre  Drehungsase,  dies-Axe,  Inthrecht  wird.  Dann 
kann  man  die  ebenfalls  Inthrechte  j«- Ebene,  von  der  aus  man  die 
Ablenkungswinkel  <5  zählt,  entweder  in  den  astronomischen  oder 
—  was  wir  hier  thun  werden  —  in  den  magnetischen  Meri- 
dian verlegen,  dabei  zugleich  die  positive  Richtung  der  y-Axe 
nordwärts  und  die  positive  Richtung  der  x- Axe  ostwärts 
laufen   lassen. 

Bedeutet  da  T  die  wagrechte,  längs  der  y-Axe  wirksame 
Componente  des  auf  den  Magnetismus  1  einwirkenden  Erdmagne- 
tismus ,/..  so  ist  nach  der  (in  Art.  3.)  gewählten  Bezeichnung: 

J:T=\:v,    also     T—Jv    und    3m:V=\'.v, 


mithin 


-Jmv=Tm    und    ebenso    V  =  Tm'. 


Zugleich  ist,  da  die  Richtung  von  J  im  magnetischen  Meridia 
—  der  ys- Ebene  —  liegend  auf  der  a-Axe  senkrecht  sieht,  d< 
Cosinus   «=r0  folglich   auch    (7=0   und    V  =  0. 
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Danach  wird  unsere  Drehmomenten- Gleichung: 

(X— X')cosd-(Y—  F')sind  =  T(m  —  m')  sin  ö. 

Gewöhnlich  und  mit  Recht  nimmt  man  den  Magnetismus  m4  des 
.  Sudpols  jenem  m  des  Nordpols  gleich  an  Grösse,  aber  entgegen- 
gesetzt in  der  Beschaffenheit  an,  nemlich  w'^=  —  m.    Dann  wird 
letztere  Gleichung: 

CXcosfl-  FsinÄ)  —  (X'cosd—  F/sin^)  =  2iw7,sinJ 

und 

(t4  =  xim' =  —  xim = — p. 

VI.    Stellen  wir  noch,  mit  Rücksicht  auf  die  Artikel  1.  und  2., 
zur  Abkürzung: 

Xcoad — Fsind  X'cosÖ — F'sintf      ai 

so  übergeht  letztere  Bedihgungsgleichung  in: 

(H  +  H')xi^2Ts\nd, 

und   sofort  erhalt  man  für   die  Stromstärke  i  allgemein  deren 
umgekehrten  Werth: 

7  =  x  — s :  1  sin  o. 

t  2 

Aus  dem  Absätze  IV.  und  aus  Art.  5.,I.  findet  man  nunmehr: 

X=j; — xx —  jLsind,  X'=ra; — xx  +Lsind>, 

Y=y — yt — Lcosö,  Y'=y — yx-{-  Lcosd, 

daher : 

r*  =  (a;-a;1)a  +  (#-.yi)2  +  (z-*i)a-2Z,(t0-6)  +  £*, 
r'*  =  (x-xl)*  +  (y-y1)*  +  (z-zl)*  +  2L(w-b)  +  L*, 

wenn  man  abkürzend  setzt: 

a?sind  +  yco8Ö=zw, 
xx  sin  ö  +  yt  cos  d  =  6 , 

nemlich  mit  to  und  6  die  Projectionen  der  Strahlen  OM  und  OC 
auf  die  Magnetnadel  bezeichnet. 

Schreibt  man  die  Ausdrücke  von  X,   F  des  Art.  1.  und  dann 
obige  von  X,  Y,  *  in  jene  von  H,  so  erhält  man  erst: 


*-/ 
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(XsInd  +  lTcosoVt— »(Arsino>«'yc< 


B=P{w-b-L)dt 


-(»-a,)rf» 


nenn  man  L  in  — .£  umtauscht, 
*fr-ft~-f-X)&-fr- 


*=P 


Dies  sind  nun  die  allgem einsten  Ausdrücke  der  Hilfsgri'issen 
M  und  H'  durch  die  laufenden  Coonlmaten  x,y,  t  der  Linie  des 
Stromringes,  welche  überhaupt  wohl  auch  uneben  (doppelt  ge- 
krümmt) sein  könnte.  Kennt  man  demnach  von  dieser  Linie  zwei 
Gleichungen  in  x,  y,  i,  so  kann  man  mittels  ihrer  zwei  der  Coor- 
dinaten durch  die  dritte  oder  alle  drei  durch  eine  passliche  vierte 
Hilfsveränderliche,  also  durch  selbe  auch  die  Integrande  in  //und 
II'  darstellen,  die  danach  in  der  ganzen  Ausdehnung  des  Strom- 
reifs integrirt  «erden  müssen. 

Anmerkung.     Eine  andere  interessante  Darstellung  der  Hilfs- 
grösse  //  wäre  noch  folgende.     Setzt  man  oben 
X8inrJ  +  Tcosd  =  T, 


als< 


~{x — Xi)s\a6  +  (y — j,)cosö— L  =  «> — 6 —  L, 


dT=dx.  8in6  +  dy.  cos  rJ, 
Iblglicb,    du   auch  noch  d"M*  =  di  ist,    erhält  man: 

~J  r3T*dT" 


"=r- 


Stromlinien    in    scheitelrechten    Ebenen. 

Lenken  wir  jetzt  auf  die  bei  Galvanometern  vorkommende 
Beschaffenheit  des  Stromringes  ein,  dass  er  nemlich  (Taf.I.  Fig.ll.) 
eine  in  einer  Scheitel-  oder  lothrechten  Ebene  enthaltene  geschlos- 
sene Linie  ABA'B'  sei  und  dass  diese  Ebene  uiu  eine  lothrechte 
Axe,  die  wir  zur  z-Axe  bestimmen,  sich  drehen  lasse.  In  dieser 
Ebene  erfassen    wir  noch  als  eine  fernere  oder  Hilfsaie,  die  auf 


I 


46  Staibka:    Allgemeine  Berechnung 

derselben  i-Axe  senkrechte  Einschnittslinie  OA  der  Stromebene 
in  die  wagrechte  Ebene  der  xy,  und  zählen  auf  ihr  vom  Coordi- 
naten Ursprünge  O  aus  eine  neue  Hilfscoordinale  /  de»  laufenden 
Punktes  M(x,  y,  i)  im  Stromreife.  Dann  sind  in  dieser  drehba- 
ren Stromehene  t  und  t  die  beiden  zusammengehörigen.  Coordi- 
naten  dieses  Punktes,  zwischen  denen  sonach  für  die  gewählte 
Gestalt  der  Stromlinie  eine  eigentümliche  Gleichung,  wie 

f((,  i)  =  0   oder   s=A0. 
besteht. 

Tritt  die  Stromehene  aus  dem  magnetischen  Meridiane  (der 
yi- Ebene),  oder  die  t-  Am:  aus  der  y-Axe  um  den  Winkel  yOA—t 
heraus,  so  sind  die  zwei  ursprünglichen  Coordinaten  x,  y  des 
Punktes  M  die  Projectionen  der  neuen  Coordinate  t  auf  die  Aren 
der  x  und  y,    also 


«,=  (co»(ä_i).  . 
Dieser  veränderliche  Winkel  S  —  e  wird,  wie  leicht  zu  sehen, 
von  der  (wagrechten)  Magnetnadel  mit  der  scheitelrechten  Ebene 
des  Stromrings  gebildet  und  wird  in  den  ferneren  Untersuchungen 
häufig  vorkommen,  weshalb  wir  ihn  eigens,  und  zwar  durch  y, 
bezeichnen  wollen.     Es  ist  sonach : 

6  —  i  =  y,     io  =  tcosy,     dw  =  dt.  cosy. 

Der  Drehpunkt  C  (xt  yt  i,)  der  Magnetnadel  NS  erhält  jeder- 
zeit eine  bestimmte  unabänderliche  Stellung  gegen  die  Stromlinie, 
nemlich  gegen  die  in  ihrer  Ebene  befindlichen  Axen  der  t  und  z, 
so  wie  gegen  die  durch  den  Coordinatenanfang  O  gehende  nor- 
male Axe  derselben  Ebene  —  die  Axe  der  Stromehene.  Es 
sei  demnach  der  (zur  letzteren  Axe  gleichlaufende)  Abstand  die- 
ses Drehpunktes  von  der  Stromebene  =Z>,  sein  Abstand  von 
derselben  INormalaxe  =E  und  seine  Erhöhung  über  die  wag- 
rechte  ay-Ehene  =F ;  so  bleiben  diese  seine  drei  Coordinate« 
nngeändert,  wie  sich  auch  die  Stromebene  um  ihre  lothrechte 
i- Axe  herumdrehen  möge.  Projicirt  man  nun  den  in  der^y-Ebene 
enthaltenen  Coordinatcnzug  der  D  und  E,  welche  mit  der  j>Axe 
die  Winkel  —  t  und  -  e  +  90ff  machen,  auf  diese  Axe  und  ihre 
Normale  (die  y-Axe),  so  hat  man  für  den  Drehpunkt  C  die  Vir- 
co ordinalen ; 

3:,=      Dcost   |  £sine, 
jh  =  —  Dsins  |  £eost 
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mit  dem  selbstverständlichen 

Schreibt  man  sofort  diese  Ausdrücke  in  Art.  6.,  VI.  ein,   so 
findet  man: 

b  =  Z)siny  +  lEcosy, 

w — b  =z(t  —  E)cosy  —  Dsiny, 

«a:— #!  =  (*—  2?)  sine — Dcose, 

y—yx  =  ($— £)cose  -f  Dsint, 

Z  —  Z1=ZZ  —  F9 

r»  =  (<—£)*  +  Z>2+(2— F)2— 2L[(<— £)cosy— /)siuy]  +  J^ 
=  (*-£— Leos  y)a  +  (D  +  Zsiny)»  +  (*—  F)a. 

Setzt  man   noch  zur  Abkürzung : 

J)+jLsiny  =  ^,    £  +  jLcosy  =  A, 
so  wird 

r»sj»+(f— *)*+(*— f)> 


and 


„       pitdz— zdQcosy— (6  -f  XOtfz+Fcosy.cfr 

Ä=v ^ "• 


welche  beide  Grossen  r  und  //  man  sich,  vermöge  der  angeführ- 
ten, zwischen  den  Coordinaten  t  und  2  bestehenden  Gleichung  der 
Stromlinie  nur  durch  eine  dieser  Veränderlichen  ausgedrückt  zu 
denken  hat. 

Denkt  man  sich  nunmehr  z  durch  t  ausgedrückt  und  die  an- 
gedeutete Integration  nach  der  Grundveränderlichen  t  innerhalb 
ihrer,  bezüglich  der  ganzen  Ausdehnung  des  Stromringes  festzu- 
stellenden bestimmten  Grenzen,  etwa  von  *=<©  bis  t=tx  vollzo- 
gen, so  muss  das  fertige  Integral  H  an  der  Stelle  von  t  die  be- 
ständigen Grenzwerthe  t0  und  tx,  also  nur  noch  die  Veränderliche 
y  enthalten  und  kann  sohin  als  Function  von  y  und  L,  nemlich 
//=  f(y,  L)  angesehen  werden. 

Dann  ist 

Ä'  =  f(y,  -L) 
und  sonach : 

1      f(y,X)  +  f(y,-X)       * 
i  ~  2  'Tawid* 
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Wenn  man  daher,  wie  bei  der  üblichen  Siuusboussole,  die 
wagrechte  Magnetnadel  mit  der  scheitelrechten  Stromebene  gleich- 
laufend oder  einen  gewissen,  voraus  entschiedenen  Winkel  bil- 
dend stehen  lässt,  folglich  y  — 0  oder  diesem  beständigen  Win- 
kel gleich  macht;  so  ist  im  Ausdrucke  von  i  Alles,  ausser  dem 
si?n5,  vom  Winkel  3  unabhängig,  mithin  t  proportionirt  zu  Bind. 

Hieraus  folgt  demnach  allgemein  der  Satz: 

Wenn  man  bei  einem  Galvanometer  den  Stromring  in  eine 
(lothrechte)  Ebene  versetzt,  welche  um  eine  in  ihr  enthaltene  loth- 
reehte  Axe  drehbar  ist  (wie  bei  den  gebräuchlichen  Sinusbousso- 
len),  und  wenn  man  diese  Strom-Ebene  bei  jeder  Beobachtung 
bo  weit  dreht,  bis  die  wagrecht  schwebende  Magnetnadel  mit 
derselben  Ebene  einen  gewissen  voraus  bestimmten  Winkel,  z.  B. 
0°,  30°,  45°,  00°  o.  dgl.  macht;  so  ist  die  Stromstärke  jedenfalls 
streng  proportional  zum  Sinus  des  Ablenkungswinkels  der  Mag- 
netnadel vom  magnetischen  Meridian;  es  mag  der  Stromring  was 
immer  für  eine  geschlossene  ebene  Linie  bilden  und  der  Dreh- 
punkt der  Magnetnadel  was  immer  für  eine  gegen  die  Strom-Ebene 
und  Stromlinie  unverrückbare  Stellung  einnehmen. 

Die  Giltigke.it  dieses  Satzes  erheischt  demnach  lediglich  blos, 
dass  der  Stromriitg  eine  einfach  gekrümmte  (ebene)  Linie  bilde, 
dass  seiue  Ebene  lotbrecht  und  um  eine  lotbrechte  Axe  drehbar 
sei,  endlich  dass  die  Magnetnadel  wagrecht  schwebe. 


Stromreife    von    gewählter    Gestalt. 

1.    Elliptische  Stromreife.      Strom-Ellipse 

Weisen  wir  nunmehr  dem  Stromringe  eine  bestimmte  Gestalt 
zu,  etwa  vorerst  die  einer  Ellipse,  deren  Halbaxen  A  und  II  in 
der  (-  und  z-Axe  liegen  mögen,  so  ist  seine  Gleichung: 

Zur   weiteren    Vereinfachung    der    liechnungsausdrücke, 
nehmlich  der  in  //  und  H'  stehenden  Integrande,    kann  man 
entweder    als    Pohircoordinaten    den   Strahl    OM=R  und   seinen 
l'olaiwinkel  a  mit  der  (Axe  benützen,   folglich 


istalt 

Bin 

- 

Dan 


=  lt 
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setzen,  wonach  die  vorige  Gleichung  der  Ellipse  in 

1    __  coscaa       sin  w* 

übergeht;  öder  man  kann  blos  den  Hilfswinkel  <p  dergesfalj  be- 
messen» dass 

't  z 

-j=:cosqp,    also    -===:sin<jp 

ist»  da  dann  die  Gleichung  der  Ellipse  in  die  zwei: 

t—Acostp,    z=Bs\uq) 

zerföNt  Die  erstere  Annahme  ist,  wenngleich  auch  sonst  bei  ande- 
ren Linien  verwendbar,  hier  dennoch  minder  vorteilhaft  als  die 
zweite. 

Diese  zweite  Annahme  gibt  demnach : 

dt  =s  —  A  sin  <pdq> ,    dz  =  B  cos  (pdcp,    tdz  —  zdt  =  ABdcp 
und 

r*=z(Aco8<p~E-Lcosy)*  +  (D  +  Ls\uy)*+(B8'w<p-F)* 
=  B*+  (Z>+jLsiny)a  +  (E  +  Lcosy)2  +  F2— 24(F  +  Lcosy)cos<p 

—  2#Fsin  q>  +  (A*-  B*)  cos  <p2. 

Die  fär  //vorzunehmende  Integration  muss,  weil  sie  sich  über 
den  vollen  elliptischen  Stromring  erstrecken  soll,  von  f= — A  bis 
t*=z  +  A  und  von  da  wieder  bis  t  =  — A,  also  von  <p=s  —  *r»bis 
g>  =  0  und  von  da  noch  bis  <p=-\-%  ausgeführt  werden.  Sonach 
findet  man,  wenn  man  noch  zur  Abkürzung 

Acosy  =  a 
setzt, 

a       P71  B[a-(b+L)co8<p]-aF8\n(p  _' 
H~J         " — ^8 "<p, 


—  n 


folglich,    indem   man  L  in  — L  umwandelt: 

u       Cn  ^la — $ — L)cos<p] — aFsinqp 

1   =  /  ^ #3       ' " d<P> 


H'=f 


r'3 


—  n 


r*=B*  +  (D-L8\ny)*+(E-Lco8y)*+F*-2A(E-Lco8y)co8<p 

—  ZBFsimp  +  0*2— JB*)cos?>2 
Th«il  XXXIV.  4 
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Nun  konnte  man  die  Differential-Goefficienten  dieser  Integrande, 
weil  sh)9>  =  (l  —  cosqp2)*  ist,  in  eine  nach  den  steigenden  Poten- 
zen von  cos  tp  fortschreitende  unendliche  Reihe  unter  der  Vor- 
aussetzung entwickeln»  dass  die  Bedingnisse  ihrer  Convergenz 
erfüllt  seien ;    da  man  dann  nur  Integrale  von  der  Form 

/7t  p  7t 

cosgp*dg>=2  /       cos  q>kdq> 


—  7t  O 


auszuwerfen  hätte,  welche  für  gerade  A=2»; 

Pn         *  *       «P71         «^        1.3.5....(2»-l)tt       /n— l\a 
J      cos<p*»d<p=2j      cos^dcp=z    2.4.6,...2n    2?r==(    n  )*"> 


—  71  O 

und  für  ungerade  k  =  2n  +  1 : 


/n  pn 

cos  92«+1  dq>  =  2  /       cos  y***1  dy  =  0 


—  7t  O 


geben.     Indess   dürfte    von  den  Ergebnissen    dieser   schwierigen 
Entwickelung  wohl  kaum  je  ein  ernster  Gebrauch  gemacht  werden. 


9. 


Fortsetzung.     Verlegung  der  Magnetnadel  in  die  wag- 
rechte Coordinatenebene. 

Weil  erwähnte  Schwierigkeit  hauptsächlich  durch  die  Anwe- 
senheit des  sin  <p  im  Integrand  von  H  hervorgebracht  wird,  so 
wird  man  trachten,  denselben  zu  beseitigen,  was  offenbar  dadurch 
bewerkstelliget  wird ,  dass  man  die  Erhöhung  F  des  Drehpunktes 
oder  der  ganzen  Magnetnadel  selbst  über  die  wagrechte  Ebene 
der  xy  zu  Null  macht,  folglich  am  Galvanometer  die  Einrichtung 
trifft,  dass  die  Magnetnadel  in  der  wagrechten  Ebene  xy  der 
wagrechten  Axe  2A  des  elliptischen  Stromringes  schwebt. 

Setzen  wir  demnach,  bei  der  Annahme,  dass  F=0  sei,  zur 
Abkürzung: 

£ +Lcosy  =  A,     E — jLco8y  =  A'; 

D  +  Lsiny  =#,     D  —  Isiny=^ 
und 
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so  sind  g,  h  in  der  wagrechten  Coorditiaten  -  Ebene  die  auf  die 
t~Axe  und  die  Axe  der  Strom  -  Ebene  beziehlichen  Coordinaten 
des  Nordpols  der  Magnetnadel,  f  ist  der  Abstand  dieses  Nord- 
pols vom  höchsten  Punkte  der  Strom- Ellipse,  und  g* ,  V ,  f 
bedeuten  Aehnliches  (vir  den  Südpol  der  >Vdel.  DemgemBss  er- 
halten wir: 

r»  =  f*  -  (2 JA co«  <p  i  Jco   <p«), 

r**  =  f*  —  (2 JA'  cos  <p  +  J  er    ?*) , 

und,  weil  jetzt  in  H  und  //'  der  l>  tferentialcoefficiont  durch 
Umwandlung  von  <jp  in  — <p  keine  Abänderung  erfahrt, 


o 

"*  *    «  — (A  —  /-)  CORO» 


/H       d<P* 


So  lange  im  Ausdrucke  v«n  r2  noch  die  zweite  Potenz  von 
cos 9  vorkommt,  dürfte  die  Ausführung  der  bevorstehenden  Inte- 

1 

gration  nur  dadurch  ermöglicht  werden ,   da.«*    man   — 8  nach  den 

steigenden   Potenzen   von   cosqp   entwickelt.     Thun   wir  dies,    so 
erfolgt : 

i 

}  __}_      3  (2JA  cos  ep  +  J  cos  <?*)      3._ß  (2JAcos<p+ Jcosy2)* 
rs~  f*  +  2  f*  +  2.4  p 

3.5.7,9  (2JAcosor+ Jcosy2)3     3.5.  Jl  (2JAcostp-f  Jcosy«)4 
+  2 4.6.8  p  +)l    .10  p* 

i"  . .  •  • 

1      3 2 JA  .  T3  ^  .  3-5  (*^*)*1 

.  r3-5  2  2JA.  J  .  3.5.7.9  (2JA)8T 

Hot  —p-  +2XlO"7r'JC089 

L 3^5. J«     3.5.7.9    3  (2JA)flJ  .  3.5....  11  (2JA)41         4 
2.4/^+2. 4. 6. 8*  I  — J*      +  2.4....10     pl    A™** 


r  3.5.7.9  &2  2JA.  J*  3.5....11  4  (2JA)»J   3.5...13  <2JA)»ni 
+  L2.4.6.8 1.2      p    +2.4....J0l      P1    +2.4.  .12     /«   J 


cosqp5 


-f  u.  s.  w. 
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Diese  aus  der  Entwickelung  von 

_1  1  n      2Ahco»(p  +  dcosip* 

rs — #?»(*  y%  )  * 


zweiten  Binomialgliedes    — j^ —  <  1  ist,  dem  Dach  wenn 


nach  dem  binomischen  Lehrsatze    entstandene  unendliche  Reihe 
convergirt,   wenn  der  für   g>  =  0  stattfindende  grosste  Wertb  des 

9Ah_+4 

r 

/*-^-?JA==0«-f(J--A)3>O 

ausfällt.    Letzteres  tritt  aber  sicher  immer  ein,  mithin  conver- 
girt auch  diese  Reihe  jedenfalls. 

Setzen  wir  jetzt,  mit  Rucksicht  auf  die  zu  Ende  des  vorigen 
Artikels  aufgeführten  integral wertbe,  abkürzend: 

O  0 

folglich 

1      r3^/      3.5(2^A)«-|1 
Ä"V»+U/1+2.4     P    J2 

1-3^^*      3.5.7.9  3 (2Ah)*J     3.5....11  (2^A)«^  1.3 
+  1,2.4 /** +2. 4.6. 81       P      +  2.4....10    fn  J2.4 

-f   u.  s.  w., 

_3  2^A   1      rZJZ  2  2JA.z/     3.5.7.9  (2^A)»-|  1.3 
N— 2    /*  ,2  +  L2.4,I      /*     +2.4.6.8     /•    J2.4 


.P35.7.9  3.2  lAh.J*  35....11  4  (2^A)8^  3.5....13  (2^A)*-| 
+L2. 4.6.8*  O      /•     +2.4....10*!      /"    +2.4....12     f»     I 


+  u.  s.  w.; 

so  erhalten  wir  endlich: 

H=ZnB[aM—  (b  +  L)N]. 

Wenn  wir  auch  noch  h  und  f  in  A/  und  /*'  umtauschen,  fin- 
den wir  aus  den  Ausdrucken  von  M,  N,  //jene  von  M'  ,-N'  >  H'9 
und  zwar: 

H1  =  2*£  [ailf'  -  (b  -  L)N'] , 

mithin  für  die  Bestimmung  der  fraglichen  Stromstärke  t  die  Gleichung: 

1  „ajM+M^-biN+N'y-LiN—  N') 

1  =  *ni*  Tbwö     Z 


■ 
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1.  Bei  der  Tangen tenboussole,  wo  e=0  gemacht  wird, 
ist  y  =  6,  also  a  =  Acos$,  mithin  enthält,  so  laiige  £  nicht  Null 
ist,  folglich  der  Drehpunkt  der  Nadel  außerhalb  der  Axe  der 
Strom  -  Ebene  liegt,  in  dem  zusammengesetzten  Zähler  zwar  u, 
aber  nicht  N  und  JV'  den  Factor  cos  6,  mithin  ist  da  die  Strom- 
stärke i  auch  nicht  einmal  genähert  der  tango*  proportionirt.  — 
Ist  hingegen  £  =  0,  d.h.  liegt  der  Drehpnukt  der  Nadel  in  der 
dritten  Axe  der  Strom  -Ellipse,  so  ist  A=Z>cosd= — A';  daher 
enthalten  alle  drei  Glieder  des  Zählers  den  Factor  eoso"  und  su- 
hin  ist  die  Stromstärke  i  mindestens  genähert  der  tangd  proportional. 

1.  Lässt  man  bei  der  Sinusboussole  den  Winkel  y~8~a 
der  Nadel  mit  der  Strom-Ebene  einen  gewissen  unabänderlichen 
sein,  so  sind  nicht  allein  y,  sondern  auch  a,  6,  g,  g' ,  h,  h',  f,  /', 
M,  M' ,  N,  IS'  allesamt»!  beständig,  folglich  ist  die  Stromstärke 
i  sicher  dem  sind  proportionirt,  was  mit  Art.  7.  übereinstimmt. 


II.     Kreisförmige  Stromringe.     Stromkreise. 

Die  in  Art.  9  aufgestellten  Ausdrücke  von  rs  und  r"  gewin- 
1  namhaft  an  Einfachheit,  wenn  ans  ihnen  die  zweite  Potenz 
>B<p  herausfällt,  also  der  unterschied  4  =  B1  —  A*  ver- 
:h windet,  folglich  die  Halbaxen  A  und  B  des  elliptischen  Strom- 
i  einander  gleich  werden  und  sonach  aus  Her  Strom-Ellipse 
i   Stromkreis  wird. 

Nennen  wir  den  Halbmesser  dieses  Kreises  K,    so  ist 

=  B  =  R,             folglich  A  =  0, 

=  Rcosy,  b    = />siny  +  £cosy, 

=D  +  LsiDy,  ff'  =D — Lstny, 

zß+XrCosy,  A'  =£ — Lcosy, 

-»=ß*  +  o»  +  A9,  ^=ßa  +  5'a+A'*, 

=f^—iRh€os<p,  T'*  =  f*  —  2ßA'cosoj, 

=  -l7iR(aM—(b  +  L)N),  =ilnR{aM<  ^  (b  ~  L)W), 

1  -*  _D*W+M')~biX+W)-L(N-N') 
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,  3.5.... H    !.3('2/M)« 
K2.4....10'2~74     /"» 


"'J'2    /■* 


'.4 .0.8 


i  .3  (g^*)' 

■2.4      f» 


Ü    TT: 


l.3.5(2itt)» 
'2.4."6    /"*   ~ 


ist   und   hieraus   .'/',   A'  dadurch  entsteht,    dass 
kf  und   /'  umtauscht. 

Diese  Reihen   ^tf,  A1  con vergiren  jedesn: 
von    ihnen   der   Quotient    jedes   Gliedes    durchs   i 

hende,  bei  unendlicher  Ausdehnung  der  Reihe,  dei 

zustrebt  und   diese  stets   <  I  auffallt.     Denn  damit  Letzteres  e 

trete,   mus*   f*~  ■2Rh=gt^  (ß— A)3>  0  Bein,   ww  in  der  Thal 


und  /'  ii 


■il  in  jeder 
verberge- 

stRhy 

r  Grenze  I  -«-  J 


Auch  hier  noch  gelten  die  ; 
züglich  der  Pro p ort ionali täten  d 
merkungen. 


i    Schlüsse   des  9.  Artikels   be- 
Stromstärken  gemachten    Be- 


schlossenen 


eilung   der    Integrale    //.  H' 
t    mittels    elliptischer    Funct 


Vermag  mmi  Über  die  Beziehungszeicben  der  Coordinaten 
A=  E+Leosy  und  h' =  E — Lca&y  mit  Sicherheit  zu  entschei- 
det!, *•  gelingt  es,  die  Integrale  H,  H'  auf  elliptische  Functio- 
nen zwrfckzuk'iteii,  folglich  abgeschlossen   darzustellen.      Ist   nun 

I.  der  Abstand  E  nicht  Null,  also  der  Drehpunkt  C  der 
Magnetnadel  ausserhalb  der  Axe  (der  Ebene)  des  Stromkreises, 
so  sind,  «eil  cos?  von  -1  bis  + 1,  also  h  und  h>  von  E-L 
bis  E\-L  sich  erstrecken,  h  und  h'  gewiss  positiv,  so  lange 
E   nicht    kleiner    als    L    ist.     Lassen   wir  demnach   die  Annahme 


E~L  geltei 


r*=  f*— 2/Mcosp 
■-!■!'■   gewiss  positiv;    deshalb  setzen  wir 

tp—Tt  —  'lTp,      cos<p=  —  cosify  =2shnf)1- 
linil  erhallen: 

1*'=/*  +  2ttA  — *fi»«InV. 
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/ 


so  dass  hier  ein  stets    positives  Product  mit  simf>*  abgezogeo 
wird.    Nunmehr  stellen  wir  nach,  und  nach : 

and 

dann  wird 

r  =  c4(k,  ^), 

wobei  c,  k,  d(k,  ty),  r  allesammt  positiv  genommen  werden  sollen. 

Hiernach   verwandelt  sich  das  im  vorigen  Artikel  gefundene 
Integral 


H  =  2Rf 


n  a — (6-fZ/)cos<p 

8 »9 


r 


nach  einfachen  Umstaltungen  in 


-sr 


71 

*  a  +  (b+L)co&2il> 

A*>  <f)8 


dty. 


Auf  ganz  gleiche  Weise  erhalten  wir,    wenn  wir  L  in  —  L 
verwandeln,   weil  auch  A'  positiv  entfällt,  bei  den  Annahmen 

g*  +  (ä+  &)*  =  c*,    k*  ==  -,  V^ßA7,     Vi  — A'2sinif;»  aa  ,*(*',  f) 
4as  Integral 

4Ä  /*»  o  +  (6  — 1<)  cos  3$  , 


-s/ 


^(A',  *)8 


IL    Ist  aber  £  Null,  d.  h.  liegt  der  Drehpunkt  C  der  Nadel 
in  der  Axe  des  Stromkreises,  so  ist 

A  =  JLcosy= — A', 

folglich^  wenn  der  Winkel  y  der  Nadel  mit  der  Stromebene  spitz 
ist,  fallt  A  wie  früher  positiv,  dagegen  h!  negativ  aus;  mit- 
hin gelten  in  Bezug  auf  H  die  früheren  Hilfssatzungen  und 
Schluss  formen. 

Für  //'  dagegen  ist   A'  =  —  Xcosy,    daher: 

r'*  =  ^  —  2ÄA'cos<p; 
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deshalb   setzen    wir    <p  =  2ty ,    cos  g>  =  cos  2-ifi  =  1  —  2  sin  i\>*    und 
erhalten : 

r/a  =  ^/2  _  2Khs  _  (__  4/^)  sin  ^2. 

Nun  steilen  wir  nach  einander: 

C 

1  —  *'*sin  ^  =  ^(A:',  </;)», 
und  finden: 

r'=c'^(Ä;',  t»>). 

Hjedureh  verwandelt  sich  das  Im  vorigen  Artikel  aufgestellte  Integral 

o 
nacb  geringen  Umstaltungen  in 

±  ■ 

4Ä  f  *  a-(6-X)cos2^J, 

"  -~&*J     ■'.     4W7W       *' 

o 

HI.  Ist  hingegen  E  zwischen  Null  und  L  gelegen,  oder 
kurz  2?<£,  so  lässt  sich  über  die  Vorzeichen  von  Aund  h'  nichts 
für  alle  Fälle  Giltiges  oder  Bleibendes  voraussagen ;  ja  es  kann 
sogar,  wenn  der  veränderliche  spitzige  Winkel  y  von  0  bis 
90°  wächst,  die  h'  =  E  —  JLcosy  von  -—(£,— E)  bis  2J,  pemlicb 
von  dem  negativen  L  —  E  durch  0  bis  zum  positiven  £  ansteigen. 
In  diesem  Falle  muss  man,  nachdem  man  bei  Tangenten- 
boussolen  den  (stets  als  spitz  vorausgesetzten)  Winkel  y  ab- 
gelesen, bei  Sinusboussolen  aber  ein  für  allemal  fest 
gestellt  hat,  nachsehen,  ob 

<E  A  ^E 

cosy y-     oder     cosy> -|-> 

also  A'  positiv  oder  negativ  ausfalle. 

Zu  positivem  W  =  E  —  L  cos  y  benutzt  man  dann  für  H* 
die  Schlussform  in  L ; 

zu  negativen  ä'  = —  (Lcosy  —  E)  aber  jene  in  IL,  während 
man  zu  den  fortwährend  positiv  bleibenden  kz=  E-\-L cos y  jeder- 
zeit für  //'  die  Schiussforrn  in  I.  verwendet. 

IV.  Aus  dieser  Darstellung  erhellet  demnach,  dass  die  Inte- 
grale //,  H*  auf  die  Integralfohn 
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/ 


n 
*"a-f-ßcos2t{; 


dip 


o 

zurückgebracht  werden  kGnnen,   und  es  handelt  sich  daher  jetzt 
nur  um   Weiterleitung  dieser  Form  oder  der  noch  allgemeineren 

'*    a-fßcosqp 


/ 


(a  \-  ocos<p)n    ^' 

aus  der  dieselbe  durch  die  Annahme  <p  =  2iJ/  entsteht.    Es  ist 
aber  allgemein*) 


/a  +  ßco8<p         __        aß — ba 
(ii  +  b  cos  ff  "* -  (» ZTjJJ&I-.  P)  (J 


sinqp 


[a  +6COS«?)»-1 

1 /»  (n—1)  (act-bß)  +  (n-2)(flfl-6«)  cosy 

+  (n—  \)(a*-b*)J  (a  +  6cos<p)*-i  **' 

und  begrenzt   für  n  =  $ : 

/*    ct-f-ffcosy  __       1  P71  aa — bß  +  (ba —  oft)  cos  qp. 

(a  +  b  cos  y)l  ^r-  a*=b*J  (a+6cos<p)i  dq>' 

o  o 

Setzen  wir  nun  hierin  <p=2t|;,   und  damit 

V"a  +  6cosg>  =  Vc+6- 26sint{/*  =  V  1- Äasin^«  =  ^(A,  ^) 
aasfalle,   26 =A2  und  2a =2 — Je*,   so  finden  wir: 


o 


n 

*a+0cos2^/ 


1         /»*  «(2— &«)— flj» f  [«*»—  0(2— A»)]cog2» 

o 
Es  ist  aber  noch 

/cos  2*    ,         /M  — 2sin*»     >/f       tJ 

/V2  2— A*        V 

2    /*,„      ,j        2-A*   /»     «ty 


*)  Nach  Mcicr  Hirsch,  Integra  I  tafeln,  1810. 8.297.  und  Martin 
Ohm,  System  der  M  ;ith  eina  ti  k,  4.  Thl.,  1830,  Tab.  W. 
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mithin  ist  schliesslich: 

i 

n  ,7t  n 

/*«+Scos2tj;     2/S  /»»     dty      .  A*a  -  (2-A*)fl /»* 
^(A,*)»  =*V      ^Ä7^)+      A*(l-A»)  y     ^t**- 

0  0  o 

Die  beiden  allgemeinen  Integrale 

/V      drt>  PV 

äw^y  J  «*•*>** 

können  aber  bekanntlich  weder  aufeinander,  noch  auf  sonstige 
einfachere  Iutegralformen  zur öck gebracht  werden;  deshalb  wer* 
den  sie  nach  Legendre  (Trait^  des  fonct  elliptiques,  1825, 
tome  J.  pag.  18.)  hU  eigen  tbüniUche  transcendente  Functionen 
von  ty  behandelt  und  zwar  elliptische  Functionen  erster  und 
zweiter  Art  genannt  und  durch 

bezeichnet.    Sonach  sind  die  bestimmten  Integrale: 


/ 


J{k]^  =F(A,  ä>  oder  kürzer  =FW 


0 

71 


o 

welche  Legendre   vollständige   elliptische   Functionen   ihrer 
Art  nennt. 

Führen  wir  nunmehr  diese  Bezeichnungen  ein,    so  gilt  allge- 
mein die  Reductionsform : 

£  «+0cos2*  20  #»«-(2^-^ 

J   -jwr*)>r  ** = & F  (A)  +  a«(i-a«)  E  (A) ' 

o 

und   wenn   wir   selbe  auf  die  im   laufenden  Artikel  "entwickelten 
Ausdrücke   von    H  und  //'   anwenden,   erhalten  wir  in  I.,    wo 

E^L  ist, 

« =m  [*° "  "■ -  ^— ~  E'<" + »<« +»  "»>]  ■ 

»4[?ttFy!!»rt'-'W'']i 
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dagegen  in  IL,    wo  £=0  ist, 

^=^[^±T^5^:-EW-2(6-X,FW]. 


12. 

i 

Fortsetzung.    Zweite  Entwickeluog  der  Integrale  H*und 
Hi  in  convergente  unendliche  Reiben. 

Diese  erzielen  wir  dadurch,  dass  wir  die  vollständigen  ellip- 
tischen Funktionen  F1^)  und  E1^)  in  Reihen  entwickeln.  Es 
ist  nemlich : 

n  n 

F*(A)  =  C  2  (l- Aasin  **)-*  dy =f\l+  1?( ^^(-^»sin^««]^, 

n  -  n 

Et(ky=f  *  (l-*2siin^)i«ty  =  /^[l4*T^V-^)»sin^«]^ 

o  o  "~ 

und  diese  Binomialreiben  convergiren ,  weil  der  grösste  Zahlwerth 
des  zweiten  Binoraialgliedes,  nemlich .  k*  =  --3-  jederzeit  <1  ist,  da 

c*-4ÄA  =  0*  +  (Ä— A)* 
immer  positiv  ausfällt.     Nun  ist 

71 


*    .      o    .         1.3.5... (2n  —  l)    n 
sin  1p2*  dt/;  = 


J  %  »»"F~"<r-      2,4.6....2n       '5"' 

o 


daher  erhält  man  die  gewünschten  Reiheneotwickelungen: 

PW.     "ri     ^*/1.3.6....(2n-l)\'    **- 

~ 2L'~W    1  ~Vi.iJ    3"~V«.4.0/    5  "•  -' 
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13. 

Ändere   Reihenentwickelung  der   Integrale   H  und  JüP, 
falls  der  Drehpunkt  der  Magnetnadel  in  der  Aze  des 

Stromkreises    liegt. 

Im  10.  Art.  lassen  sich, die  für  r8  und  r/a,    H  und  H4  ange- 
führten Ausdrücke  auch  so  darsteilen: 

^  j  =  R*+D*+E*+L?±2L(b  —  acos<p)  — 2ERcos<p, 

H\      an  Cn  (a"~  äcosgO^JLcosg)  , 

ZI'  I  =2ii/       i* d*' 

o 

O      < 

i 

und  man  kann  es  nun  versuchen,    die  neuen  Hilfsveränderlichen 

a — b cos  (p  —  u,    b  —  acoscp=v 
mit  der  neuen  Beständigen 

zur  Vereinfachung  der  Ausdrücke  zu  benutzen.    Sie  machen 


r 
r 


sA=Q*±2Lv-2ERcos<p, 


H=2RP'u-l^d<pt   H,  =  2Rf»<LkJ£5JPd<p, 

ö  0 

und  lassen  aus  den  ersteren  zwei  Ausdrücken  ersehen ,  dass  eine 
namhafte  Uebereinstinimung  der  beiden  Integrande  eintrete,  wenn 
£=0  wird.  Machen  wir  demnach  diese  Voraussetzung,  d.  h. 
nehmen  wir  an,  der  Drehpunkt  der  Magnetnadel  befinde  sich  in 
der  Aze  des  Stromkreises;    dann  ist 

Q*=zR*  +  m+L*,    a=Äcosy,    6  =  />siny, 

r«(=e2+2LP=^(i±-?p), 

— y-  =  RJ   "  [« (^  +  J5»)  +  L™*1>\ji— -3)  ]d<P 
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Entwickelt  man  nun  -,  und  -73  nach  dem  binomischen  Lehrsätze 

und  unterscheidet  dabei  die  gerad-  und   ungeradzähligen  Glieder, 
so  findet  man: 


folglich 

feeachtenswerth  ist  nun  die  Weiterleitung  des  ersten  Integrals, 
für  welche  wir  auf  einen  Augenblick 

v  b  —  o  cos  <p 


sin  9  ' 

sin<p 

—  * 

setzen  und 

sofort 

dl       a 
dtp 

-6 
sin 

cosqp 

u 

. 

sing?* 

v  =  tsin 

<P> 

udtp=z 

81  n  tp*dt 

finden. 

Danach  ist 

t: 

fuv*mdtp  =/sinqp2m+a./*rodg>, 

also  factorenweis  integrirt: 

<a"«+1  2m  +  2  - 

=  2^+1 Si"  V*1"**  ~"  2mTl  ^  <*m+1  *in  9>ÄW+1  C08  ^ 

_  (t-qco^^iInyJii-H  A>*M-*cosa>tf<p 

und  eingegrenzt: 

/*  2m  +2    Pn 

uv2mdq>=—^ — -j^s  #       t?am+1  cos  ydy  • 

«  o 

4 

so  dass  das  erste  Integral  auf  das  zweite  sich  zurucjcleiteii  lüsst. 
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H  \-  M1 
Schreibt  man  diesen  Ausdruck  in  jenen  für  — ~ —  und  die 

J 

seil  wieder  in  den   für  -.    (Art.  6),     indem    man    zugleich    heiich- 

tet,  dass 

/—  \\  _  3.5.7.... (4///  \  1)  _  fim\  \\ 
\2toJ—     2.4.Ö....(4^T~  ~  V    klm    )' 

/    —  $    \         3.5.7.  ..(4m  +  3) /2m  +  |\ 

V2m  +  1/         2.4.6....(4//H  2)"~      \2w  +  1/ 

ist,  so  erhält  man: 

1        x        2f?_mgp  i       2m+2/2ffl+g\/2L\2™ 
rrsinä'  ^-„,f0  '       2m  +  ]V  5m  JWJ 


i> 


Nunmehr  entwickeln  wir  cam+i  :os  <p=:  (—  er  co*;  q>  -f  6)2m+1  coso> 
nach  dem  binomischen  Lehrsalze  und  erwägen,  dass  bei  der  so- 
fort folgenden  Integration  nur  die  geraden  Potenzen  des  cos 97 
Werthe  oberhalb  der  Null  gehen;    dann  finden  uir: 

/7t  W=m/2/Ä+  1\  P71 

,,2111+1  cos  ydy  =  -flSf       9        J  cfim- ln  ()lnf     COS9>2(>»  r  l-n)d<p 


«  *  o 


«=o  V     -w    y  Vm  +  I  -  w/ 


♦        =  —  7ta .  Jm  1 

wenn  wir  abkürzend 


ia+,)CIi::)™='- 


setzen ;    und  sonach  wird  : 

1         %      2nR .  a 

_^  .  ^^    ^^^ 

i  '  TsmÖ      o3 

_«=»  \  2w+2  /2m+i\  /2LY*»      /2m  +  £\  /2L\*M-i     i 
-%,£<,   hm+l  V  2m  >/ V?V     ~U»  +  1/\*V  *  Jm% 

Noch  gestattet  die  durch  Jm  vorgestellte  Summe  die  Heraushe- 
bung  eines  nur  m  enthaltenden  Factors,  wozu  man  die  allgemeine 
Umwandlungsgleichung 

(p-»\ . (p\  _  y(g- i)--(y+i— »)  _ (q\ . /p\ 
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benutzt«   nach  welcher  sich  ergibt: 

/m+i— »\  _/in+i\/m+l\    /m+;\ 
Wl-*y_U+l/V    «    )'\    n    ) 

Stellen  wir  zur  Abkürzung  der  Ausdrucke : 

/2»»+l\/m  +  lWm+i\ 

^    2n   )\    n    )'\    n    )-*~>** 

so  wird 

und  hierin  ist: 


fm  +  \\  _  1.3.5....(2m+l) 
Vm  +  I/      2.4.6.  ..(2m +  2)' 


Zur  weiteren  Umstaltuug  von  Cn  ist 

/2m+l\  _  (2m+ 1)  2m  (2m- 1) ....  (2m+3—  2n)  (2m  +2—2») 
V    2»  y"  (in)! 


c:  o  - 


'm  +  ^  ^ (2m+l)(2m-l). ...(2m +  3 --2k) . 

2«."w! 


daher 


■'ycn^Om^oo- 


V    2« 


weil  allgemein  I      J=-t7 \i»  a'so  insbesondere  I       j  =  7-i\* 

&  \nj      n\(m — n)\  \n  /      (n!)2 

ist.     Sonach  erfolgt  auch: 

«-- "öc,:,)0 

Lust  man  hierin  alle  Binomialcoefficienten  auf,  so  wird  nach  leich- 
ten Zusammenziehungen : 

2".(m+l)m*(m— l)2(m— 2)*..  .(m>2— »)*(m-|-l—  n) 
Cm'B  -  1.3.5....  (2»-l).n! 

jedoch  anstandslos  nur  erst  für  w~2  verwendbar. 

] 
Stellt  man  im  Ausdrucke  von  -  jenen  von  Jm  ein   und   ver 

einfacht,  so  findet  man: 
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I        *       VxRa  J^  \  (m— \  \  /2m+ \  \  /2ZA*™ 
ilTs\nö     *»     -^o'V    rn  )\   2m  ApV 


-(:iora)c?r^i2^—^ 


und   dafür 


/m— j\_  1.3.5....(2m—l)  /m+jy    1.3.5....  (2m +  1) 

V    «    /         2.4.6.... (2m)     '  \m  +  1/ ""2.4.6  ...(2m +  2)' 

Ci+i\_3.5.7....(4m+l)  /2m+|\      3.5.7....  (4m +  3) 

2m  y—     2.4.6....(4m)    *  \2m+l/~"2.4.6....(4m  +2)' 


S    Cm,na*'»-*»(P' 
i=0 


2« (m+l)»»»(m-l)«(m--2)..(»»+2--n)»(ro+ 1 -b)  „,_,_„_. 
"•"m!  1.3.5....(-2»— 1)  a         °    T" 

2»(m+l)? 
+  1.3.5....(2m  — l)6    ' 

Schreibt  man  endlich  0,  1,  2,  3,....  für  tp,  so  erfolgt: 

7-  Trind"7S-=(1-2  ^  +  U^~"T6^r/(a  +4*  > 
/D45I.4     3465X«\ 

<  +(w-w5)(a4+12a8*9+8Ä4) 

(15015L6     225225Z«\  64 

,  /3828825Z«    I45495351,w\/  , . ,.  ... .  ,„  ALA   ino  „. .  128tav 
'     +(  1638V« 32768g»   /«8+40«««H160a*ÄH128o«6«+-7-*8) 


Dies  tat  der  möglich  einfachste,  ganz  allgemeine  Ausdruck  des 

1  * 

umgekehrten  Wertbes,  *&,    der   Stromstärke   t.      Dass    es   klüger 

bleibt,   nicht  diese  Stromstärke  selbst,  sondern  ihr  Umgekehrtes 
auszudrücken»  liegt  auf  der  Hand,  da  sonst  diese  so  ausgedehnte 


der  Stromstärke*  in  Calianomeiern. 

Summe  in  dun  Divisor  zu  stehen  käme  und  da  Lei  der  unum- 
gänglichen Rechnung  mit  Logarithmen  es  gleithgiltig  ist,  ob  die 
Stromstärke  selbst  oder  ihr  Umgekehrtes  in  Quotienten  form  darge- 
stellt ist. 

Schreibt  mau  a=-Rcasy  uud  li~Ds\ay  ein,  so  erscheint; 

1    k  inlPcooy    „    31»      /VSL*      1051* \  „ 

./9451*    34fi3£s\  __ 

+  (  64g"       iO^mj^^i^S^-^sioyHt^-l^/^f  ^Jsiny*] 


welche  Gleichung  nicht  allein  allgemein  für  jeden  Winkel  e  der 
Stromebene  mit  dem  magnetischen  Meridian,  sondern  auch  ins- 
besondere, wie  bei  Sinusboussoleu,  für  ;■— A  und  y  =  0  und 
überhaupt  für  voraus  fest  bestimmte  Winkel  y  der  Nadel  mit  der 
Stromebene  gilt. 

Bei  der  Tangentenboussole  hat  man   y  =  S,    folglich: 


J.    fafi' 

i'TgHangd- 


')+(^-^)[-+(«— i*fi 


Da  die  halbe  Nadellänge,    1,    im  Vergleich  mit   dem  Strntn- 
ibmesser  R,   und  noch   mehr    im  Vergleich    mit   o>/i',    immer 
nur  sehr  klein  ist,  so  kann  man  sieh  begnügen,  bios  die  Glieder 

mit  der  zweiten  Potenz  von      -    noch  beizubehalten,  da  dann  der 
Q 
intretende    Fehler  erst    mit    dessen    vierter   Potenz    vergleichbar, 
i  von  der  vierten  Ordnung  der  Kleinheit  sein  wird. 

Um  dann  die  nahe  statt  findende  Proportionalität  der  Strom- 
stärke t  zur  tungö  noch  genauer  zu  erhalten,  kann  man  den  Fac- 
ri  sinä3  verschwinden  machen,  was  für  D  =  \R  erreicht 
wird.  Diese  Abmessung  hat  Gauguin  in  seine  Tangenteubous- 
wie  aufgenommen. 

Will  man  den  Ausdruck  von  -  mit  der  Berücksichtigung  nach 
den  Potenzen  von  1  entwickeln,  dass  auch  in  ;.  die  1  mit  vor- 
kommt,  so  setze  man: 


Theil  XXXIV. 


CO  ilatska:    Allgemein*  Ii<-Ti-<-hn>ivg 

dann  ist,  wenn  man  sich  auf  die  zweite  Potenz  von  I 

und  nacli  einigen  leichten  Umhüllungen : 

1  »        an««        „«'-JA'  L«  ,  „Cf-'.IPlf   .    „, 

i  =  rtSel-Br<I-3~ gi^  Eä+15— B^-  Ei""«*»- 

daher  die  Strdmstärke  selbst ; 

Dies   ist  im    Wesentlichen    die   von    Bravais  a.a.O.    gegeliei 
Na  hei  un<rs  formet  für   die   Eestini inung    der   Stromslä 
gain's  Tangentenboussole. 

Setzt  man  in  ihr  D  =  0,   so   wird   G=Ä  und 


B  T 

'  —  tax 

tango[l 

3i« 
4fia  + 

15  L* 
4  ff«' 

fUltf 

=  1+3 

15/,* 
4   fl» 

H 

_2n 

T 

£* 

,SS- 

15 /.= 
8  Ä»1 

stoM] 

,a>] 


Der  letzte  Ausdruck  wurde  für  die  ijcwii  Im  liehe  Tangentenbous- 
sole von  Despretz  {in  den  Comptes  rendus,  4.  Oct.  1852, 
p.  449.),  als  durch  Blanchet  und  de  la  Provoslaye  hergelei- 
tet,  angegeben. 


der  Drehpunkt  der  Nadel  wo  Immer  in  der,   durch  die 

Aie  des  Stromkreises   gehenden,    wagerechten   Ebene 
liegt. 

Auch  wenn  der  rr  asser  rechte  Abstand  E  des  Drehpunktes  der 
Nadel  von  der  Aie  des  Stromkreises  nicht  Null  ist,  kiinnen 
die  im  vorigen  Artikel  aufgefundenen  vollständigen  Ausdrücke 
von  r*  und  r'a  der  Reihenentwickelung  zu  Grunde  gelegt  werden. 
Es  ist  nemlich  : 
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also 

m=QD/ — s\/ 9\m    *=m/m\ 

=  *£mA?0     JA.)**"»*™-'*. 
und    ähnlich 

S=2  ( - )  (7)"  3  O  <»«-*~«  *«■• 

Denkt  man  sich  diese  Ausdrucke  in 

R        pn       SqZ        «8  \  pn        /q*        p3\ 


H  +  H\R_ 


eingesetzt,  so  werden  bei  der  Addition  obiger  zwei  Reihensum- 
men  die  Glieder  mit  den  geraden,  dagegen  bei  ihrer  Subtrac« 
tion  die  Glieder  mit  den  ungeraden  Exponenten  n  sich  ver- 
doppeln, die  anderen  aber  sich  aufheben;  folglich,  wenn  man  die 
Hälften  dieser  Integrale  mit  Ü  und  J$  bezeichnet,  erhält  man: 

o 

Auch  hier  lässt  sich  das  erstere  Integral  durch  die  im  vorigen 
Artikel  benutzten  Mittel  auf  die  Ftfrui  des  letzteren  bringen.  Es 
i*t   nemlich  allgemein: 

fut)*mcoB<pkd<p  =zf sin  q>2n+*  cos  q>k.1*ndt 

=      sin  9*»+*  cos  9* .  5^3 

"mJ  ''■'                              /.-»  ,,  02!t+2)coscp*— Asincp*  .     _  ,,         ,    %. 
.  —fp*+i  * — T  '  ^  Ii — sln^+^osy*-1^ 


t^-Heosg^sing) 


/*(2ii  +  2  +  *)cosoj)a— ä  .  , .  .   .  . 


5» 
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,  daher  begrenzt : 

uc2n  cos  (pkd<p 


r 

o 
o  o 

und  es  erhellet,  dass  nur  Integrale  von  der  Form 

/n 
z>*»+1  cos 9^9  für   *  =  0,  1,  2,.... 

0 

auszuwerfen  kommen.     Wegen  v  =  —  «cosgp-f  6  erhält  man: 

TT 


/ 


l,2ii+l  cos  ^«^ 


p=*»+i/2n+l\  /*» 

=    'S     (  )(—a)**+l-rbr  /      cosqP****—* .d<p 

j»=o  \  p  y  u 

oder  vermöge  Art.  8.  för  ungerade  s—  p: 

Zum  Ahschluss  hat  man  demnach  in  den  Summen  Ü  und  )$ 
für  m  nach  einander  2w  und  2m-f-l  zu  setzen  und  zur  Abkürzung 
der  Ausdrücke  folgende  Bezeichnungen  einzuführen: 


-V" 


ir2n+1  cos  921*1-2*1-1  #  ^ 


-z<xt?-?)~* —«~. 


-i/ 


7r 

,,2*1+1  c.os  ^2/11-2*1  #  ^ 


u 


Dann  erhält  man: 

-  (2m-2ii)  gm,w+  (2m  +  2)  gm-f  1, » 
X  2«  +  l 

«■=«./   — »    \  ^2m+i  *t=m  /2m  +  1\ 

.  .(2wi-2w-H)ID„>.-f(2/ii+3)11>m^i,. 
^  2n  +  l 
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jj      m=»  /— J\  22w  «=»— i 

^3  ^ 


ro=OD  /    —  |     \  92m4-l  n=m  /9m  4-  1  \ 


and  darin  ist  entwickelt: 


•'.HW.  3.5.7....(4m  +  l) 
V2/«/"4     ~~     1.2.3....~(2»i)     ' 

\im+lj"  1.2.3....(2m+l)' 

+r«*,)C".■3K•* 

+("«+,)C-1.i)«,-s«+-+C^,)(V-;1)«^ 
+r:+,)a-44,)°'"-"+-K2":-:i)6"<' 

und  insbesondere: 

*  ////  — i\         1.3.5...(2m— I)         €     _ 

^  /in  —  i\.      1.3.5....(2/w  —  1) .      ^  . 

*Vo  =  ^  m  ;*=-ä70ZÖ5ö-*'   »•*=*• 

Den  Ausdruck  von  Ü  kann  man  auch  —  und  vielleicht  kurzer  — 
so  entwickeln,  dass  man  sogleich  m  durch  2m  und  2w  +  l  ersetzt, 
dann  v2*  =  ( — a  cos  tp  -\  b)*n  nach  dem  binomischen  Lehrsatze  ent- 
wickelt, mit  der  betreffenden  Potenz  von  cos  q>  und  abwechselnd 
mit  den  Gliedern  des  u  —  a  —  6cosqp  multiplicirt,  von  den  Theil- 
producten  des  Integrands  jedoch  nur  diejenigen  beibehält,  in 
denen  der  cos q>  einen  geraden  Exponenten  erhält.  Wenn  man 
da*bei  abkürzend  stellt: 
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D  l- 


3.5.7....  (4/ti  +  l)" 


:<s> 


-<2» +!)!„*"+=  4,1,    2»    ;(Efi)    +    """■•'—J- 


Hierin  ist  sonach: 


+  f  ^)  nln-aP  />2p  cos  ^pü-n-apj  rfp, 
»m,B  =  ^- 1       {a— öcosV)PJs"r(2")«2"-2P6a''cosya''1+»-2P 

~  (2^+ 1)  a2n"3p"1 62P+1  cos  **— *]«**  i 
folglich  nach  Vollzug  der  Multiplicationen  und  Integrationen: 

-■■=S[G",)(:=^;)+G;)(v;!)]—- • 


den  zneitheiligen    Coefficienten    lassen    sich 
ttcls    Aul'liisung    und    Herausheljung    gemeinsamer 


Die  hie 
nach  d. 
Factoren  leicht  ableitbaren,  Slusterfürnn 


_  M  /«.-  ;\i(«+l)((H-l)-(Ul) 


iimstalten  und    machen  sofurt : 


,    -t|,;TtoV,"~''~1'>2'"t'~''"il'+')-(2''t",— »•»"■ 
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oder  entwickelt: 

/nt-n-iynH-l-n)(2«-H)-»i<r 
\    w — n   )  m\\ — n 

i 

^)(:-.y(°-.r^>-8°-^-x^::.>- 

Schreibt  man  nunmehr  für  m  und  n  nach  und  nach  0, 1, 2, 3, ...., 
•o  erhält  man  die  Anfänge  der  Hilfsausdrücke : 

»= °  _  JT^£ß'  *  + f^E*™^  W+46«)]  i« 

-^^[£2Ä"+ ^a(»«,+ «*)]  o£ßi 

+  ^^[£4Ä*+2£>J2«£,«(3o»+  106«)  f  L*(a*+  12a*6*+86«)]^|a 

— 3m"io11  f  £4ä*  +  Stö^JW«"  +  66*) 

+  L*  (29a*  +  68a»6* + 86«)]  J^p|  £JB .  6 
-f-  u. s.  w.  u.  8.  w. 

»         3£*  ,     ,3  51«     ,rDI     3.5.7JD*      „_,._.,  .    UMIJ 
*  =-  1T^- ia  + W 1£Ä* 3yr[3£«ÄtH',(«»+46«)]0a 

-^;-J0^t3^4Ä4f2^/^^2(5«a+1869)+^4(«4+12a*6H864)]^o 

t 

+  3'Sffl"il3f'g  [6£*ft«  +  4E*/ü»L«(l5a*  +  66«) 

+  6L«(5a«+ 12a»6*+  $6*)]  ^J|J  £Ä6 

+   U.  8.  W.    U.  8.  W. 
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Danach  bietet  endlich  die  für  die  Stromstärke  i  in  Art  6.  Abs.  VI. 
aufgestellte  Grundformel  ihren  fraglichen  Ausdruck: 

.       T*md   J*_    Ü  +  » 

in  welchem  bei  Anwendungen  auf  besondere  Fälle  die  erforder- 
lichen Einsätze  (Substitutionen)  der  für  q9  a,  6,  ü,  #  nach  Vor- 
hergehendem zu  ermittelnden  Ziffervrerthe  auszuführen  bleiben. 


VII. 

I 

Ueber  die  Entwicklung  von 

€08(0  +  0!  +0a  +  ....+0*-i),    Sin(ö  +  öt+öa  +  ....  +  d«-.i) 

und  über  einen  damit  verwandten  Satz  aus  der  Theo- 
rie der  Zahlen. 

Von 


Herrn  Franz  Unferdinger, 

ler   k.  1c.    osi 
zu  Tri  es  U 


Lehrer    der   Mathematik    in    der   k.  k.    österreichischen    Kriegs  -  Marine 


§.  1. 
Wenn  man  in  der  bekannten  Gleichung 

(1)       (CosÖ+Vr^Sin6)(CosÖ1  +  V':rlSindl) 

X  (Cos  0a  +  V^  Sin  62) ....  (Cos  0„-i  +  V^l  Sin  6—i) 

==Cas(6f  +  01  +  0a  +  ....  +  0»-i)+V":nSin(ö1  +  01  +  öa+....+öll-i) 

die  im   ersten  Theil  angezeigte  Multiplication    verrichtet,  so  be- 
steht das  Resultat  aus  zwei  Bestandteilen ,  von  welchen  der  eine 


Siii($+6,  +  ö1  +  .-  +  <'ii-0  "■  '<<*""  eilten  damit  verwandt.  Sali  HC.  7it 

reell,  der  andere  dagegen  mit  dem  Factor  V^— 1  behaftet  ist;  der 
reelle   Tfaeil    ist   alsdann    der  Entwicklung  von 

CoB{0+0,+ea  +  ....+e,,-o, 

der  Coelficient  von    "*f—\    dagegen  der  Entwickelung  von 

Sin(l9  +  0l  +  0.i  +  ....+  &,_,) 
gleich,   und  es  ist  unsere  Absicht,  im  Folgenden  den  Bau  dieser 
Enttvi ekel ungen    im  Allgemeinen    festzusetzen.  —   Aus   der   Natur 
der   Multiplicatinn   folgt,    dass   in    der    Entwickelung    des    obigen 
Productes  die  einzelnen  Glieder  aus    den  Gliedern  der  n  Binome 


Cos0  + V^lSinÖ, 
Cosfla  +  V^lSIiiß,,  ... 


«0,+ V-li 

JS&,_.  +  ^- 


lSinö„_. 


derrnaassen  zusammengesetzt  sind,  dass  immer  ein  Glied  des 
einen  Binoms  verbunden  erscheint  mit  je  einem  Glied«  aller  übri- 
gen Binome.  Die  einzelnen  Glieder  der  Eutivickelung  des  Pro- 
ductes bestehen  als«  aus  den  sämint liehen  V.iriatiouscomplexio- 
nen,  welche  die  n  El  erneuten  reihen 


osfl, 

V^ISln», 

os9| , 

V^TSinS,, 

o.«,. 

\r:r"lSinö2, 

o.  8,-1 

^^lSinflH_i 

gestatten.  Diejenigen  Complesionen,  in  welchen  die  Anzahl  der 
Sinus  gerade  ist,  bilden  die  reellen  Glieder  und  gehören  der  Ent- 
wicklung von  Cos (8  +  (9,  +  Oa  + ....  +- 0n-O  an.  ""d  diejenigen 
Complexionen,  in  welchen  die  Anzahl  der  Sinus  ungerade  ist, 
bilden  die  imaginären  Glieder  und  gehören,  nach  Auslassung  des 
Factors  V—l,  der  Entwickelung  von  Sin(Ö+ö,+öa+....+  0B_1) 
an.  Von  den  reellen. Gliedern  sind  jene  positiv,  in  welchen  die 
Anzahl  der  Sinus  durch  4  getbeilt  0  zum  Rest  gibt,  und  jene 
negativ,  in  welchen  diese  Anzahl  durch  4  getheilt  '2  zum  Rest 
gibt,  weil  (V^l)*-=+l,  (V=I)*+*=— 1  ist.  Von  den  iuia- 
ginären  Gliedern  haben  jene  offenhar  das  Vorzeichen  +,  in  wel- 
chen die  Anzahl  der  Sinus  durch  4  getheilt  1  zum  Rest  gibt,  und 
jene  das  Vorzeichen  — ,  in  welchen  die  Anzahl  der  Sinus  durch 
4  getheilt  3  zum  Rest  gibt,   »eil 


(V_i)4'+i  =  +V^I,     (V 


-])*r+3=—  V"-l 
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ist.     Aus  dem  Vorhergehenden  ergibt  sich   nun  mit  Leichtigkeit 
zur  Entwickeluug  von 

Cos(0  +  01+02  +  ....  +  0JI_i)    und    Sin(0  +  0l  +  äa  +  ....  +  0n-i) 
folgende  Regel:    Man  bilde  aus  den  n  Eleraentenreihen 

Cos  (9,         Sin  (9, 
<  Cos  0i,        Sin  öi, 

Cos02,        Sin02, 


Cos0»-i,    Sin0rt_i 


alle  möglichen  Variationen  und  sortire  sämmtliche 
Complexionen  in  zwei  Gruppen,  von  welchen  die  erste 
die  Sinus  jeder  Complexion  in  gerader  Anzahl,  die 
zweite  die  Sinus  jeder  Complexion  in  ungerader  An- 
zahl enthält.  Die  Complexionen  der  ersten  Gruppe 
bilden  die  Glieder  der  Entwickeluug  von 

Cos(0  +  01+0a  +  ....  +  0*-i), 

die  Complexionen  der  zweiten  Gruppe  bilden  die  Glie- 
der der  Entwickelung  von 

Sin(0  +  0, +02 +  ....  + 0„_i).  ' 

Die  Glieder  der  ersten  Gruppe  bezeichne  man  mit  -f, 
wenn  die  Anzahl  der  Sinus  durch  4  theilbar  ist,  alle 
übrigen  bezeichne  man  mit  — .  Die  Glieder  der  zwei- 
ten Gruppe  bezeichne  man  mit  +  ,  wenn  die  Anzahl 
der  Sinus  durch  4  getheilt  1  zum  Rest  gibt,  alle  übri- 
gen bezeichne  man  mit  — . 

Um  z.  B.  Cos(0  +  0l+02  +  03)   und    Sin  (0  +  0£  +  0ä  +  03)  zu 
entwickeln,   hat  man  aus  den  vier  Elementen  -  Reihen 

Cos0,  Sin0, 

Cos  0i,  Sin  0t , 

Cos  02 ,  Sin02, 

Cos  <93,  Sin  08 

die  säramtlichen   Variationen 


/*  *■ 
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Cos  0  Cos  6t  Cos  02  Cos  03 ,  Sind  C09  ^  Cos  02  Cos  03 , 

Cos0Sin0i  Cos02Cos03,  Siiij0Sin0|  Cos0aCos03, 

Cos0Cos0iSin0aCos03,  Sin0Cos0lSin02Cos03, 

Cos  0  Sin  6,  Sin  02  Cos  03 ,  Sin  0  Sin  0j  Sin  02  Cos  ^ , 

Cos  0  Cos  0X  Cos  02  Sin  0, ,     Sin  0  Cos  01(  Cos  0*  Sin  0B , 

» 

*  Cos  0  Sin  0j  Cos  02  Sin  03 ,  Sin  0  Sin  6X  Cos  02  Sin  03 , 
Cos  0  Cos  0|  Sin  02  Sin  03  *  Sin  0  Cos  ßx  Sin  02  Sin  08 , 
Cos  0  Sin  0!  Sin  02  Sin  03 ,     Sin  ß  Sin  0t  Sin  öj  Sin  03 ; 

und  wenn  man  nun  diese  in  zwei  Gruppen  mit  gerader  und  unge- 
rader Sinusanzahl  sortirt,  endlich  die  einzelnen  Complexionen  aui 
die  angezeigte  Weise  mit  Vorzeichen  versieht,  so  erhält  man: 


(2)  Cos(0+Ö1  +  01  +  03) 

=r     Cos  0  Cos  0!  Cos  02  Cos  03 

1  » 

—  Cos  0  Sin  0j  Sin  0a  Cos  03 

—  Cos  0  Sin  0!  Cos  02  Sin  03 
— Cos  0  Cos  Bx  Sin  02  Sin  03 

—  Sin  0  Sin  0t  Cos  0a  Cos  03 
—Sin  0  Cos  0!  Sin  02  Cos  03 

—  Sin  0  Cos  0!  Cos  02  Sin  03 
+  Sin  0  Sin  0!  Sin  0a  Sin  03 , 


(3)  Sin(0  +  0i  +  02  +  03) 

=  Cos0Sin01Cos02Cos0s 
+  Cos  0  Cos  0,  Sin02Cos03 
+  Cos  0  Cos  0f  Cos  02  Sin  03 
—Cos  0  Sin  0f  Sin  02  Sin  03 
+  Sin  0  Cos  0i  Cos  02  Cos  03 

—  Sin  0  Sin  0X  Cos  02  Sin  03 
—Sin  0  Sin  6X  Sin  02  Cos  03 

—  Sin  0  Cos 0,  Sin  02  Sin  03. ; 


Zusatz.    Um  Cos(0— 6X  —  02+  03)  und  Sin(0— 0t  —  02  f03) 
zu  entwickeln,  setze  man 

0— 0i-0.2  +  05=0  +  (-01)  +  (-02)  +  03 
und  verfahre  mit  den  Elementenreiben: 


Cos0, 


Sin  ö, 


Cos  (—00,  Sin(— 0,), 

Cos  (—02),  Sin(-02). 

Cos  03 ,  Sin  03  , 

oder,  was  dasselbe  ist,  mit  den  Elementenreiben: 

..,.■<      •■    »      .    !■■■  ■   . 
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Cos0,  Sin0, 

Cos0,,    — Sin0t, 
Cos0a,    — Sin  02, 

t  Cos08,         Sin03 

• 

wie  zuvor.  Man  sieht  augenblicklich,  dass  in  diesem  Falle  in 
den  zweiten  Theilen  der  Gleichungen  (2),  (3)  alle  jene  Gliedes 
ihr  Zeichen  ändern,  Welche  Sin0t  ohne  Sin0a  oder  Sin0a  ohne 
Sin0|  enthalten ,  die  Vorzeichen  der  Cosinusentwickelung  werden 
daher  der  Reihe  nach  sein : 

+     -     +     +     +     +-     + 

und  jene  der  Sinusentwickelung : 

—    -     +    —    +     —     +     +. 

Dass  dieses  Verfahren  allgemein  gilt,  geht  unmittelbar  aus  der 
Gleichung  (1)  hervor,  wenn  man  — 6X  an  die  Stelle  von  0X>  — 02 
an  die  Stelle  von  02  setzt,  wodurch  man  erhält: 

(4)    (Cos  0  +  V^l  Sin  0)  (Cos  6L  —  \T-i  Sin  0X) 

X  (Cos  02  —  V^l  Sin  02) .. . .  (Cos  0«_i  +  V"^I  Sin  0«_i) 
=  Cos (0— 0!  —  02  +  ...*+  0«-i)  +  V^l Sin (0 -  0J— 0a  +  ....+  0«-i). 

§.2. 

Nehmen  wir  an,  die  Entwickelung  von  Cos (0+0|+0a-f ••••+ 0n-a) 
bestehe  aus  h  Gliedern  und  die  Entwickelung  von 

Sin(0  +  01  +  02+....  +  0n-2) 

■ 

bestehe  aus  k  Gliedern,  alsdann  muss,   weil 

Cos  (0  +  0t  +  0»  +  ....  +  0n-l) 

=Cos(0+0l+0a+...-r0n-2)Cos0„-i~Sin(0  +  01+02+...+0n_a)Sin0„-i, 

Sin(0  +  0l+02+....  +  0Ji_i) 

'    =Sin(0+0l+0a+....+0n-«)Cos0n-i+Cos(0+01+0t+...  +0„-a)Sin0n-i 

ist ,   sowohl 

Cos(0  +  01+0a+....  +  0n-i)  als  auch  Sin (0  +  6t  +  02 +....  +  0„_i) 

aus  h  +  k  Gliedern  bestehen,  weil  in  den  ersten  Gliedern  der 
zweiten  Theile  dieser  Gleichungen  kein  Sin  0*-i  und  in  den  zwei- 
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li'ii  Gliedeni  kein  Cosi9„-i  vorkommen  kann,  sich  also  weder 
Glieder  aufheben,  noch  sich  deren  zusammenziehen  lassen.  Folg- 
lich  bestehen  die  Enlwickeltmgen  von  Cos(fl  + 0,  +  0a  +  ....-|- fl«_i) 
und  Sin((9  +  fli  +  Ö,  +  .... +ÖB_i)  aus  gleichviel  Gliedern.  Da 
nun  die  Summe  der  Gliederzahl  heider  Entwicklungen  gleich  2°, 
gleich  der  Anzahl  der  Variationen  von  »  Elementenreihen  sein 
muss,  wovon  jede  Reihe  aus  zwei  Elementen  besteht,  so  besteht 
die  Entwickelung  von  Cos(ö  +  Ö,  +  öa  +  ....  +  6._i)  sowohl,  als 
auch  die  Entwickelung  von  Sin {fl  +  6,  +  0g  +-.-.  +  ön-i)  aus  2«-1 
Gliedern.  Wir  wollen  uns  nun  noch  die  Frage  stellen,  wie  viele 
Zeichen  -f  und  wie  viele  Zeichen  —  kommen  in  jeder  dieser 
Entwicklungen  vor  1 

Bezeichnen  wir  mit  (jp)  einen  aus  n  positiven  Gliedern  besteh- 
enden Ausdruck,  ist  »|  die  Anzahl  der  positiven,  n,,  die  Anzahl 
der  negativen  Glieder  in  der  Entwickelung  von  Cos(»),  ferner  v3 
die  Anzahl  der  positiven,  nt  die  Anzahl  der  negativen  Glieder  in 
der  Entwickelung  von  Sin  00,  so  können  wir,  da  es  uns  blos  auf 
die  Anzahl  der  positiven  und  negativen  Glieder,  nicht  auf  die 
Quantität  ankommt,   setzen: 

Co»  (n)  =  (»,)-(«,) ,     8h jM  =  (»j)  -  (»4) , 


und  wollen  nun  ermittel 
Gliedern  alsdann  die  Cosii 
drigen  Ausdruckes  besteht.     Es  ist 


positiven  und  negativen 
d  Sinusenttvickelung  eines  n  | lglie- 


und  da 
Factorei 


Cos(b+1)  =  Cos(w)Cos(1)  —  Sin(H)Sin(l), 

Sin(n  +  1)  =  Sin(n)  Cos(l)  +  Cos(n)Sin(l) 

nan  nur  auf  die  Anzahl  der  Glieder  sieht,  so 
Cos(l)  und  Öin(l)  weggelassen  werden 

CnS(«-rl)  =  Co8(«)-Sin(.0, 
Sin  (p  + 1)  s=  Sin  [«)  +  Cos  (n) , 


so  können  die 
nd  man  hat: 


oder  wenn  n 

lan  («,)  —  (»s)  für  Cos(n)   und 

(«3)- 0'*)   für  Si 

setzt  und  dii 

!  positiven  Glieder  für  sich,  di< 

!  negativen  Gliede 

sich  zusamm 

enfasst: 

Cos  (n  + 1)  =  (»,  +  «4)  ~  («a  -I-  w3) , 
Sin  t>  +  1)  =  (n,  +  t>3)  -  Cr,  +  n4), 

d.h.  die  Entwickelung  von  Cos («-)-])  besteht  aus  w,  -)-  w,  positi- 
ven und  aus  na  +  »s  negativen  Gliedern;  die  Entwickelung  von 
Sin(n  +Ij  besteht  aus  ii,  +mb  positiven  und  aus  w,2-f-»4  negativen 
Gliedern.     Vergleicht  man  die  beiden  Reihen 
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«i»  wa>  «8»  w4» 

.  I      .....     «       . »    •    ■ 

mit  einander,  so  sieht  man,  dass  die  Glieder  der  zweiten  Reibe 
durch  Addition  aus  den  Gliedern  der  ersten  Reihe  nach  einem 
sehr  einfachen  Gesetze  erhalten  werden.  Sind  z.  B.  die  Glieder 
der  ersten  Reihe 

1,  1,  2,  0, 

•  •  / 

welche  der  Eritwickelung  von  Cos (0  +  0,)  und  Sin(0-f#i)  entspre- 
chen, so  sind  die  Glieder  der  zweiten  Reihe  beziehungsweise 

1,  3,    3,    1, 

d.h.  die  Entwickelung  von  Cos(0  +  Bx  +  0a)  hat  ein  positives  und 
drei  negative  Glieder  und  die  Entwickelung  von  Sin  (6  +  $i  +  0a) 
besteht  aus  drei  positiven  und  einem  negativen  Gliede,  Betrach- 
tet man  diese  zweite  Reihe  wieder  als  erste,  so  erhält  man  daraus: 

2,  6,    4,    4, 

d.  h.  die  Entwickelung  von  Cos  (0  +  0t  +  02  +  03)  besteht  aus  zwei 
positiven  und  sechs  negativen  Gliedern;  die  Entwickelung  von 
Sin(0  +  6X  +  02  +  03)  besteht  aus  vier  positiven  und  vier  negativen 
Gliedern,  u.  s.w.  Auf  diöse  Weise  wurde  die  folgende  Tabelle 
gebildet. 
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Tabelle, 

enthaltend    die    An 

zahl    der    positiven    und    negativen 

| 

Glieder 

in   der Entwickelung  von 

1 

Co« (0  +  0,  +  02  +....  +  Öb-i)   und    Sin(0  +  01  +  S1  +  ....  +  0fl-O 

on  isl  bis  i,  -  ■;«. 

n 

Co, 

nus. 

Sinn.. 

+ 

- 

+ 

- 

1 

1 

0 

1 

0 

2 

1 

1 

2 

0 

3 

1 

3 

3 

1 

4 

2 

6 

4 

4 

5 

6 

10 

6 

10 

6 

16 

16 

12 

20 

7 

36 

2S 

28 

36 

8 

72 

56 

64 

64 

9 

136 

120 

136 

120 

10 

256 

256                272               240 

11 

496 

528 

528 

496 

12 

992 

1056 

1024 

1024 

13 

2016 

2080 

2016 

2080 

U 

4096 

4096 

4032 

4160 

15 

8256 

8128 

8128 

8256 

16 

16512 

16256 

16384 

16381 

17 

32896 

32640 

32896 

32640 

18 

65536 

65536 

65792 

65280 

19 

130816 

131328 

131328 

130816 

20 

261632 

262656 

262144 

262144 

21 

523776 

524800 

523776 

524800 

22 

1048576 

1048576 

1047552 

1049600 

23 

2098176 

2096128 

2096128 

2098176 

24 

4196352 

4192236 

4194304 

4194304 

26 

8390656 

8386560 

8390656 

8386560 

16777216 

16777216       16781312 

16773120 

27 

33550336 

33558528 

33558528  ;    33550136 

28 

67100672 

67117056 

67108864  i    67108864 

29 

134209536 

13J225920 

134209536  j  134225920 

30 

26K435456 

268435456 

268119072  |  268451840 
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§.3. 

Um  nun  die  allgemeine  lndependenzformel  für,  die  Anzahl  der 
positiven  und  negativen  Glieder  in  den  Entwickelungen-  ,v.on 
Cos(6  +  6X  +  $*  + ....  +  6n-i)  und  Shi(0  +  6Y+0e  +  ....  +  6V-1)  an 
erhalten,  ist  es  nothwendig,  für  n  die  vier  Formen 

4r,    4r  +  l,    4r+2,    4r  +  3 

von  einander  zu  unterscheiden.  Ist  für  w  =  4r  in  der  Cosinus- 
und  Sinusentwickelung  die  Anzahl  der  positiven  Glieder  bezieh- 
ungsweise gleich  m  und  m',  so  ist  die  Anzahl'  der  negativen 
Glieder  beziehungsweise  gleich  24r~ *  —  m  und  24r~ *  —  m' ,  und 
man  findet  hiermit  die  Anzahl  der  positiven  und  negativen  Glie- 
der in  den  Entwicklungen  für  w  =  4r  +  l,  4r  +  2,  4r  +  3,  4r  +  4 
durch  schlichte  Addition  auf  die  oben  bewiesene  Art  und  hat  das 
folgende  Schema,  das  nach  dem  Vorhergehenden  einer  weiteren 
Erläuterung  nicht  bedarf 


4*> 

4*. 

4*> 

4*. 

4»» 

-* 

** 

•* 

** 

■» 

-+- 

+ 

+ 

+ 

s 

4*» 

CO 

*0 



1 

1 

1 

1 

I 
4*. 

2 

2 

s 

1 

| 

+ 

2 

+ 

S 

IO 

* 

§ 

+ 

■+- 

■+- 

o 

1 

+ 

u, 

i 

o 

lO 

$ 

1 

i 

M 

**'. 

14 

4- 

M 

c 

OD 

4* 

K> 

• 

*» 
S 

5 

«w 
^ 

LO 

-h 

-4- 

S 

•» 

1 

4- 

1 

•r 

2 

1 

1 

4- 

<5 

1 

-+- 

1 

2 

1 

■+- 

1 

1 

| 

to 

4*> 

§ 

§ 

1 

1^ 

^ 

i 

s 

2» 

■*■ 

K) 

s 

'S 

+ 

4- 

+ 

4» 

*ö 

*2 

1 

4- 

M 

cg 

W 

►* 

•3 

-  4*. 

1 

1 

C 

2 

i 

l>S 

1 

Is2 

• 

^ 

^ 

*h 

i>& 

"1 

1 

4k 

T 

1 

1 

«+- 

1 

S 

1 

1 
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Die  Auffindung  der  Independenzformeln  für  die  Anzahl  der 
positiven  und  negativen  Glieder  ist  sonach  zurückgeführt  auf  die 
Bestimmung  der  Werthe  von  m  und  m'.  Bildet  man  sich  aus  der 
vorhergebenden  Tabelle  die  Differenz  m  —  (21r-1—m)  der  Anzahl 
der  positiven  und  negativen  Glieder  in  der  Entwickeln.  ri(>  von 
Cos(e  +  fl,  +ßa  +  ....  +  6V_i),   so  erhSIt  man  der  Reihe  nach 


rar 


-1 


+       16  =  +  2>, 

r=3 

—      64=— 2». 

■=4 

+     256=  +  2>, 

•  =  5 

—  1024  =  -2W. 

-=6 

+  4096  =  +  2»» 

•=7 

-16384=— 2", 

(5) 

(6) 
ist.    Bildet  im 
so  erhält  mar 
eben  gefundei 


ius  durch  Inductiou,    dass  allgemein 


m  — 2*^-*-)  -(—  I)r2*-* 

ms  obigem  Schema  dieselbe  Differenz  für  M=4r+4, 
-8m  +  2*+l;    und  setzt  man   hierin  statt   M  den 
Werth,    so   erhalt  man: 
(_l)r+i-2ar+* 

Dasselbe  Resultat  erhült  man  aber  auch,  wenn  man  im  zweiten 
Theil  der  Gleichung  (flj  r  +  I  statt  r  setzt,  woraus  folgt,  dass, 
wenn  die  für  »i  gefundene  Formel  für  r  gilt,  sie  nothwendig  auch 
ffir  r  +  I  gelten  muss.  Da  aber  diese  Formel  für  r=)  gilt,  so 
gilt  sie  nach  bekannter  Scblitssweise  für  r=2,  3 ,  d.h.  allgemein. 

Aus  der  Betrachtung  der  Tabelle  ersieht  man  auch,  dass  für 
n  =  4r  in  der  Sinusentwickelung  die  Anzahl  der  positiven  Glieder 
immer  gleich  ist  der  Anzahl  der  negativen  Glieder.  Man  schlieest 
also  durch  Inductiou,  dass  allgemein 


oder  dass 

(7)  7»' =  2*-* 

ist.  Nach  dem  obigen  Schema  ist  Tür  n  =  Ar  +  4  in  der  Sinus- 
entwickelung die  Anzahl  der  positiven  und  negativen  Glieder  be- 
ziehungsweise 


Setzt 
man  ir 


ir  fing  er;  ietier  die  Entutckel.  ton  Cns(ö+fl1  lfls +....+«» 
—  4«'  |2*<-  +  2^+2,    4m'+2*'+2*'+i. 

nan  iiiii)  hierin   dir  m'    den    gefundenen  Werth,    so 
beiden  Füllen 


, 


woraus  folgt,  dass  «enn  die  Gleichher 
negativen  Glieder  in  der  Entwicklung 
und  der  daraus  folgende  Werth  von 
wendig  auch  für  t\\  gelten  muss. 
gen  Werthes  von  m'  für  r=I  nachg 
nach  bekannter  Schlussweise  allgeme 


der  Anzahl  der  positiven  und 
?o.iSin(fl+Ö1+02+....+<V-O 
m'  für  r  gilt,  beides  noth- 
Da  aber  die  Giftigkeit  obi- 
,   so  gilt  derselbe 


Bezeichnet 
negativen  Glied 
die  Anzahl  dei 


n  mit  Pc  und  JV.  die  Anznl 

der   Cosinusentwickelung   u 

positiven  und  negativen  Gliedei 


lung,   so  gibt  das  ohige  Schema,    wer 
Werthe  aus  (6)  und  (?)  setzt: 

(8) 
für  n=4r  P°  =  2*r-*  +  (—  J/2**-1, 

P,  =  2*'-2, 
„   n=4r  +  ]   />c  =  -2^-'  +  (—  TfW»*; 

P,  =  2<^-H  (—  l)'2a'-» , 
„   n  =  4r+2  A=r2*. 

/',  =  2«M  -(— 1)'2^, 
„   »=:4r-f3  Pe=2-"+'  —  (,—  iyV, 


ler  positiven  und 
mit  />.  und  N. 
rSinusentnicke- 
w  und  m'  seine 


iVe=  2*-1  —  (—!)'  2^-i, 

A,  =  2*>"-l_(_l)r  02,-1. 

JVB=2«H-i  +  (— 1/2*-, 
ff.=2»^>  —  (-1)'2*'. 


§-4. 

Indem  wir  nunmehr  zur  Anwendung  des  Vorhergehenden  fiber- 
gehen, nehmen  wir  die  identische  Gleichung  vor: 

(9) 
(Co.'S  +  S'm'OXCo.^+Sin^.XCon'Os  +  Siii^).... 

....(Cos*8„_1  +  Sin=8„-i) 
=  CosI(9  +  81  +  8>+....  +  ».-i)  +  Sln«(«+S|+»2+....+«^j), 

undmiiltipliciren  dieselbe  mit  (pp,  p^—ps-i)3,  wobei  p,  p,,  ^..„.p,-! 
reelle  positive  Grössen  bezeichnen,    und  erhalten: 
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l(eCos0)H(^i«0)aiKei^^ 

. . . .  { (<>«-l  COS  0„-l)»  +  (pi  -1  SlU  0„_l)*  | 
=       \QQiQ2.--.Qn-lC08(6  +  dl  +  62+  ....  +0„-l)l2 

+  iQQiQ*--  On-iSin(0  +  0i  +  02+  ....  +0»_1)}» 

Denkt  man  sich  im  zweiten  Theil  dieser  Gleichung 

Cos(0-F01  +  02  +  ....  +  0»_i)    und   Sin(0+0l  +  0a+....  +  0n-i) 

nach  dem  im  obigen  auseinandergesetzten  Verfahren  entwickelt, 
alsdann  Glied  um  Glied  mit  QQi(fa  ....Qn-i  multiplicirt  und  setzt 
man: 

a      =  pCos0,  ß      =oSin0, 

ai     =0iCos0|,  ßx     =^  Sin 0, , 

(10)        ^  «Ä     =  p2Cos02,  £2     =  p2Sin02, 

Cfn-l  =  p*-l  Cos  0n-i ,     0«_i  =  pn-l  Sin  0n-l  5 # 

so  sind  die  in'  beiden  Fällen  sich  ergebenden  Resultate  offenbar 
reine  Functionen  von  a9  ccl9  a2,....an_-i,  ß,  ßl9  ß2,  •  •••  ßn— 1;  be- 
zeichnet man  das  erste  Resultat  kurz  mit  /(a,  j3),  das  zweite  mit 
^(«5  ^)»   so  wird: 

i   QQtQf..- Qn-lCos(6-j-6i  +  02 +  ....  + 0n-l)=/fa»  ß), 

(11) 

'  ooj02.... pn-iSin^-^  +  02  +  ....+  0n-i)  =  F(a9  ß)9 
und  man  hat  statt  (9)  die  Gleichung: 

(12) 

P=(«H/P)(«iHft2X<^^ 

so  dass  also  das  Product  P  umgeformt  erscheint  in  die  Summe 
zweier  Quadrate.  f(a9  ß)  wird  sich  von  der  Entwickelung  von 
Cos(0+0i  +  02+.... +  0n-i)  und  F(cc9ß)  von  der  Entwickelung 
von  Sin (0  +  0i  +  02  +  ....  +  0n-i)  nur  darin  unterscheiden ,  dass 
a9  «x ,  a2, ....  orn— i  an  der  Stelle  von  Cos0,  Cos0! ,  Cos02,....  Cos0n—i 
und  ß9  ßi9  |52,....  /S«-i  an  der  Stelle  von  Sin 6,  Sin#l9  Sin62,.... 
....  Sinön-i  steht     Das  für  die  Entwickelung  von 

Cos(0  +  01  +  02  +  ....  +  0»-i)    und    Sin(0  +  01+02+....  +  0„_i) 

im  Obigen  gefundene  Verfahren  wird  sich  also  auch  auf  die  Ent- 
wickelang der  Functionen  f((*,ß)  und  F(a9ß)  ausdehnen  lassen, 

6* 


i&ünferdinger:  lieber  die  Enhcickel.  von  Co§(0+6!+  6a+~.-f0w-i), 

wenn  man  nur  aberall  statt  der  Cosinus  die  c  und  statt  der  Sinns 
die  /?  setzt.    Die  Regel  wird  alsdann  folgendermassen  lauten : , 

Man  bilde  aus  den  n  Elementenreihen 

•        •         •        • 

alle  möglichen  Variationen  und  sortire  sämmtliche 
Complexionen  in  zwei  Gruppen,  von  welchen  die  erste 
die  ß  in  jeder  Complexion  in  gerader,  die  zweite  die 
ß  in  jeder  Complexion  in  ungerader  Anzahl  enthält. 
Die  Glieder  der  ersten  Gruppe  bezeichne  man  mit  -f, 
wenn  die  Anzahl  der  ß  durch  4  theilbar  ist,  alle  übri- 
gen bezeichne  man  mit  — .  Die  Glieder  der  zweiten 
Gruppe  bezeichne  man  mit  +  ,  wenn  die  Anzahl  der  ß 
durch  4  getheilt  lzumRestgibt,  alle  übrigen  bezeichne 
man  mit  — .  Alsdann  ist  die  erste  Gruppe  die  Ent- 
wickelung  von /*(<*, /3),  die  zweite  jene  von  F(ct9  ß). 

So   erhält   man   zum  Beispiel   zur   Zerlegung  des   Productes 
(«*  +  /^)(«ia  +  ft2)(«aa  +  &2)  aus  den  Elementenreihen 


a,     ß, 

«i>    ft  > 

«2>     ß% 

die  Variationen: 

\ 

aaxat,    ßaxcul9 

ußi<t*>    ßßxa*, 

«<*iA&>    ßuiß** 

«ÄÄ»    ßßiß*> 

folglich   ist: 

a«,  ß)-- 

=:     aata2    und    F(a,  ß)=z     ccß^ 

—  ußxß*                                    +  ««102 

• 

-ßßi*<t                              +  0«i«a 

-0«A                               -ßßiß* 

(13)    (a«+/»t)(«i*+A*)(«»9+/J8«)={««i«B-«Aft-^A«B-/J«,W« 


Sin  (6+0!+^ +  ....+ 0»-i)  u.  über  einen  damit  verwandt.  Sat%  etc.  fg> 


Um  das  Product  («»+  ß2)  (<*ia  + A»)  fa»  +  02«)  (V  +  03*)  *«  «er- 
lägen, bat  man  aus  den  Elementenreiben 


die  Variationen 


«, 

0> 

«1> 

0., 

«2, 

02> 

«S> 

03 

a<*,a2a3, 

0<*i<*2«3» 

«01<*2«3» 

00i«2«3> 

a(*i0acf3,  0a102o3, 

«0i02<*3>  00102*3» 

«*0i«203>  ßßicczßa, 

««10208»  0«i0203» 

«Äfefe*  0010203» 

and  wenn  man   nach   den  obigen  Vorschriften  die  Complexionen 
sortirt  und  bezeichnet,  so  wird: 


A«»0)  =       ««i«2«3 

— «0i02«s 
— «0i«203 
—««10203 
-00i«2«3 

—  0«i02«3 

—  0«i«20s 
+  0010203  > 


*X«»ff)=    «0i«2«3 

+  ««102«3 
+  tf «,  Oj/Jj 

—  «010«03 

—  00i0a«3 

—  00i«203 

—  0*i0203; 


und  es  ist  sonach ,  wenn  man  zur .  Abkürzung 


6  =  «0102«3»      6' 
O  =  «01«203» 

<£  =  aa10203, 
ez=ßßla2p9f 

/=0«102«3» 
0=0«1«203» 
*  =  0010203» 


A': 


:«01«Äa8, 
:acf102a3, 
:aof|tts03, 

:  «010203» 

:0«l«a«3» 

:00102«3» 

:00l«203» 

0«10»03 


setzt : 
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.  (14)  ■•    * 

(aH/^(<*HAaX«22+ Aa)(«sa+Aa)  =  (a  -  4  -  c-d-e-f-g+A)* 

+  («'+  6'+  c*-  d'+  e'-f'-g'-h')* 


fr  8. 

I 

Die  Gleichung  (9),   folglich  auch  jene  (12),   wird  aber  offen- 
bar auch  dann  noch  richtig  bleiben,   wenn  man  in  der  Summe 

0+01+0a  +  ....  +  0„-i 

die  Vorzeichen  beliebig  verändert.  Hätte  man  z.B.  0p,  0*,.... 
in  — 0p,  —  0V....  verwandelt,  so  treten  in  der  Entwickelung  von 
Cos(0  +  6\  +  0a  +....  +  0tt-i)  und  SiD(0+0i  +  6H-  ....  +  0»_i) 
die  Grossen 

Cos  (-0p),    Sin  (-0p), 

Cos(—  6v),    Sin(-Ö„), 


oder,  was  dasselbe  ist,   die  Grössen 

Cos  0p,    — Sin  0p, 
Cos  6v ,    —  Sin  6v 


an  die  Stelle  von 


Cos  0p,    Sin  0p, 
Cos  0y,    Sin  dv, 


d.h.  in  den  Entwickelungen  von  Cos(0  +  01  +  02  +  ....+  0«-i)  und 
Sin(0  +  0£  +  0a  + . . . .  +  On-i)  braucht  man  nur  in  jenen  Gliedern 
die  Zeichen  zu  verändern,  in  welchen  Sin 0p,  Sin0?,....  in  unge- 
rader Anzahl  zusammen  vorkommen.  In  den  Functionen  /*(<*,  ß) 
und  F(cc>  ß)  treten  alsdann  an  die  Stelle  von  /3p,  ß?,....  die  Grös- 
sen — ßp,  — ß?,....,  während  alles  Audere  uhgeändert  bleibt. 
Die  Gleichung  (12)  wird  also  auch  dann  noch  gelten,  wenn  man 
im  zweiten  Tbeile  derselben  in  allen  jenen  Gliedern  von  f(a,  ß) 
und  F(a,ß)  die  Zeichen  verändert,  welche  ßp,  ßr,....  in  ungera- 
der Anzahl  enthalten.    Auf  diese  Weise  erhält  man  für  dasProduct 

eine  neue  Zerfällung  in  die  Summe  zweier  Quadrate. 
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Aus  den  Gleichungen  (II)  und  (12)  folgt,  wenn  man  zur  Ab* 
kurzung 

0  =  0+0,  +  02  +  ....  +  0„-i 

setzt: 
(15)  ^^=tg0,     \F(a,ß)\*  +  \f(a,ß))*=P, 

woraus  man  mit  Leichtigkeit  findet: 

(15)       iFfr.ß^jljjPgf»,    t/f(«,/J)la=rj^5@A 

Versteht  man  unter  0  jede  beliebige  algebraische  Summe 
der  n  Grossen  6,  8i9  02, ....  0n— l,  so  ersieht  man  aus  den  vor- 
stehenden Gleichungen,  dass  man  für  {F(a,  ß)\*z,  {ffaß)]2  so 
viele  verschiedene  Werthpaare  erhalten  wird,  als  es  numerisch 
verschiedene  Werthe  von  &  gibt,  indem  das  Vorzeichen  von 
&  gleichgültig  ist.  Bekanntlich  lassen  sieb  aus  n  Grössen  wie 
0>  #i»  0a,....0/t-i  durch  ledigliche  Aenderung  der  Vorzeichen  im 
Allgemeinen  2n  verschiedene  Summen  bilden.  (M.  s.  meinen  Auf- 
satz: Ueber  eine  Eigenschaft  der  geometrischen  Pro- 
gression 1,3,9,27,....  Archiv:  Tbl.  XXXIII.S.  106).  Unter 
diesen  befinden  sich  aber  paarweise  solche  von  gleichem  Zahl- 
werth  und  entgegengesetzten  Zeichen,  so  dass  die  Anzahl  der 
absolut  verschiedenen  Summen  im  Allgemeinen  gleich  2n~~1  ist« 
Man  wird  also  auch  für  F(af  ß)  und  f(a,  ß)  im  Allgemeinen  2n~l 
verschiedene  Werthpaare  erhalten,  welche  alsdann  eben  so  viele 
Zerfällungen  des  obigen  Productes  P  in  die  Summe  zweier  Qua- 
drate ergeben. 

Da  sich  aus  den  Grössen  0,  0t,  02  die  vier  Summen 

Ö  +  0i  +  02, 
—  Ö  +  0, +02, 

0 —  0i  +  02» 

0+0!  —  02 

bilden  lassen,  so  hat  man  für  (a*+ß*)  (V  +  ft2)  (a^+ß^)  vier 
verschiedene  Zerfallungen.  An  die  Stelle  der  im  ersten  Beispiele 
aufgeführten  Elementenreihen  treten  nun  vier  Systeme  solcher, 
und  zwar  die: 


«»   ß> 

*, 

-0. 

«.         ß. 

«»        ßf 

«l*  ßl> 

«i> 

A. 

«i>  —  ßi> 

«i.      A» 

H*  ßz> 

«*» 

fta» 

«ä»       fe> 

«»»  — ?2> 

88Unferdinger:  Veber  die  Entwichet,  von  CoÄ(ö+^l+flf+...6«T»>, 

und  die  vier  Auflösungen  sind : 
,  (16)  (a*  +  ß*)  (aii  +  ft  *)  (l%i  +  fe2) 

=  (««i^-«0i0a--0A«2--  0a,A)*  +  («A«2+««ife+/5«i«2-^AW1 
=  (««!«*-- «A0a  +  0A«2  +  0a102)2  +  («A«* +a«,  A~0«i«2  +  0A0*)* 

=(««i«*  +  <*ßiß*—Pßi«*  +  fr*i&)a+  («0i«2-««i0«+ 0«i«2+0A  W*. 

Da  sich  aus  vier  Grossen  0,  6l9  629  08  die  acht  Summen 

0  +  01+02  +  0», 
-0+01+02  +  08* 

0  —  01  +  02  +  03  » 

0  +  01—02+08* 

0  +  01  +02  —  08  » 

—  0  —  01+02  +  08» 
0  —  0|  — •  0a  +  0g , 

0  —  0i  +02  —  08 

bilden    lassen,    so    hat  man    für   die   Zerlegung  des    Producte« 

(«a  +  0M«ia+0i2)(«22  +  02a)(<*3*+0s2)  acht  verschiedene  Lösun- 
gen. In  der  That,  man  hat  statt  der  im  zweiten  Beispiele  auf- 
geführten Elementenreihe  ein  System  von  acht  solchen,  und  zwar  die: 


«, 

0» 

«, 

-0» 

«, 

A 

«, 

(J. 

«i, 

ßl* 

<*i> 

A» 

«l» 

-A. 

«i» 

A. 

«2» 

02» 

«2» 

02» 

«2» 

A» 

«»> 

—  0» 

«3» 

0a ; 

«3» 

085 

«8» 

A; 

«3» 

A; 

«, 

ß> 

<*, 

-0» 

«, 

A 

«, 

0. 

«1» 

A» 

«1» 

-01» 

«1» 

-A? 

«1» 

-A, 

«2, 

02» 

«2» 

02» 

«2» 

—  Af 

<*»• 

A. 

«8» 

-A; 

«8» 

A; 

«8» 

A; 

«»» 

-A- 

Werden  nun  mit  Hilfe  dieses  Systems  die  Vorzeichen  der  Gros* 
sen  a,  b,  a!  u.  s.  tv.  der  oben  gegebenen  Lösung  (14)  entsprechend 
verändert/  so  erhält  man  folgende  acht  Auflösungen: 
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(17)  (■I+|P)|.1,+MW+Mh'tH 

=  {a-b-c-d-e-f-g  +  h)' 
+  (»'  +  6'  +  c<  -  *  +  e'  - /' -s'  -  *')• 

=  <„_  J_c_rf  +  e+/-  +  s_„). 
+  (a'  +  4'  +  e' -  rf'-c'  )-  /'  +  y  +  «')» 

=     (o  +  t  +  c-ci  +  e-^-y-i)» 

+  (-u'+»'+C  +  ie +  «'+/"  +  «'-*'>■ 

=     (0  +  4-C+ rf-e  +  /'-j-A)« 

+  (o'-4'  +  c'  +  rf'  +  ,' +/■'-,'  +  *')= 
=     («  -  4  +  c  +  d  -  e  -  f  +  g  -  /■)' 

+  («.'  +  »'-«'  +  *  +  «'-/•'  +  j' +'■')*" 
=     (o  +  6  +  e  -  rf  -  .■  +  / '  +  g  +  4)= 

+  (-«'+»'+c'+  ri'-eW-S'  +  W 
=     (o  — *  +  »  +  i  +  «  +  /-«  +  /.)* 

+  (-»'-»'+»'-«"  + «'-/■'  +  «' +  *')* 
=    <<i  +  4-c  +  a'+e-/'+y  +  4)> 


Man  denke  sich  die  n  Factoren  des  Prnduetes  /'  (12)  in  zwei 
Groppen  gesondert,  wovon  die  eine  r — 1  Factoren,  die  andere 
— r+1  Factoren  enthält.  Diesen  zweite  Product  aus  n — r+1 
Factoren  denke  man  sich  nach  der  oben  auseinandergesetzten 
Methode  auf  2"-'  verschiedene  Arten  in  die  Summe  zweier  Qua- 
drate verwandelt  und  an  die  Stelle  jener  Factoren  in  P  gesetzt. 
Auf  diese  Weise  erhält  man  2n-r  verschiedene  Darstellungen  von 
P  als  ein  Product  von  r  Factoren,  von  welchen  jeder  die  Form 
aa  +  fJa    hat.     Die.  obige  Eintheilung  in  zwei  Gruppen  kaan  aber 

offenbar  auf   (     .  1  verschiedene  Arten  ausgeführt  werden,  also 

ist  die  Geeammtzahl  der  Darstellungen  von  /'  als  ein  Product  von 

•  Factoren  von  der  Form  «"+(3«  gleich  (  ™  l)2""r-  Da  aber  r 
alle  ganzen  Zahlen    von   1   bis  n  —  1    bezeichnen  kann,    so  sieht 

man.    dass  ein  Product 

(12)     P  =  («'+P)(nl*+ßW+P,*>-(«,-i*  +  tl»-<1 


VOUnferilftiger:  l'töer  die Enhcickel.  piwiCo«(0-f-ß1-f-.9I-f....+6,._i). 

aus  «  Factoren  von  der  Form  «■  +  0»  im  Allgemeinen 
auf  2"-1  verschiedene  Arten  in  derselben  Form  darge- 
stellt werden  kann; 

auf  (|'j-2«-aVerschiedeneArten  als  Product  von  2  Fact., 

■■  (">-'       3    ■■ 

■  G>-     • <  ■■ 


■■  t-0> 


von  der  Form  <;'-'■  1  \i~.  Als  Product  aus  n  Factoren  dieser  Art 
ist  P  gegeben,  also  ist  die  Gesammtzahl  der  Darstellun- 
gen gleich 

i2-*+(;>-H(2)^-a+©^+....+(re"2)2i+i 

=  1(3"  — 2n  +  l). 
So  hat  man  für  n  =  3  die  oben  in  (16)  aufgeführten  vier  Dar- 
stellungen des  Producta»  («4+0aKKia+fV)  ("a^+fV)   a's  Summe 
zweier  vollständigen  Quadrate,     ferner  folgende  sechs  DursteN 
gen  in  zwei  Factoren  dieser  Form : 

(18) 

(««+P)(»,'+All)(«."+M=(«"+(i')l<«i«.-ft(i,)H(«,&+A«J'l 
=(«»  +  0">K«ii4+ftW+<«ifc-ft*),l 
=  («i"+A')l("«»-(IW* +  (<*  +  (>*)■( 
=(«i"+ft*>  I  (-,  +  ßß,)'  +  («fc  -/H)*t 
=WHI(»,-Wt(.H  +  Wi 
= (««HM  I  (««,  +  fft  )■  +  <«&  -  ß> 

im  Ganzen  eilf  Formen  für  dieselbe  Grösse. 

Die  hiermit   gegebene  Methode  zur  Umformung  des  Prodi 
tes  /'.    in  welchem  a,  ß,  er,,  u.  s.  w.  ganz  allgemeine, 
Weise  speciaüsirte  Buchstabengrossen  bezeichnen,  ist,  als  also 
braisches  Theorem  aufgefasst,    in  der  Änalysis  und  ihren 
Wendungen  oftmals  von  Nutzen. 


I 


Sin  (6  +  0,  +&j  f ....  -f  fln-i)  u.  über  einen  damit  reiirarn/f.  Sait  <; 


m 


Wir  gehen  nun  über  eur  Erörterung  der  Modißcationen  and 
Einschränkungen,  welche  das  vorhergehende  algebraische  Theorem 
«Meidet,  nenn  die  in  dem  l'roducte  P  vorkommenden  Grössen 
3,  o:,,  u.s.w.  ganze  positive  Zahlen  bezeichnen.  Man  hat 
i  also  von  nun  au  unter  P  ein  Product  zu  denken,  aus  n  Fac- 
m,  von  welchen  jeder  die  Summe  zweier  gegebener  Quadrat- 
zahlen  Ist 


Wenn  a,  ß,  alt  u.  s.  w.  gegebene  ganze  positive  Zahlen  be- 
zeichnen, so  hat  man  sich,  da  aus  den  Gleichungen  (10}  folgt: 


Ö=Arctg-,     8,  =Arctg 


«i 


auch    unter    8,  f), ,  '.>.. fi,i-  i     ganz    bestimmte    Zahlwerthe    zu 

denken,  und  0  bezeichnet  alsdann  irgend  eine  der  algebraischen 
Summen,  welche  man  aus  den  »  bestimmten  Zahlwerthen 
8,  0,,  fli,....  9*-i  durch  verschiedene  Auswahl  der  Vorzeichen 
erhalten  kann.  Aus  den  vorhergehenden  Betrachtungen  hat  sich 
ergeben,  dass  man  für  die  Functionen  F(a,  ß),  f(a,  ß)  2»-*  ver- 
schiedene Werthpaare  erhält,  weil  sich  aus  den  n  Grössen 
ö.  flu  öa, ....  0j.-i  im  Allgemeinen  2n_1  numerisch  verschie- 
dene (d.  h.  dem  absoluten  Werthe  nach  verschiedene)  Summen 
bilden  lassen.    Im   Allgemeinen  ist  diess  allerdings  richtig,  wenn 

aber  8,  ",  .  '■'... ",-i    i  bestimmte  Zahlwerthe  sind,  so  kann  der 

Fall  eintreten,  dass  die  Anzahl  der  numerisch  verschiede- 
nen Summen  kleiner  als  2*-»  ist.  Alsdann  ist  auch  die  Anzahl 
der  Werthpaare  für  F(«,ß),  f(«,ß)  geringer  als .2*-» ,  mithin  auch 
"  die  Anzahl  der  Zerfällungen  der  Factorenl'olge  P  in  die  Summe 
zweier  Quadratzahlen  geringer  als  2*_l.  —  Der  Fall,  dass  die 
Anzahl  der  numerisch  verschiedenen  Werthe  von  8  geringer  als 
2n_1  ist,  wird  namentlich  dann  eintreten,  wenn  irgend  eine  alge- 
braische Summe  mehrerer  der  Zahlwerthe  8,  0, ,  63, 0„_i  der 

Null  gleich  wird.    Nehmen  wir  an,    es  wäre 


(20) 


eß-\-d„  +  ....  +  8*=o, 


(30) 


■Aretg^  +  Arclg^  +  ....  +  Arctg^=0, 


t&iVnferdinger:  Ceberäie  Ä-«/H-/c*e/.r(mCo«(e+el+6,-f....+9B-i). 


I 


und  irgend   < 

alsdann  war« 


algebraische  Summe    der  übrigen   6   gleich    &', 
1  jedem  anderen  Falle: 


.  +  Ö*+0'    und    fy+fl»-)-. 


offenbar  zwei  numerisch  verschiedene  algebraische  Sui 
aber  schmelzen  sie  zu  +  &  und  —  &'  zusammen  und  sind  nur 
mehr  im  Zeichen  verschieden.  Denkt  man  sich  zu  dem  Producte 
(V  +  ft»s)(«»a  +  /J*s)  —  (wr*+£«*).  auf  welches  sich  die  Gleichung 
(20)  bezieht  und  welches  offenbar  ein  Factor  von  P  ist,  —  in  der 
Absicht,  es  in  die  Summe  zweier  Quadratzahlen  zu  zerlegen,  —  die 
zugehörigen  Functionen  *'(«,  jS),  f\«,  ß)  gebildet;  sie  seien  $(«,$, 
tp{a,ß),  so  gibt  die  erste  der  Gleichungen  (IS)  in  Verbindung 
mit  jeuer  (20) : 


also 

(21) 


»(«,»=0, 


to"+ftfl<«. 


.1.  li.  Ji. 

statten, 
Product. 


gegebene   Fi 

i  Zerfnllungei 

,„*»  solche  «M*+ft,«. 
nach  unserer  Methodi 


torenfolge   i*   i 


weniger  als  2U- 
lie  Summe  zweier  Quadratzahl. 
Factoren  «H09.  "ia+fta.  ««HA". 

i*.   «»Hfr8 ,  «xa  +  /3xa  gibt,   deren 

seine  verschiedenen  Summen 
zweier  Quadratzahlen  zerlegt,  Einmal  ®(a,ß)  =  t)  ergibt,  so  dass 
Eine  dieser  Zerfallungen  nothwendig  die  Form  o'  +  O"  hat. 


3 


So  ist  b.  B. 

AretgJ  +  Arctgl  —  Arctgi  =  0, 

folglich  niuss  das  Product  (.2+2*)(2a  +  32)(4a+7a)  unter  seinen 
verschiedenen  ZerialluDgen  in  die  Summe  zweier  Quadratzahlei 
nothwendig  Eine  von  der  Form  «2  -f-  (P  enthalten.  In  der  Thal 
findet  man: 

(P  +  2»)  (2*  +  3a)  (4>  +  7*>  =  (65)a  +  02 


=  (25)'  +  (60)* 
=  (33)a  +  (56)», 


und  das  Product 


Sin(6+&,+d,  +  .-+fli.-0H.  über  einen  damit  verwandt.  Salselc.  9.1 

(1«  +  2»)  (2»  +  3")  (4»  +  7»)  («aa  +  A») . . . - («B-»H/*-i*) 
wird  daher  Dicht  mebr  in  2"-'  verschiedene  Summen  zweier  Qui 
ilrat  zahlen  zerlegt  werden  können. 


§■8. 

Da  die  Werthe  der  Functionen  F(a,  ß),  f(a,  ß).  resjiective die 
Zerlalluni;en  der  Zahl  /',  aus  den  Zahlen  a,  ß,  at,  u.a.".  abge- 
leitet werden,  so  sieht  man,  dass  die  Anzahl  und  Beschaffen- 
heit der  ZeriSlIungen  ebenfalls  von  den  Zahlet 
abhängt.  Lässt  sich  die  Zahl  /'  noch  auf  andere  Arten  als 
ein  Product  von  n  Zahlen  von  der  Form  «■-  |  ,3-  darstellen,  so 
wird  fliese  neue  Form  von  P  auch  zu  neuen  ZeiTnllungen  rühren. 
—  Das,  was  «vir  also  bisher  über  die  Anzahl  und  die  Beschaf- 
fenheit der  Zerföllungen  des  Producta 

!  Summe  zweier  Quadratzahlen  beibrachten  und  spater  noch 
beibringen  werden,  bezieht  sich  lediglich  auf  diese  Factnrenfor- 
mel,  in  welcher  a,  ß,  «,,  u.  s.  w.  ganz  bestimmte  Zahlen  sind, 
*on  welchen  die  Form  und  die  Anzahl  der  durch  unsere  Methode 
herstellbaren  Zerf'ällungen  in  die  Summe  zweier  Quadratzahlen 
abhängig  ist. 

So  ist  in  dem  letzten  Beispiel  das  Product  der  dreiFactoren  gleich 
in  ist  aber  diese  Zahl  auch  gleich  (Ia+2a)(2a+3s}(l*+8«), 
und  wenn  mau  dieses  Product  zerlegt,  so  erhält  i 

(lH2a)(22  +  3*)(l2+8iJ  =  <«)*+  (23)» 
=  (16)' +  (63)« 
—  0a  +  (65)3 
=  (52)=  +  (39)B> 

welchen    Zerfal langen  jene  (lß)«+  (63)*  neu  ist 
üllung  (65)a  +  0a  kommt  wieder  vor,  weil 

Arctg  i  —  Arctg  *  +  Arctg  J  =  0 
»L    Ebenso    ist  4225   auch   gleich    (2*+3a)  (2a  +  3a)  (3a+4a)   spi 
insere  Methode  gibt: 

(3H3>)  (2*+3«)  (3*  +  4«)  -  (63)«  +  (Jß)a 
=  (33)a  +  (56)a 
=  (39)a+(52)a 

=  (39)a-f(Ö2)«, 


WUnferdlnger:  Leber  die  Enlwlckel.T.onV,..s{b\b,-\ät-\  ...^fön-ij.- 

unter  welchen  Zerlallungen  jene  (63)»+  Oa   nicht  mebr  vorkomm 
Die  Zerfällm.g  (39)a  +  (52)*' kommt  zweimal  vor,   weil 

Arctgl  —  Arctgj  :=0 

ist,  also  (2a+3*)(2*+3*),  in  die  Summe  zweier  Quadratzahleu 
zerlegt,  eine  Zerfcllniig  von  Her  Form  a2  + 0a  aufweiset,  folglich 
(2*  +  3*)('2H3*)(3*  +  4*)  nicht  auf  vier  verschiedene  Arten  in  die 
Summe  zweier  Quadratzahlen   zerlegt  werden  kann. 

Ferner  ist   7225  =  (1»  +  4*)  (13a+16a)    und   die  Zerfälluogs- 
methode  gibt: 


CP-i-'#D(13*+U>*}*: 

=  {51)=  +  {68)* 

=  (77)» +(36)*; 

da  aber  auch 

7225  =  (3*-J-4a)(la  + 

7*),  so  erhält  man  aucl 

(3*  +  4*)(l»+17*)  = 

=  <36)*  + (77)* 

=  (84)*  +  (13)3, 

so  dass 

man 

also  in  (84)*  +  (13)*  e 

ne  neue  Zerfällung  hat, 

End- 

lieh   ist 

tvdh 

7225  =  (la+2a)(17*  +  34*)  und  hierfür  gibt 

Methode 

(ia  +  2a)(17*  +  34*)- 

=  (51)«  +(68)» 
=  (8B)«  +  0"; 

hier  kom 

rat  i 

ie  Zerfällung  (85)*  +  G 
Arctgi  —  Are 

a  vor,    »eil 
S  H  =  0 

ist. 

Es  wird 

nun  auch  einleuchten, 

dass  zwar,  wenn  für  mehrere 

Factoren 

«u9 

+  AA  ifr"+ft?.....«*s 

+  &a    der  Zahl    P  eine 

GW- 

(20)  ArclS^  +  Arctg^+....+  Arctg^  =  0 

besteht,   nothwendig 

(V  +  fV)  (*-*+?»*)■».  (««»+?«*)=:  |?)(«.  (J)l 
gleich  einem  vollständigen  Quadrate  Nein  muss,  welches  letzter. 
also  auch  ein  Factor  von  P  ist,  und  dass  demnach  die  Anzahl 
der  durch  unsere  Methode  herstellbaren  Zerlallungen  der  Zahl  P 
in  die  Summe  zweier  Quadratzahlen  kleiner  als  2"-1  int;  —  man 
darf  aber  nicht  umgekehrt  aus  dem  Vorhandensein  eines  quadrati- 
schen Factors,  gebildet  aus  mehreren  Factoren  e^a+/3^*,  dva+pA— ■ 
">-0  +  |Sx2  '1  P>  auf  eine  Verringerung  der  Anzahl  der  Zerlallungen 


i 


SIn(ft-f  0,  +<D?-|-....-f  fln^i)  v.  über  einen  damit  verwandt.  Su  fr  «K9B 

ochliesseu  :    über  eine  solche   Verringerung  entscheidet  lediglich 
s  Bestehen  der  Gleichung  (2'i),  oder,  was  dasselbe  ist,  das  Vor- 
handensein einer  Form  nie  aa-r  02  in  den  Zerfallungen  des  Productes 


Hiermit  wäre  Eine  Ursache  der  Verringerung  der  Anzahl  der 
Zerfallungen  der  Zahl  P  in  die  Summe  zweier  Quad  ratzahlen  und 
ihr  Kennzeichen  aufgedeckt.  Aber  das  Identischwerden  mehrerer 
algebraischer  Summen  6  ist  nicht  die  alleinige  Ursache  des  Iden- 
tischwerdens  mehrerer  Zerfallungen,  sondern  es  kann  zwei  nume- 
erschiedene  Werlhe  von  @,  Qlt  Sa  gehen,  welche,  in  die 
Gleichungen  (15)  eingesetzt, 


_l^0, 


(4 


.  J+tg*6>a 


:|*X«,«1», 


1 


-P=  !/■{>,  (3)!' 


daraus 


=  |F(«,0)|« 


l+tg'0,' 

us  im  ersten  Falle  die  Zerfallitng 
zweiten  Falle  die  damit  identische 
}:'-  erhält.  Suchen  wir  aus  den  vor- 
Beschaffenheit solcher  zwei  Werthe 
Aus  diesen  Gleichungen  folgt: 

i+  tg2sa'    i  +  i$-&i  ~ '  +tgaeaJ 

i  welchen  durch  Division  unmittelbar 

tgs®,  =  ctg2©2 

vorgeht    Dadii-ser  Werth  von  tg2©,,  in  die  beiden  vorhergeheu- 

Gleichungen    eingesetzt,    beide    zu   identischen    Gleichungen 

cht,    su  sind  diese  nicht  wesentlich  von  einander  verschieden 

werden  durch  die  letzte  Gleichung,  oder  durch  die  folgende: 


ergehen,    so    dass    man 
lF(a,/J)|*  +  IA«,ß)al  «nd   i 
ierlallung  !/■(«,  |3);2  +  |Ff>, 
hergehenden  Gleichungen  di 
und  02  zu  ermitteln. 

'g3Q.     _         1 


[kommen  ersetzt. 


<  letzte  Glei 

tg©ltg©a  =  ±l, 

Aus  dieser  folgt  abei 

©,  ±0a=2, 


md  wenn  man  sich  die  beiden  Werthe  ©,  und   ©a,   welche  zwei 
mensch    verschiedene    algebraische    Summen    der    n    Grossen 


•föVvferdinger:  lieber  die  Entviickel.  ton  Co«(A+fl,+e,+— +60-1), 


sind,  unter  einander  geschrieben  denkt,  so  sie 
s  eich  in  8,  +  <->.,  die  0  mit  gleichen  Zeicht 
mit  ungleichen  Zeichen  aufbeben  ,  und  n 
er  Gleichung  von  der  Form 


man  sogleich,  di 
ver.lopi.elu,  die  f, 
tiothivendig  zu  ei 


<,+2flp  +  .».  +  2. 


^  +  e,  +  ....+  e»  =  1 


Alc[g— +  Arctg  —  +  ....  +  Arctg  —  =  j 


gelang' 
sprochene  Fall 


d.  h.    der    durch   die  Gleichungen  (4) 
~d  dann  eintreten,  wenn  die  algebraische  Summe 


feiger  der  Zahlwerthe  6,  0, ,  öa, 


.   RM 


1  sich  nun  zu  den 

welches  sich  die 

Quadratzahle] 


:h  j    wird.     Denkt 


rnducte  («„>  +  &•*>  <«»HrV)... 
eichung  (22)  bezieht,  um  es  iu  die  Summe 
1  zerlegen,  die  zugehörigen  Werthpaare 
für  F(«,ß),  f(a,ß)  gebildet;  sie  seien  (P(«,/3),  <p(a,ß),  so  gibt 
die  erste  der  Gleichungen  (IS)  in  Verbindung  mit  jener  (22)  un- 
mittelbar > 


* (".  ß) 
<P<«,  ß)  ~ 


P(«f,P)=0,(«. 


also 

(23) 
und   es   ist 

(24)  (V+M(^M^B)....KH^s)=l'PC«Jf3)la+l9'C«.^ 

d.  h.  die  auseinandergesetzte  Methode  wird  für  die  Zahl  P  weni- 
ger als  2"-'  verschiedene  Zerfallungen  in  die  Summe  zweier  Qua- 
dratzahlen ergeben,  wenn  es  unter  den  Factoreti  «a  +  ^a,  oia  +  ft", 

*aa  +  lV,....^i2  +  |3*-i2  solche  af+ß,,*,  «r9  +  ]Srs «„*+pV 

gibt,  deren  Product,  nach  derselben  Methode  in  die  Summe  zweier 
Quadratzahlen  zerlegt,  Einmal    3>(«,  ß)  —  q>(a,  ß)  ergibt,  so  dai 
Eine  dieser  Zerlegungen  nnthwendig  die  Form  na  +  «a  hat. 

Es  ist  bekanntlieb 


Arctgl  -f  ArctgJ  +  ArtgJ  =  '-,  , 
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folglich  muss  das  Product  (12+22)(1« +  52)(l2  +  82),  nach  obiger 
Methode  auf  seine  verschiedenen  Arten  in  die  Summe  zweier 
Quadratzahlen  zerlegt,  darunter  nothwendig  eine  Form  wie  a2~f-a* 
aufweisen.     Man  findet  in  der  That: 

(l2  +  22)  (l2  +  52)  (l2  +  82)  =  (65)2  +  (65)2 

=  (13)2  +  (91)2 
=  (35)2  +  (85)2 
=  (47)2  +  (79)2,    . 

und  es  lasst  sich  daher  das  Product 

(l2  +  22)(l2+52)()2  +  82)(a32  +  /?32)....K_12  +  iSfl_12) 

durch  obige  Methode  nicht  in  2"-1  verschiedene  Summen  zweier  Qua- 
dratzahlen zerfallen.  Das  Product  der  vorhergehenden  drei  Factoren 
ist  gleich  2(13)2,  dieses  ist  aber  auch  gleich  (l2-f52)(22+32)(32+42). 
Zerlegt  man  diese  Factoren  folge,  so  erhält  man: 

(l2  +  52)  (22  +  32)  (32  +  42)  =  (91  )2  +  ( 1 3)2 

=  (79)2  +  (47)2 
=  (23)2  +  (89)2 
=  (13)2+(91)2, 

also  keine  Zerfällung  von  der  Form  a2  -f-  «2.  —  Die  Zerfallung 
(91)2+(13)2  kommt  zweimal  vor,   weil 

Arctg  |  —  Arctg  J  =  -j 

ist,  also  das  Product  (l2  +  52)(22+32)  unter  seinen  zwei  Zerfäl- 
lungen  Eine  von  der  Form  a2+a2  hat. 

Ebenso  muss,   weil 

Arctg  J  +  Arctg  £  =  ^ 

ist,  eine  der  zwei  Zerfällungen  des  Products  (l2+22)  (l2+-32) 
von  der  Form  a2  -f  a2  sein,  und  man  findet  auch  : 

(l2  +  22)(l2  +  32)  =  52  +  52, 

=  l2  +  72. 

§.  10. 

So  hätten  wir  nun  auch  die  zweite  Ursache  der  Verringerung 
der  Anzahl   der  Zerföllungen  der   Zahl   P  in  die  Summe   zweier 
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98  Unf er  dinget:  (Jeder  die  Entwichel.ton  Cog(0+ö1+ö1+....+dn_i), 

Quadratzahlen  sammt  ihrem  Kennzeichen  gefunden,  und  da  aus 
der  Natur  der  Sache  hervorgeht,  dass  weitere  Ursachen  einer 
Verringerung  nicht  existiren,  so  können  wir,  das  obige  algebraische 
Theorem  entsprechend  modiGcirend ,  folgenden  Satz  aussprechen: 

Bezeichnen  «2-f/32,  «i«  +  /Ji2.  af  +  ßf,....  an-i2  +  /?„_i2 
n  ganze  Zahlen,  von  welchen  jede  die  Summe  zweier 
Quadratzahlen  ist,  so  bilde  man  aus  diesen  alle  mög- 
lichen Producte  zu  1,  2,  3,  ....n  — )  Factoren  und  zer- 
lege diejenigen  dieser  Producte,  welche  vollständige 
Quadrate  oder  das  Doppelte  vollständiger  Quadrate 
sind,  nach  der  obigen  Methode  auf  ihre  verschiedenen 
Arten  in  die  Summe  zweier  Quadratzahlen;  finden  sich 
unter  diesen  Zerfällungen  keine  von  der  Form  c^+O2 
oder  a2-fa2,  so  lässt  sich  das  Product 

(<*2+ß*)(«l2  +  ßl*)W+ßz*)  ....  («*-l2  +  fr-12) 

nach  der  auseinandergesetzten  Methode  auf  2n_1  ver- 
schiedene Arten  ,als  die  Summe  zweier  Quadratzahlen 
darstellen; 

auf  (  -  )2n— 2  verschied.  Arten  als  Product  von  2  Factoren 


1 

W     lOi*  99  »»        JJ  99  99  *'  f> 


■■  G>- 


J*  39  »>  >9  )9  **  >» 


(  n  Vi 


99  99  9*  99  >>   "    *      3» 


von   der   Form   a2-|-/S2.     Die   Gesammtheit   aller    Darstel- 
lungen ist  alsdann  gleich  i(3B — 2w  +  1). 

Wenden  wir,  um  ein  vollständiges  Beispiel  zu  geben,  die 
Zerfällungsmethode  auf  die  aus  den  vier  Factoren  ]2  +  22,  32  +  4a, 
52+62,  72  +  82  bildbaren  Producte  an,   so  ergibt  sieb: 

(l2+22)(32+42)=22+ll2=  52+102, 

(l2+22)(52+62)=42+172=  T^+lö2, 
(lH22)(72+82)=62+232=  <J2+222, 

(32+42)(52+62)=22+392=  92+382, 
(32+42)(72+82)=4H532=l]2+522, 
(5H62)(72+82)=2a+83a=  13*+82*. 


Sii*(#-f0j-|-tf9  +  ....+#n-i)  w.  über  einen  damit  i erwandt.  Satz  etc.  99 

(P  +  2«)  (3« +  4«)  (5* +  6«) =20*+ 85*, 

=  562+672, 
=43«+762, 

=  35H802, 

=  (l*+22)(22+392), 

=  (12+22)  (ü2+382)', 
=  (32+42)(42+172), 
=  (32+42)(72+162), 
=  (52+62)(42+  72), 
=  (52+62)(l2  +  82). 

(l2  +  22)  (32  +  42)(72  +  82)=302+1152, 

=  742+  932, 
=  612+1022, 
=452+1102, 

=  (l2+22)  (4*+532), 
=  (l2f22)(]l2+522)t 
=  (32+42)  (62+232), 
=  (32+42)  (92+222), 
=  (72+82)  (42+  72), 
=  (72+82)  (12+  82). 

(i2  +  22)  (52  +  62)  (7«  +  8»)  =  56a+1772, 

=1082+1512, 

=  872+1642, 
=  792+1682, 

=  (l2+22)  (22+832), 
=(l2+22)(132+822), 
=(52+62)  (f>2+23*),  . 
=  (!P+e»)  (92+222), 
=  (72+8«)  (42+172), 
=(7a+82)  (72+162). 
(32  +  42)  (52  +  62)  (72  +  82)  =  194*  +  367*, 

=289*  +  2982, 
,=:257*  +  3262, 
=24l2  +  3382, 
=  (32+42)  (22+832), 
=(3*+42)(]32+822), 
=  (5*+6«)  (42+-532), 
=(52+62)(ll2+522), 
=  (7H82)  (22+392), 
=  (72+82)   (92+382). 

7* 
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(1i  +  2!)  (32  +  4ü)  (5»  +  6^  (?«  +  8>) 

=  (5"+6*)(7»+S')  (2a+lla), 
^SHö^fS3)  (S"H-1(P), 
=  (3a+4a)(7H8a)  (4H17a), 
=(3a+4a)(7a+8a)  (7a+I6a), 
=  (3a+4a)(5a+6a)  (6a+23a), 
=(3H4a)(5a+6a)  (9*+82»), 
=  (la-f2s)(7a+8a)  (SHau4), 
=  (l*+2*)(7*+8*)  (9a+38a), 
=  (la+2a)(5«+6a)  (4a+53"), 
=(la+2a)(5a+8a)(lla+52a), 
=  (la+2s)(3a+4a)  C^+SS4), 
=  (la+2a)(3a+4a)(133+82a), 
=  (7"+8a)  (20"+  85»), 
=  (7a+8a)  (WH  67a), 
=  <7a+8a)  (43"+  76a), 
^^HS1)  (35a+  803), 
=  (5^)  (30a+115a), 
=  (5a+6a)  (74a+  93"), 
=  (5a+6a)  (61H102»), 
=  (5a+6a)  (45a+110a), 
=(3a+4a)  (58»+177»), 
=(3a+4a)(108a+151a), 
=  (3a+4a)  (87a+I64a), 

=<P+2a)(194a+267a), 
=  (la+2aJ(289a+298a). 
=(l3+2a)<257a+326a), 
=  <I*+2a)(24I"+338a), 
=  21a+928a, 
=  144a+917a, 


=280a+885=, 
=307a+876a, 
=  395a+840a, 
=135a+820a, 
=540a+755a. 
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Till. 

1    Discussion  der  Gleichung  vom  vierten  Grade  in  Bezug 

auf  den  Sturm  sehen  Satz  *). 

Von  ' 

Herrn  Dr.  J.  F.  König, 

Professor  am  Kneiphöf sehen  Gymnüsio  zu  Königsberg  i.  pf. 


§.  i. 

Den  Sturm  sehen  Satz,  den  sein  Erfinder  zum  ersten  Male 
im  Bulletin  des  sciences  math.,  phys.  et  ehem.  par  Fe- 
russac  Bd.  li.  S.  419  ff.,  doch  ohne  Beweis  mitgetheilt  hat,  hat 
Grelle  in  seinem  Journal  für  reine  und  angewandte  Ma- 
thematik Bd.  13.  S.  133  ff.  bewiesen  und  seine  Anwendung  auf 
die  Gleichungen  des  zweiten  und  dritten  Grades  gegeben.  Bezeich- 
net man  mit  ihm  die  Gleichung  vom  vierten  Grade,  Kürze  halber 
ohne  zweites  Glied,  mit  Fx,  die  auf  bekannte  Weise**)  abgelei- 
teten Hilfsfunktionen  mit  Fxx9  F2x9  FQx,  F4  und  die  Reihe  der- 
jenigen Glieder  allein,  die  in  den  Grössen  Fx,  Fxx  n.  s.  w.  die 
höchste  Potenz  von  x  enthalten,  mit  [x],  so  ist  die  Anzahl  der 
negativen  Wurzeln  gleich  dem  Unterschiede  der  Anzahl  der  Zei- 
chenwechsel in  den  Reihen  [ — od]  und  (0),  und  die  Anzahl  der 
positiven  Wurzeln  gleich  dem  Unterschiede  der  Zeichenwechsel 
in  den  Reihen  (0)  und  [+<*]. 

Die  Funktionenreihe  ist  nun  für  die  Gleichung  .c*-^ctx2+ßx+y=0 
folgende :  ***) 


*)  Auszug  aus  einem  Ton  mir  verfassteu  Programme.  K. 

••)  Archiv  Bd.  31.  S.  222. 

'*)  Diese  Ausdrucke  sind  von  Crelle  a.  a.  0.  8.  143.   sehen  niit«re- 
theilt,  jedoch  steht  dort  beide  Male  (a  +  12y)  statt  («*  +  12y),  und  F*x 


••< 
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Fx  ==:**+ aar*  +  ßx  +  y9 

Ftx=:4x*+2ax  +  ß, 

F2x  =  —  (2ax*  +  '3ßx  +  Ay) , 

jP8a:  =  — |9/ja  +  2«(«a-4y)|a?  —  ß(a*  +  V2y)  =  —  Px-ß(a*+l2y), 

F4    =  I6y  («2  -  4y)2  —  ß2 1 27/3*  +  4«  (a2—  36y) }  =  Q ; 

also : 

/<>  Fxx  F*x  F,x  F± 

[— oo]  =  +  —  —  a  +P  +Q 

(0)=+y  -0  — y  -(J(a2.hli2y)         +Q 

[+x]  =  +  +  —  «        -P  +Q 


§.  2. 

Da  das  Verfahren,  diese  abgeleiteten  Funktionen  zu  erhalten, 
dasselbe  ist,  welches  anzuwenden  ist,  um  die  gleichen  Wurzeln 
zu  entdecken,  so  mag  über  dieselben  hier  kurz  Folgendes  ange- 
führt werden.  Die  Gleichung  Hat  für  Q  =  i)  zwei  gleiche  Wurzeln, 
die  sich  aus  Fzx  =  0  ergeben;  heisst  die  zweimal  vorkommende 
a,  so  ist: 

,;     a~      9ß*  +  '2a(a*  —  4y)' 
also,  wenn  man  die  ungleichen  mit  6  und  V — 1  mit  /  bezeichnet: 

2)     6  =  —  «  +  iV"2a2  +  a, 

welche  für  a  negativ  und    ^T  2a2  reell  werden.    Da  allgemein,  wenn 

c-\-d 
die  reellen  c  und  d,  die  imaginären <*— -  ±«i  heissen , 


-vi-m 


ist,   so  können   in  uriserm  Falle  die  ungleichen   auch  geschrieben 
werden  : 


3)     6=— a±i\  ^~«2- 


ist  =/>  gesetzt,    was  nicht   sein  darf,    wenn   in   den  Reihen  [— *|   und 
[+ *]   P  dteheo  bleiben  soll. 
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Aus  beiden  Werthen  für  b  erhält  man : 

4)     a,= _e Tf 

woraus  sogleich  erhellet,  dass  gleiche'  Wurzeln  nicht  existiren 
können ,  wenn  a  positiv  und  y  negativ,  auch  nicht  wenn  et  und  y 
negativ  und  zugleich  12y>a2;  ferner  dass  für  ein  positives  y  der 
Wurzelgrüsse  nur  das  positive  Zeichen  zu  geben  ist.  Für  ein 
negatives  y,  in  welchem  Falle  für  ein  mögliches  a  auch  et  nega- 
tiv sein  muss  und  zugleich  «2  >  Yly  («2  =  12y  giebt  drei  gleiche 
Wurzeln),  ist  die  Wurzelgrösse  (±),  je  nachdem  a,  d.  i. 


_  /?(«*- 12y)       >4/q 
2a(«2  +  4y)  —  9/S2  <  \  <> ' 


wo  für  cc  und  y  die  positiven  Werthe  zu  setzen  sind. 

>  « 
Noch  mag  bemerkt  werden,  dass  für  a2    .  p,  d.i.  für  (+)  der 

Wurzelgrösse,  die  gleiche  Wurzel    (?.  .        J  ist  als  die  ungleiche 

mit  demselben  Zeichen.  Denn  für  die  gleiche  a  heisst  die  un- 
gleiche mit  demselben  Zeichen  nach  3),  da  y  negativ  ist,  . 

(wo  a  positiv),  wenn  man  für  y  den  Werth  aus  4)  substituirt. 
Aber  wegen  a2  6a2  ist  a  =  6a2  +  5,  wo  5  eine  positive  Grösse 
bedeutet,    also 

6  =  —  a+  V4?±<J,  d.i.   ^a. 

Das  Zeichen  von  a  selbst,  nach  4)  berechnet,  ergiebt  sich  erst  §.(>.  F. 

*  • 

Ist  auch  F3^  =  0,    was  nur  möglich  ist,   wenn 

1)  0  =  0   und   «2  —  4y  =  0   oder 

2)  a2  +  12y=0  und  2702  +  8«3  =  O, 

so  ist  im   ersten  Falle  aus  F2o:=0: 

V/       2y 
' (nur  möglich  für  ein  negatives  o,  da  y  positiv), 

—  ^  =  4-V+y,   ftir  a  negativ, 

4 

=  +  V—  y»   >är  «  positiv, 
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und  da  dieses  Wurzeln   für  t\x,   so   hat  Fx   zwei  Paar  gleiche 
Wurzeln. 

Im  zweiten  Falle  müssen  a  und  y  negativ  sein ;    aus 
ist: 

Diese  Wurzel   enthält   Fxx  zweimal,    also   Fx   dreimal,    die   un- 
gleiche ist  6= — *\tu 


§•  3. 

Da  die  Aeuderung  des  Zeichens  von  ß  nur  das  Zeichen 
der  Wurzeln  ändert,  so  kann  in  der  folgenden  Betrachtung  ß 
immer  positiv  gelassen  werden,  so  dass  nur  vier  Fälle  zu  unter- 
scheiden bleiben,  nämlich  1.  a  und  y  sind  -f- ;  II.  a  ist  -f,  y  — ; 
HI.  a  ist  — ,  y  +  ;  IV.  a  und  y  sind  — .  Die  Relationen  selbst 
zwischen  den  Co  et  Heien  ten  enthalten  nur  die  positiven 
Werthe. 

I.     a  und  y  sind  positiv. 

A.      P   und    Q    sind    positiv. 
In  diesem  Falle   sind  die  Zeichen  obiger  Reihen  folgende*): 

Fx       FTx      F2x      F^x        F4 


[-»]= 

f- 





+ 

! 

(0)  = 

+ 

+ 





+ 

[+<»]  = 

+ 

+ 





+ 

also  hat  die  Gleichung,  da  jede  Reihe  zwei  Zeichen  Wechsel  ent- 
hält, keine  reelle  Wurzel.     Es  ist  aber 

Q  positiv,  wenn  ß*(27ß*  +  ict*)<l<>y{9aß*+(cP—4y)*\9  d.i. 
27/32<32«8  für  a2  =  4y;  27 ß*  <  162y3  für  a  =  0;  end- 
lich  Q  =  16y(«2-4y)2,  wenn  j3  =  0; 

P  positiv,  wenu:  I)  a  =  0;  2)  a2  =  4y;  3)  a2>4y  (hier  kann 
auch  0=0  sein);  4)  a2<4y  und  zugleich  9/32>2a(4y— a2). 


*)  Kurze  halber  sind  in  der  Folge  diese  Zeichenreihen   nicht  weiter 
hingesetzt. 
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B.  P  ist  positiv,    Q  negativ. 

Die  Reihe  [—od]  hat  drei,  die  Reihen  (0)  und  [-f  od]  haben 
jede  einen  Zeichemvechsel,  also  sind  zwei  Wurzeln  negativ,  zwei 
imaginär. 

Q  ist  negativ,  wenn  /32(2702  +  4a3)>  %[9a/32+(a2— 4y)2], 
d.  i.  27j32>32a3,  wenn  a2=4y;  27/34>16Y,  wenn  «=0; 
endlich    Q  =  —  4y   für   a=/3  =  0. 

P  ist  positiv  wie  hei  A. 

Für  a2<4y  und  9j3*  =  2<x(4y— a*),  d.  h.  P=0,  ist  F3a:  das 
von  x  unabhängige  Glied,  also  Q=  —  ß  (a2 -f- 12y).  Jede  der  drei 
Reiheu  hat  dann  einen  Zeichenwechsel,  folglich  die  Gleichung 
keine  reelle  Wurzel.  Dasselbe  Resultat  giebt  a=ß  —  i),  wodurch 
schon  Faa;  =  —  4y=zQ  wird. 

C.  P  ist   negativ,    Q  positiv. 

Jede  der  Reihen  hat  zwei  Zeichen  Wechsel,  also  die  Gleichung 
keine  reelle  Wurzel. 

P  ist  negativ,  wenn  a2<4y  und  zugleich  9j32  < 2a(4y  —  «*). 
Q  ist  positiv  wie  bei  A. 

D.     P  und   Q   sind    negativ. 

Dieser  Fall  kann  nicht  eintreten.  Denn  P  ist  nur  negativ, 
wenn  4y>«2  und  zugleich  9j32  <2a(4y  —  a2).  Aus  dem  zweiten 
Ausdrucke  folgt  aber,    wenn  man  quadrirt  und  36a3j52  addirt: 

3j52(27j32+,12a3)  <  4a2[9aj32  +  (4y— a2)2], 
also  auch ,    da   16y  >  4a2, 

3j32  C2702  +  12a3)  <  1 6y  [9aß*  +  (4y  -  a2)2] , 
folglich  um  so  mehr: 

02  (27j32  + 1 2a3)  <  16y  ßajS2  +  (4y  —  a2)2] , 
wofür  Q  positiv  ist. 

E.    P  ist  positiv,    Q  =  0. 

Für  0=0,  d.h.  /32(27/32+4a3)  =  16y[9aj32+(4y-a«)2],  müs- 
sen zwei,  oder  zwei  Paar  Wurzeln  gleich  sein.  (§.  2.)    Sind  zwei  ' 
gleich,   so  können  diese  nach  B.  nur  negativ  und  die  beiden  an- 
dern imaginär  sein;    die  paarweise  gleichen,    die  nach  §.2.,   wo 
die  Ausdrucke  für  die  gleichen  Wurzeln  gegeben  sind,    0  =  0  er- 
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fordern  und  den  Werth  +V   —  n  haben,    sind   für   +cc  imaginär. 
P  ist  positiv,   wenn: 

J)  a  =  0,   also,   wegen  Q  =  Q,    27/3*=  162y3, 

a~      3ß—     \  4~     \  3' 
b  =  —  a±aV—  2; 

2)  «9  =  4y,    alfeo,    wegen    0  =  0,  27/S4  =  32«»/J«,    d.h. 
a)    0  =  0:    0  =  +  ^  -|=  +  V-y, 

b,    «„_*  "- 1? 5F V»-       _ 

3)  «*>4y; 

4)  «a<4y  und   zugleich  9j3a  >  2a(4y  —  a2). 

Der  Fall  P  =  ö,  d.  b.  9j52  =  2a(4y-c*2),  kann  hier  nicht  eintre- 
ten. Denn  dann  wäre  Q  =  —  |S(a2+12y)  nur  =0  für  0=0,  also, 
wegen  />=(),  entweder  auch  a  — 0,  und  das  geht  nicht  an,  da 
für  cr=j5=0  nach  B.  alle  Wurzeln  ungleich  imaginär  sind,  indem 
©=  —  4y;    oder  a2=:4y,  was  wieder  gegen  <*2  <  4y  streitet. 

F.     P  ist   negativ,    Q  =  0. 

Nach  D.  muss  Q  für  ein  negatives  P  positiv  sein ;  es  lässt 
sich  aber  auch  leicht  zeigen,  dass  die  Ausdrücke,  welche  hier 
stattfinden  müssten,  unvereinbar  sind.  Nämlich  wie  bei  D.  müsste 
wegen  des  negativen  P: 

3/S2  (27jS2  + 12a3)  <  16y  [9c*j52  +  (4y  —  «2)2] 

sein,  und  wegen  Q  =  0: 

16y  [9«/32  +(4y—  a2)2]  =  |S2(27|S2 +4«3) , 

also  3/32(27j32+12a8)<j32(27/32  +  4«3),    was  nicht  angeht. 

Die  Wurzeln   sind   also   bei   positiven  Werthen   von  a  und  y: 

21.     sämmtlich  imaginär 

1)  wenn  p2(27|32  +  4a2)<  l6y[9«/32+(«2  —  4y)*|,  d.h.  in  *|»e* 
ciellen  Fällen,  wenn   0  =  0;   a=0=:O; 
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x2702<32<*3  für  a2=4y; 
27/34<162y3  für  a  =  0; 

2)  wenn  <*2<4y  und  zugleich  9j52=2a(4y  —  aa). 

33.     Zwei   sind    reell    und    negativ,    zwei    imaginär, 
wenn  jS2(27(3a+4a3)^16y[9aiSa  +  (aa— 4y)a],   d.  b. 

270*  >  32a3  für  ,«2  =  4y; 

§.  4. 

II.     a  ist  positiv,   y  negativ. 

Hier  ist  immer,   auch  für  a  oder  /3=0,   P  positiv,   Q  nega- 
tiv.    Der  Faktor   (a2 — 12y)   in    der  Reibe  (0)    ändert   zwar  sein 

Zeichen,  je  nachdem  a2       I2y,    und   verschwindet   für    «2=12y, 

aber  die  Anzahl  der  Zeichenwechsel  bleibt  immer  zwei,  mag  auch  in 
dem  letzten  Falle  das  fortfallende  Glied  +ö  oder  —0  genommen 
oder  ganz  fortgelassen  werden.  Die  Anzahl  der  Zeichenwechsel 
in  den  drei  Reihen  [—  qc],  (0),  [+oc]  bleibt  also  immer  resp. 
3,  2,  1. 

Für  a  =  ß  =  0i  also   F3x  =  +  iy  =  Q9  sind  die  Zahlen  für  die 
Zeichen  Wechsel  jener  Reihen  2,  1,  0. 

In  allen  Fällen  sind  also  zwei  Wurzeln  imaginär  und  von  den 
reellen  ist  die  eine  positiv,   die  andere  negativ. 

111*    a  ist   negativ,    y  positiv* 

A.     P  und  Q  sind   positiv. 

Jede    der  drei  Reihen  giebt  zwei   Zeichen  Wechsel,    also  hat 
die  Gleichung  keine  reelle  Wurzel.     Es  ist  aber 

Q  positiv,  wenn  4[a3j32  +  4y(«3-4y)2]>902(3i3a+16«y),  d.i. 
16V>27ß4   für   «  =  Ö,     Q=16y(a2  —  4y)*   für  0  =  0; 

P  positiv,  wenn  1)  a=0;  2)  a2<4y  (hier  kann  auch  0=0  sein). 
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B.     P  ist  positiv,   Q  negativ. 

Es  hat  [—00]  drei,  (0)  einen,  [+00]  auch  einen  Zeichen- 
wechsel, also  die  Gleichung  zwei  negative  reelle  Wurzeln. 

Q  ist  negativ,  wenn  4[a3^2+4y(aa— 4y)2]  <9j3a(3/3«+16ay), 
d.i.  162y8<27/34  für  <*  =  0, 

Q  =  —  0a(2702  +  32a3)   für  a2=4y, 
=  —  4y    für    a=zß  =  0; 

P  ist  positiv,  wenn  1)  a=0;  2)  a2==4y;  3)  <*3<4y  (0=0 
würde  hier  zwar  P  positiv  geben,  aber  Q  auch  positiv, 
da  dieses  doch  negativ  sein  soll);  4)  aa>4y  und  zugleich 

9/32>2«(aa— 4y). 

In  dem  Falle  a2~4y  kann  Q  nicht  positiv  werden,  da  die 
drei  Ausdrucke  P  und  Q  positiv  und  a3~4y  nicht  zugleich  be- 
stehen  können ;     es    konnte    also    bei  A.   a2  7~  4y    und    zugleich 

9|Sa>2a(aa — 4y)  nicht  vorkommen,  indem  dann  zwar  P  positiv, 
aber  Q  negativ  wird.  Setzt  man  nämlich  a2=4y-f  ö9  wo  8  eine 
positive  Grösse  bedeutet,  also  4(aa — 6)  für  16y,  ö  für  «2  —  4y, 
9$— 8«2  för  aa— 36y, 

in  P  ==9/S^  —  2a(aa  — 4y) 
und  in  Q  =  16y(aa— 4y)a— 27/34  +  2a/Ja(aa—36y); 

so  erhält  mau: 

Q=— iP2—  K4a3-3<5)(6aß2--  <5a) 

=—!/»  — j<o«+  12y)(«a/P— d«). 

Da  aber  /*  positiv  sein  soll,  so  ist  02>  -«-  ,   also 

>  i<*(4y+<S) 
und 

6«|Sa-<52>|(16y  +  d), 

folglich  der  Faktor  (6a/32 — ä2)  positiv  und  Q  nur  negativ,  auch 
für  d*  =  0,  übereinstimmend  mit  obigem  Q=— ß2(27/5a  +  32a3)  für 
«a  =  4y.  Q  wird  noch  negativ,  nämlich  =2  —  j3(«2+12y),  wenn 
/*=(>,  d.h.  aa>4y   und  zugleich  9/3a  =  2«(aa— 4y).     Die  Zahlen 
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för    die   Zeichenwechsel   in  den   drei  Reihen  sind  hier  3,  1,  I, 
also  ebenfalls  zwei  Wurzein  reell  und  negativ. 

Der  Fall  endlich  cc=ß=:Q  ist  schon  §.  3.  ß.  vorgekommen. 

C.     P  ist   negativ,    Q  positiv. 

[ — oc]  hat  vier,  (0)  zwei,  [+ oo]  keinen  Zeichenwechsel,  also 
hat  die  Gleichung  zwei  positive  und  zwei  negative  reelle  Wurzeln. 

P  ist  negativ,  wenn  a2>4y  und  zugleich  9/3*<2a(«2 — 4y), 
Q  positiv  wie  bei  A. 

D.     P  und   Q  s\n(\   negativ. 

Zwei  Wurzeln  sind  reell  und  negativ,  denn  [ —  oo]  hat  drei 
Zeichenwechsel,  (0)  und  [+cc]  jede  einen. 

P  ist  negativ  wie  bei  C. 

Q  negativ  wie  bei  ß.     Hier  kann  nicht  ß=Q  sein,  weil  da- 
durch Q  positiv  wird. 

E.     P  ist  positiv,   ©  =  0. 
Die  gleichen  Wurzeln  sind  nach  ß.  negativ. 

0=0   wenn    4[a3/J2  +  4y(a2— Ayf]  =  9j5*(30*+16ay); 

P  ist  positiv,   wenn : 

1)  a  =  0,   also  wegen   Q=z0,   27/34  =  lö2?8 ; 

2)  a2  =  4y,  also  wegen  Q  =  0,  j52(27/32  +  32aa)  =  0.  Da 
dieser  Gleichung  nur  durch  j3=0  genügt  werden  kann, 
so  hat  man  nach  §.  2.  zwei  Paar  gleiche  Wurzeln ; 

3)  «2<4y; 

4)  a2  >  4y  und  zugleich  902>2a(a2— 4y),  welcher  Fall 
aber  hier  nicht  eintreten  kann,  da  er  nach  ß.  immer 
ein  negatives  Q  giebt.  Eben  so  wenig  kann  P=0, 
d.h.  9/32=2a(a2-4y)  sein,  weil  dann  G=-0(a2+12y) 
nur  *=:0  wird  für  0=0,  also,  wegen  P=0,  entwe- 
der ct  =  Q,  was  nicht  angeht,  da  für  a=j3  =  0 
F2a:=:  —  4y=Q,  oder  a2  —  4y=0  gegen  «2>4y. 

F.     P  ist   negativ,    Q  =  0. 

Nach  dem  Sturm  sehen  Satze  fehlt  hier  die  Entscheidung,  ob 
die  gleichen  Wurzeln  positiv  oder  negativ  sind.  Aber  da  für  zwei 
positive  gleiche  Wurzeln  -f-a,  +a  und  zwei  negative  —  6,  —(2a—  6) 
die  Gleichung 
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x*-[2a*  +  (a~ 6)2]#2+2«(ß -A)2a:  +  (2a-- b)<fib=0 

entsteht,  so  haben  die  gleichen  Wurzeln  mit  ß  dasselbe  Zeichen, 
d.  h.  hier  das  positive.  Sind  dagegen  zwei  gleiche  Wurzeln  nega- 
tiv —  a,  — a,  zwei  imaginär  o  +  ci.  so  heisst  die  Gleichung: 

x*  -  (2o2— c2) x*  +  2nc*x  +  a2(«2+c2)  =0. 

Wegen  «2>  4y  (damit  P  negativ  wird)  müsste  dann  c2  >  8«2  sein, 
wodurch  a  positiv  würde,  was  nicht  sein  soN.  Die  gleichen 
Wurzeln  sind  also  nicht,  wie  man  vielleicht  nach  der  V erglei- 
ch ung  von  C.  mit  D.  erwarten  könnte,    negativ,    sondern  positiv. 

Bei  — a  und  +y  sind  also  ) 

91.    alle  Wurzeln  imaginär.,  wenn: 

<**<4y   und  zugleich  4[a8/32  +  4(a2— 4y)2J  >  9j32(3j$a+16«y), 

d.  h.  statt  des  Letztern  in  den  besondern  Fällen,  wenn  ß=Q; 
«  =  0=0;    16y>2708  für  a  =  0; 

SB.     zwei   imaginär,    zwei  reell  negativ,    wenn: 
4  [a3/?2  +  4  (a2  -  4y)2]  ^  902  (3|32  +  16ay) , 

und  zwar  muss  die  Ungleichheit  schon  stattfinden  in  den  speziel- 
len Fällen  1)  «2  =  4y;  2)  «2>4y,  aber  902^2a(a2-4y).  Für  die 
Gleichheit  ist  «t=0  oder  a2<4y; 

(£.    alle  reell,  zwei  negativ,  zwei  positiv,  wenn: 
4  [a3/32  +  4  (a2  —  4y)2]  ^  üß*  (3/S2  + 1 6ay) , 

und  zugleich  a2  >  4y,  aber  9|32<2a(a2  —  Ay)  oder  im  Falle  der 
Gleichheit  «2=4y  und  /5  =  0. 


$.  6. 
IT.      a  and  y    sind    negativ. 

A.     jP  und   Q  sind   positiv. 

P  ist  positiv  för   9/?2>  2ce(a2+4y), 

Q  ist  positiv  für  4aj32(«2+36y)>27ß4  +  16y(«2+4y)2 

Aus  diesen  Werthen  für  P  und  Q  folgt: 
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2«(aa  +  12v) 

2)     4a/S2(a2  +  36y)=27/?4  +  16y(a2  +  4y)2  +  ^, 

wo  d  und  ^  nur  positiv  seih  können.  Setzt  man  den  Werth  von 
p*  aus  1)  in  2),  so  erhält  man  die  Gleichung: 

.           8(12?-«»)«,          4(«*+4y)(12y-«*)«       _, 
<**-         27  d= 9". 27 ^' 

also  8  nur  möglich,   wenn 

16(12y— a2)2««2  ==  4(a2  +  4y)(12y— «*)* 

27  >  9.27  +  ^' 

d.h.  vrenn  a2>12y*). 

Aus  P  positiv  ergiebt  sich  aber  ferner: 

81/3*  +  4a2  (a2  +  4y)2  >  36a/?2  (a2  +  4y) , 

also  wenn  man  hier  für  den  Fall,  dass  a2>12y  sein  sollte,  links 
12y  +  ä'  für  den  Faktor  a2  setzt,  rechts  8.36a/£—  8.36a/?2  hinzu- 
fügt und  nach  einigen  Umformungen  durch  3  dividirt: 

27|34  +  16y  (a2  +  4y)2  >  4a/?2  (a2  +  36y)  + 1 <$'  [6a/?2 — (a2  +  4y)2]. 

Nun   folgt  aus  9/3*  >  2<x(«2  +  4y): 

6a/32>  Ja2(a2+4y), 
und   aus  a2>  I2y: 

i(«2  +  4y)>(«2  +  4y)2, 

also  um  so  mehr  6a/32>(a2+4y)2,  folglich  der  Faktor  [6a/52-(«2+4y)a] 
positiv  und 

27/?4  +  16y  (a2  +  4y)2  >  4a/?2  (a2  +  36y) , 

wofür  0  negativ  ist.  P  und  Q  können  also  nicht  zugleich 
positiv  sein. 

Ist  P=0,  d.h.  9/32=2a(a2  +  4y),  so  wird  <?=—  /?(a2—  12y) 
positiv  für  a2  <  12y.  Die  Anzahl  der  Zeichen  Wechsel  2,  1,0  in 
den  drei  Reihen  zeigt  dann,  dass  die  Gleichung  eine  positive  und 
eine  negative  reelle  Wurzel  hat. 

ß.     P  ist   positiv,    Q  negativ. 
Auch   hier  mag,  wie  im   §.3.,   der  Faktor  (a2  —  12y)  in  der 


*)  Für    al  =  \2y   wird«    0  =  —  }tP*    ««•».     (§•  ä.  B.) 
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Reibe  (0)  positiv  oder  negativ  oder  auch  ±0,  d.  h.  a2=  I2y,  oder 

< 
auch   a  =  0  sein,    die  Anzahl  der  Zeicbenwechsel   bleibt  3,  2,  1. 

P  ist  positiv  wie  bei  A.; 

Q  negativ,   wenn  4a/32 (a2  +  36y)  <  27/5«  +  % (a2  +  4y)2. 

Für  P  =  0,  also  9/3«  =  2« (a2  +  Ay) ,  wird  Q=  -  £(«*— 12y) 
negativ,  wenn  a2>  12y.  Die  Anzahl  der  Zeichenwechsel  bleibt 
dieselbe,  also  hat  die  Gleichung  eine  positive  und  eine  negative 
reelle  Wurzel. 

C.     P  ist   negativ,    Q   positiv. 

Wie  bei  A.  erhält  man,  wenn  dort  d  negativ  gesetzt  wird, 
dass  a2>  12y  sein  muss.  Dasselbe  lässt  sich  aber  auch  so  zei- 
gen. Sollte  Ä2<12y  sein,  so  setze  man,  wenn  I2y=a2  +  ä,  in 
/>=9/32  — 2a(a2+4y)  und  in  G=4a/32(a2+36y)— 27/J2- 16y(a2+4y)2 

4a« +  35  für  (a2+36y),  *(a2  +  5)  für  16y,  — ~^-  für  (a2+4y), 
und  erhält: 

G=-J/*-  ^[(4a2  +  d)2-54«|52]. 

Da  aber  P  negativ,  so  ist  2a(a2  +  4y)>  9/S2,  d.i. 

2a 

Tj-(4a2  +  5)>9/5«   oder    4a2(4a2+ 5)>54a/32, 

also    um   so  mehr  (4a2  +  ä)2  >  54aj32,  d.  h.  der  Faktor 

[(4a2  +  tf)2  —  54ajS2] 

ist  positiv,  mithin  Q  negativ.  Für  5z=0,  d.  h.  a2=12y,  ist,  wie 
schon  bei  A.  bemerkt  wurde,  Q=z — JP2.  Die  Zeichen  Wechsel 
4,  3,  0  deuten  auf  eine  negative  und  drei  positive  reelle  Wurzeln. 

P  ist  negativ,   wenn   9j32 < 2a (a2  +  4y) , 
Q  positiv  wie  bei  A. 

D.     P  und  Q  sind   negativ. 

Die  Grösse  ß2(a2 —  12y)  in  der  Reihe  (0)  mag  0,  positiv  oder 
negativ  sein,  die  Anzahl  der  Zeichenwechsel  bleibt  immer  3,  2,  1, 
so  dass  die  Gleichung  eine  positive  und  eine  negative  reelle 
Wurzel  hat. 

P  ist  negativ  wie  bei  C, 
Q  negativ  wie  bei  B. 
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E.  P  ist   positiv,    Q  =  Q. 

Aus  A.  folgt,  wenn  man  4  =  0  setzt,  dass  Q  für  ein  posi- 
tives P  negativ  sein  muss,  also  nicht  =0  sein  kann. 

F.  P  ist  negativ,   Q  — 0. 

P  ist  negativ  wie  bei  G. 

0  =  0,  wenn  4aß*  («2  +  36y)  =  27ß4  +  I6y  («2  +  4y)2. 

Nach  C.  hat  die  Gleichung  drei  positive  Wurzeln,  von  denen 
also  zwei  gleich  sind.     (§.  2.) 

Ist  />=0  und  a2=12y,  also  27/32=r8a3,   so  ist  F3j?  =  0  und 

.3/3 
FtfC  =  (a:  +  7^)*»  woraus  die  in  §.  2.   angegebenen   drei   gleichen 

Wurzeln  folgen. 

Es  sind  also  bei  negativen  Werthen  von  a  und  y: 

31.     zwei  Wurzeln  imaginär,  eine  positiv,  eine  negativ  reell, 
wenn 

2704  +  16y  (a2  +  4y)2  >  4«/P  (a2  +  36y) , 
wohin  als  besondere  Fälle  gehören : 

«  =  0;    0  =  0;    9/52  =  2a(a2-My)    aber   «2<12y; 
«2=12y    aber    27/J*  ^  8a3- 

35.     Alle   Wurzeln    sind   reell,    und    zwar  drei  positiv,    eine 
negativ,    wenn: 

1)  27p+16y(a2  +  4y)a^4tfi52(a2  +  36y)> 

2)  o2  =  12y  und  zugleich   27/S2  =  8a3. 

Lässt  man  die  Fälle  j8=.0  und  a=0  =  ü,  welche  der  Voll- 
ständigkeit wegen  und  um  zu  zeigen,  dass  der  Sturm  sehe  Satz 
auch  für  sie  das  Richtige  giebt,  mit  aufgenommen  worden,  als 
bekannt  fort,  so  giebt  die  Zusammenstellung  der  gewonnenen 
Resultate  folgendes  Täfelchen,  welches  aus  den  Coefficienten 
auf  die  Beschaffenheit  der  Wurzeln  schliessen  lässt.  Es  zeigt 
sogleich,  dass  alle  Wurzeln  nur  reell  sein  können,  wenn  et  nega- 
tiv, und  alle  imaginär,  wenn  y  positiv  ist.  Dass  für  ein  negati- 
ves ß  die  Wurzeln  das  entgegengesetzte  Zeichen  erhalten,  wurde 
schon  erwähnt. 

Theil  XXXIV.  8 
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Anzahl 
Wur- 


B  e  'I  i  n  e>  u  ii  ß  $  -  A  u  .-  d  r  ü  c  k  e. 
(a,  ß,  y    sind  immer  positiv  zu  nehmen.) 

d.  i.  '2?^<:J2ß»  für  <.*=4y;  27(3*<I6V  'ür  <*=0. 
2)   «a<4j-  und  zugleich  9/3«— 2o(4j--tt2). 

gleich), 
d.  i  27|S»>3S««  für  o*-4)s  27(34^  16V  <ur  «  =  0. 

4[ßB^+4)-(na— 47)2]>!l|32f  lOttj-und  zugleich  «2<4j-, 
d.i.  I6y>27|34  liir  «=0. 

4[^+4„.-W>9W+'»-»,iepos,i„n>i„d 
Bleich), 
und  nugleich  «a>4y,  aber  9f3a<2ß(aa— 4y). 

sind  gleich), 

2)  «»  =  4,, 

3)  «2>4y  aber  9j3a^2o(«*— 4y). 

1)  27fJ<  +  16j.(o'  +  4/)'  >  4«0«(.<*  +  %) , 
2)«  =  0. 

3)  Ö/S»^?«^3  +  4j->   aber  «a  ^  12y, 

4)  b»=i»).  aber  270«  ^80». 

(hier  ist   immer  ß1^  12y), 

2)  a*=l'lyu.  zugleich  27^^8ns  (die  drei  sind  gleich). 


tr-liuiiissaufgiihfit  filr   SeUUtr, 


IX. 

Uebungsaufgaben    fiir  Schüler. 


T«.n    Ben 


e1.lt>- 


Wie  hoch  über  der  Horizontalen  A3i=a  (Taf.  I. 
Flg.  7.)  muss  ein  leuch  tender  Punkt  C  stehen,  um  eine 
in  1/  befindliche  kleine  horizontale  Flüche  am  stärk- 
sten zu  beleuchten? 

i  J  die  Intensität  des  Lichtes  in  der  Entfernung  .(.  N«r 
Vinkel,    unter  welchem  das  Licht   die  Fläche   in   .1/  trifft,   so  ist 

i   der  Entfernung  u   die  Intensität   =    %(x —  xs),    wenn    n,\u6  =  x, 

glich    für   das   Maximum   x2  =  \;    die   grüsste    Intensität  seihst 
ÄV3    J 
g—  ■  -,■     Um  den  dein  Maximum  entsprechenden  Punkt   C  zu 

mstruiren,  wird  das  rechtwinklig-gleichschenklige  Dreieck  31AD 
l'und  BC  parallel  AM. 


leichnet,   BM= 

er  mit  dem  Radius  t 
Kreisfläche  soll  ein  Sektor  geschnilti 
eines  senkrechten  Kegeln 
Cubikinhalt   umsehliesst. 


lies 


de 


Der  Winkel  am  Centrum 
«bische    Inhalt    des    Kegels 


-C, 


»Ö  =  s 


(siuÖ— sinrVV,    folglich    (Vir 
,    C=360n.\ 'U   der  kubische 


3.     Der 

Kegel   mit 


Kn gel    einueschriebene 
-m    Mantel. 


Der  Radius    der   Kugel    sei    =  r,    der  Winkel,    den  ein  vor 
ntrum  nach  einem  beliebigen  Punkte  im  Umfange  der  Basis  de 

Kegels   gezogener   Radius  mit  dessen  Ase   bildet,   *ei  =6,  so   i> 
i   krumme   Oberfläche  F  des  Kegels,    dividirt  durch   die  Ober 


iche  S  der  Kugel,  oder   ^  =  sin  19  —  sini) 
iximum   cosö=i,    F=l\'3,  S. 


folglich    ti.i     diu 
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4.  Wenn  die  Gesamnitoberfläche  des  Kegels,  d.  h. 
Mantel  und  Basis,  zusammen  ein  Maximum  sein  soll, 
und  F'  die  G  es.mimtoberfläche  bezeichnet,  so  ist 

F 

^  =  siniö.cosiÖ2.2.sin(45°  +  iö)2==a;+a:2— *8  — :r4 , 

.    0 
wenn  a:  =  sin  5. 

Für  das  Maximum   ist  8ar  =  l  +  Vl7, 

(107  +  S1V17) 

*   =  512  Ä# 

5.  Der  kubische  Inhalt  des  einbeschriebeiien  Ke- 
gels ist  =  \r*n.{\  —  cos02).(l  +  cos0).  Wenn  cos0  =  J,  so 
findet  das  Maximum  statt;  der  cubische  Inhalt  des  grossten 
Kegels  =|?r%. 

6.  Der  kubische  Inhalt  des  grossten  in  die  Kugel 
beschriebenen  Cylinders  =jv3.r%,   cosö2:^. 

7.  Der  Mantel  des  grossten  Cylinders  =  2r%,  wobei 
0  =  45°. 

8.  Die  Gesannntoberfläche  Q  des  einbeschriebe- 
nen   Cylinders,    dividirt    durch   r*n9    =  2sin20+l —  cos20, 

folglich  für  das  Maximum  tang20  =  —  2  und   -^    =  1  +  V&- 


X. 

M  i  s  c  e  1  I  e  n. 


Einige   neue  Sätze   über  das   rechtwinkelige   Parallelepiped. 

Von  Herrn  Professor  Friedrich   Mann   zu   Frauenfeld 

im  Canton   Thnrguu. 

1)  Wir  bezeichnen  (Taf.  I.  Fig.  8.) : 

die  Seitenkanten  OA,  OB  und  OC  durch  ll9  4  una*  Ai5 

die  Hauptdiagonale  OOx  durch  d; 

die  Seitendiagonalen  OxA,  OxB$  OxC beziehungsweise  durch 
di ,  d%,  d%  ; 


tffnc fiten. 
eine  in  <\  auf  0<\  senkrecht  t 

„    „  o    „    oo, 

die  Abstände  der  Punktet,  ß  und  C 
..  „    .    „       A,  B    „    C 
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ebtete  Ebene  durch  £; 

E  durch  e„  e%,  e3; 
Ex    „     «i.e».^; 
die  Projektion  des  Dreiecks  ABC  auf  H  durch  ^, /?,£', ; 
die.  Winkel,  welche  OOl  mit  OA,  OB  und  OCeinschüesst, 
durch  «,  ß  und  y. 

•2)  Das  Dreieck  ABC,  welches  die  Seiten  diagonalen  des  Paral- 
lelepipeds  r.u  Seiten  bat,    ist  stets  spitzwinkelig. 

3)  Irgend  zwei  Gränzllächen  der  Pyrnmide  ABCOx  haben 
gegen  diejenige  Gränzfläche  des  Parullelepipeds,   in  welcher  ihre 

Schnittlinie  liegt,  vollkommen  übereinstimmende  Neigung. 
.  B.  CBA  und    OtBA  gegen   OBDA.) 

4)  Die  Diagnnalehenen  des  Parallelepipeds  balbiren  diejeni- 
gen Fläcbeiiwinkel  der  Pyramide  ABCO^ ,  durch  deren  Kanten 
«ie  gehen. 

5)  Der  Mittelpunkt  der  Hauptdiagormle  des  Parallelepipeds 
ist  zucleich-der  Mittelpunkt  derjenigen  Kugel,  welche  der 
Pyramide       ~ 


AB('Ot   einhescbrieben  werden 

kann. 

et  le^iej  — sii)aci:s 

in^:sin*y, 

«,:«,:  ft  =  CM»B:« 

lSa/J:COSS)>, 

O,  A\ :  O, ßj  :  0, C,  —  sinv1« :  t 

in  2j3 :  siri^y. 

iS)  Aus  C| ,  e2  und  Cj  muss  sieb  stets  ein  Dreieck  construi- 
i  lassen. 

9)  Oi   ist  der  Schwerpunkt  des  Dreiecks  AlBiC,. 

10)  Der   Kubikinhalt  des  Parallelepipeds   stimmt  überein   mit 


dem  Kubikinhalt  desjenigen  Pri 
e»,  e3  zur  Grundfläche  und  <! 


i  das  Dreieck  au» 
e  Hauptdiagonale  d  zur  Höbe  hat, 

11)  Der  Kubikinhalt  der  Pyramide  ABC0X  ist  ein  Drittel 
vom  Kubikinhalt  des  Parallelepipeds. 

12)  Rechtwinkelige  Parnllelepipede  sind  gleich,  wenn  sie  in 
der  Summe  und  im  Produkt  der  Entfernungen  (£, ,  (£4  und  (Ej 
übereinstimmen- 


Heu  folgende»  lehrreichen  Briet' dp»  Herrn  Dr.  Lindman  in 
Strengnäs  iu  Schweden  lasse  ich  vollständig  abdrucken  und  danke 
Herrn  Lindman  verbindlichst  für  denselben.  U. 

Johann i  Augusto  Grunert 
Christianus  Fr.  Lindman,  Lectur  Strengnesensis,  S.  P.  D. 
Postquam  novissimas  ad  Te,  vir  cel«.,  titteras  dedi,  variis 
negotiig  adeo  distentus  fui ,  vix  ut  tempus  mihi  fuerit  Archivuni 
Tuum,  quoquo  modo  lieri  putult,  cognnsuendi  et  diligentior  lectio 
in  aliud  lempus  reservanda  sit.  Librum  percurrens  incidi  in  com- 
mon tat  ionera    Cel'  Minding   de    integrali   deßniio    /       - — —  da:» 

quod  ego  abhinc  octo  omnis  in  Archivo  tractavi.  Ibi  euuntiavi, 
integrale  illud  ünitum  non  esse,  nisi  esset  n — m=  numero  pari 
positivo  vel  =0,  et  valares  dedi,  si  res  ita  esset  comparata.  Cel"" 
Mind'uig  eosdem  dedit  valores,  sed  praeterea  reperit.  hnc  inte- 
grale semper  esse  linilum.  dummodn  ne  esset  m  =  \  el  n  =  nu- 
mero pari.  Etiamsi  in  errorem  quendum  inciderim,  en  tarnen  nie 
cunsnlor,  quod  hunc  errorem  illa  via,  qua  ingressus  eram,  vix  et 
ne  vix  quideui  vüare  poiuisse  inih]  videnr.  Notissimuni  quidem 
est.  i|iiun>  inteurnlia  sint  inlinita,  lieri  tarnen  posse,  ut  differenti* 
eoruni  i-it  linila ;  sed  rarissime  tarnen  videtur  usu  venire,  ut  series 
termiiiorum,  qui  in  inlinituiit  abeant,  suinmaiu  habeat  finitam,  at- 
que  ideo  illa  rc»  mihi  non  Fehlt  in  mentem.  \  erumtaiiieu  in  com- 
mentario,  um  in  Actis  Rej*.  AcademUe  Sclent.  Molinien- 
sis    locus    datus    est    cujusque    exeiuplum    Tibi    misi,    proposui 

/•  e--*»Cos«*— e-B*Ct>H!>x    ,        ,,B*+(P 
tlx=il2!t  +  a1'    CUJUS 


ope    ego    quoque    (pm 
1  potui 


- 


A    et  ß=0)   fnrmularo    Cel'    Mindii 
c  integrali  usus  essem.     Cel™  Mindii 


,u. 


valorem 


in  Archivo  (Tom.  XVI.  pag.  101.)  ego  prii 
dedi  qundque  caussa  fuit,    cur  integrale 


iii«d  f 


quaererem. 

Tomum  XVI.  evolvens  demonstrationeni  Tuain  theorematis 
Lambertini  de  sectoribns  paralmlicis  quadrandis  e  memoria  prope 
elapsam  oflendi,  Theoreuia  illud,  uu.>d,  ut  censes,  Astronomis 
quam  Geometris  familiarius  videtur  et  hantl  sein'  an  neceswitate 
lateris  recti  esterminnndi  ortum  .«it.  alibi  aliter  demonstratum  vidi. 
Bohnen  herafer  in  Ifbrn  suo  de  Astrotiomia  {Tübingen  181!)  de- 
moiiKlratiniK'iii  omniiiin  brevintniuaiii  dcrlil,  qmie  lamcn,  ut  iu 
sectinnibus  conicls  Simsonii  nixii,  his  tetnporihus  apta  uou  viile- 


Mitcuilen. 


ignorent. 


,     quum    praesertim    haud     |nm«-i    lilirum    Si 

iiiii  vero  aüae,  quas  vidi,  deniutistrntitines  non  satis  prohaliiies 
videantur,  huir  rei  nptime  cnnsululsti ,  quid  novam  eamque  aecu- 
ratam  pulcherrimi  fiujiis  theorematis  demonstrationem  dedisti. 
Quamquani  coordinalae  polares  ad  quadrututain  sectorum  accommo- 
datissimae  mihi  semper  sunt  visae,  cui  rei  iudicio  est  cnmmenta- 
riolus  meus  Archivo  (Tom.  XXVI.)  insertns,  ejusmodi  tarnen  coor- 
dinatis  alistinendimi  orbitror ,  si  quis .  viaiu  a  Te  in  proneruio 
inonstratam  seqnens,  sertorem  parabolicum  sine  ope  calculi  inte- 
gralU  qnadrar?  velit.  Praeter  npinionem  mihi  contigit,  ut  hac  via 
hrevem  reperirem  demonstrationem,  quam  nunc  mitto,  si  forte 
eam  inspicere  Tilii  placebit  *). 

Cliam  alium  commeiitariiini.  qund  est  additameDtum  qunddam 
■llius,  qui  in  Actis  Reg.  Soctet atis  Scient.  Upsaliensis 
<1S55)  edidi  Tibi  et  Archivo  Tito  mitto.  In  transcendente  illa 
saejiiua  versatus  sum,  neqne  dubirn,  quin  digna  sit,  in  quam  ptures 
studia  sna  corileraut,  quia  mulla  alia  integrulia   ex  ea  pendent  **). 

Tom.  XXX.  pag.  16Ö.  Cd**  ..(Mausen  demonstrationem  dedit 
theorematis,  qund  a  Cei°  Schlötiiilch  inventum  putat.  Non  du- 
bito,  quin  Schlrimilch  theo  reu  la  illiid  sua  sponte  et  per  se  in- 
vencrit,  sed  primus  non  invenit.  Theon-ma  enim  illnd  primus 
proposuit  Cel"'  Mnlmsten  (nntea  Professor  Upsaliensis,  nunc 
Konsiliarius  Rejjis)  in  elegantisMma  illa  dissertatinne  academica, 
qua«  inscrihitur  „Theorpmata  nova  de  i  nte  grall  bus  defi- 
nitis  cett.  (Upsaliae  1842),  quam  Tu  in  Archivo  (Tom.  III. 
pag.  41.)  laudnsti.     Pag.  22.  dedit  formulam 


er 


©(I)  =  Aj)(l~,j,  +  g,-r,  +  etc.), 


nnde,    ope    formulae   notiMlroae     I\s)  I\\  —  *)  —  g.     ■-, 
Cel'  Schlümilch  facillime  invenitur. 

Tonio  XXX.  pagg.  465.,  466.  Doctor  Zebfusa  quattuor  pro- 
Inlit  inlegralia,  quae  antea  incugnita  arbirralui 
coguneci-re  licet  e  labtdis  Cel*    Minding,  si  i 


Attamen  jiriiauin 
ntegrali 


)  Arr tu. 


TM.  VXXIN.  S.  47B. 


Her.  Dnct<ir  Kehfnsa  in  H  e  i  il  c  Iberg  hat  mir  Unter  ikm  H.  IV- 
lemher  1859  einige,  e  e  g  e  ■■  den  in  Theit  XXXIII.  Nr.  VII.  Seite  104. 
abgedruckten  Aufsatz  lies  Herrn  Unf  erdinger  über  das  lintional- 
mnehen  der  Nenner  der  Brüche  mit  irrationalen  Nennern  gerichtete 
Bemerkungen  eingesnudt ,  woliir  ich  demselben  recht  sehr  danke.  Ich 
bemerke  die«  deshalb,  »dl  liier  lein  Kann»  mehr  zum  Abdruck  des 
Briefes  des  Herrn  Rectal  Zehfuso,  so  weil  «ein  Inhalt  hierher  gehört, 
vorhanden  ist,  und  es  auch  fraglich  bleibt,    tili  dazu  schon  [las  nüchite 

Heft,     dessen    Inhalt    sei ji  Izt    liest  im  in!   ist.      Knuiii    genug   darbieten 

wird.  Uehrfgens  benutze  ich,  um  nicht  später  wieder  nuf  diesen  Ge- 
genstand zurückkommen  zu  müssen,  den  mir  hier  noch  zu  Gelmle  ste- 
henden wenigen  Itanin  un^leieli  dazu,  rinss  ieli  dmarif  aufmcilsam  mache, 
das«  ieh  dem  kurzen  lind  ganz  elementaren  Aufsätze  des  Herrn  Unfer- 
dinger  die  Aufnahme  deshalb  nicht  versagen  zu  dürfen  geglaubt  habe, 
weil  ich  der  Meinung  gewesen  bin,  das*  die  darin  enthaltenen 
Bemerkungen  durchaus  Mos«  ganz  Mpeciell  mit  Rück- 
Nicht  aiii"  die  gleich  im  Eingänge  des  betref- 
fenden Aufsatzes  erwähnte  bekannte  einfache 
praktische  Methode  de«  Rationalmachens  auf- 
zufassen sind,    nnd  nur  den  Zweck  haben    und  haben  sollen, 

düng  dieser,  and  nur  dleiCr  Methode  zu  gehen.  Gewiss  hat 
Herr  Unferdinger  bei  Abfassung  seines  Aufsalzes  nurh  nur  diesen 
Gesichtspunkt  im  Auge  gehaht  und  ein  höheres  theoretisches  Ziel  nicht 
erstreben  wollen.  Es  «ei  daher  nochmals  erwähnt,  das«  alle  in  dem 
genannten  Aufsatze  des  Herrn  Unferdinger  enthaltenen  Bemerkungen 
durchaus  nur,  und  in  ganz  spezieller  Weise,  auf  die  gleich  im 
Eingänge  des  Aufsatzes  erwähnte  einfache  praktische  Mcthudo  des  Ka- 
tionalniaehens  zu  beziehen  sind.  Fee  Hielt  hätte  der  Schluss  des  Auf- 
sätze« vnrsiebtiger  ausgedrückt  werden  sntlen.  was  ich  gern  zugebe. 
Wegen  des  Weiteren  verweise  ich  aal  den  suüler  abzudruckenden  Brdef 
des   Herrn   Itoctnr  Zrltfum. 


Grunert:    DU  allgemeinsten  Getetxe  der  Kryttallograpbie.    121 


lue  allgemeinsten  Gesetze  der  Kristallographie,  gegrün- 
det auf  eine  von  neuen  Gesichtspunkten  ausgehende 
Theorie  der  geraden  Linie  im  Baume  und'  der  Ebene 
für  beliebige  schief-  oder  rechtwinklige  Coordinaten- 
systeme. 


Einleitung. 
Die  Form  der  Gleichungen  der  geraden  Linie  im  Räume: 

x—a y — b  _t — c 

cos  «  cos  ß  ~  cos  y  ' 
i  bekanntlich  (alic)  ein  beliebiger  Punkt  der  geraden  Linie  ist, 
ind  a,  ß,  y  die  von  einer  der  beiden  Richtungen  derselben  mit 
den  positiven  Theilen  der  Coordinatenaxen  eingeschlossenen,  180° 
nicht  übersteigenden  Winkel  bezeichnen,  bietet  so  viele  Vortheile 
dar  und  hat  vor  der  gewöhnlichen  Form  der  Gleichungen  der 
geraden  Linie,    etwa 

x  =  Ai  +  a,      y  —  Bt  +  b, 
so  wesentliche  Vorzüge,  dass  man  sich  in  der  That  sehr  wundern 
niuss,  jene  erste  so  elegante  Form   im  Ganzen  noch  so  wenig  in 
Anwendung   gebracht   zu   sehen.    Freilich  kann   man  einwenden, 
dass  die  Form 


ein  rechtwinkliges  Coordinaten  System  voraussetze  und  nur  bei 
einem  solchen  anwendbar  sei,  wogegen  der  gewohnlichen  Form 
der  Vorzug  der  Anwendbarkeit  bei  allen  beliebigen,  schief-  oder 
rechtwinkligen  Coordinatensystemeu  gebühre.  So  wenig  sich 
hiergegen  einwenden  lässt,  so  ist  doch  auch  nicht  zu  übersehen, 
dass  in  den  eigentlich  mathematischen  Wissenschaften,  ganz  be- 
sonders   auch    in   der  Mechanik,    den   optischen   Disciplinen   und 
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der  gesammten  Astronomie,  wohl  nicht  ein  einziger  Fall  vorkommt 
und  denkbar  ist,  wo  sich  die  Anwendung  eines  schiefwinkligen 
Coonünatensystems  als  noth  wendig  oder  auch  nur  vort  heilhaft 
erweisen  sollte,  indem  man  vielmehr  überall  mit  dem  rechtwink- 
ligen Connlinatensysteme  nicht  bloss  vollkommen  auskommen, 
sondern  auch  dieses  Coordinatensystem  stets  mit  dem  grossten 
Vorlheil  in  Anwendung  bringen  wird.  Nur  in  einer  der  schönsten 
Naturwissenschaften,  die  sich  bereits  ganz  und  gar  der  Herrschaft 
der  Mathematik  hat  unterwerfen  müssen  und  in  deren  Gebiet 
vollkommen*  eingetreten  ist,  nämlich  in  der  Krysrallographie,  kann 
man  nach  meiner  Meinung  das  allgemeine  dreiaxige  schiefwink- 
lige Cnnrilhmtensystcm  gleich  von  vorn  herein  nicht  entbehren, 
oder  würde  wenigstens,  wenn  man  sich  desselben  cntschlagen 
wollte,  sehr  viel  von  ifer  Eleganz,  Kl  n  fach  hei  t  und  Allgemeinheit 
der  Darstellung  aufzugellen  genö'tlngt  sein.  Zunächst  nun  um  die 
oben  erwähnte  Form  der  (Gleichungen  der  geraden  Linie  im  Räume 
auch  für  die  Krystallogrnnhie  fruchtbar  zu  machen,  habe  ich  diese 
Form  auf  das  schiefwinklige  Coordinatensyslem  zu  erweitern  ge- 
sucht, und  glaube,  dass  mir  dies  in  einer  Weise  gelungen  ist, 
welche  wenig  zu  wünschen  Übrig  lassen  dürfte,  wenigstens  mei- 
nen eigenen  Ansprüchen  vollkommen  geni'igt  hat.  Dies  hat  mir 
Veranlassung  gegeben,  in  den  beiden  ersten  Kapiteln  der  vorlie- 
genden Abhandlung  die  Theorie  der  geraden  Linie  im  Rannte  und 
die  Theorie  der  Ebene  aus  einem  neuen  Gesichtspunkte  zu  ent- 
wickeln, und  ich  hoffe,  dass  die  gewonnenen  Resultate  in  mehrfacher 
Beziehung  von  Interesse  sein  werden.  Und  wenn  nun  auch  diese 
neue  Theorie  der  geraden  Linie  im  Räume  und  der  Ebene  auf 
dem  Titel  der  vorliegenden  Abhandlung  nicht  an  die  Spitze  ge- 
stellt, sondern  aus  verschiedenen  Gründen  auf  die  Anwendung 
derselben  auf  die  Krystallographie,  welcher  da«  dritte  Kapitel 
gewidmet  ist,  zunächst  fiezug  genommen  worden  ist:  so  lege  ich 
splhst  doch  auf  die  erstcre  fast  einen  grosseren  Werth  als  auf  die 
letztere.  Was  nun  aber  die  in  dem  genannten  Kapitel  gegebene 
Entwickelt)!)!;  der  allgemeinsten  Gesetze  der  Krvsinlhigiaphie  selbst 
betrifft,  so,  muss  ich,  um  in  keiner  Weise  miss  verstunden  zu 
werden,  darüber  einige  riemerkurigeu  vorausschicken.  Deshalb 
sei  zuerst  rücksichtlich  der  in  g.  24.  gegebenen  allgemeinen  De-  ' 
linition  eines  Krystalls  bemerkt,  dass  es,  wie  es  hei  jeder  auf 
Strenge  Anspruch  machen  wollenden  Entwickelang  einer  Allge- 
meinen mathematischen  Theorie  ganz  unbedingt  erforderlich  und 
völlig  unabweisbar  ist,  bei  Aufstellung  dieser  Definition  zunächst 
und  vor  allen  Dingen  darauf  ankam,  eine  sichere  Grundlage  für 
die  zu  entwickelnde  Theorie  zu  gewinnen,  weshalb  ein  Krystall 
hier  nur  ganz  im  Allgemeinen  aufgefasst  worden  ist  als  ein,  einer 
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.ssen  allgemeinen  Bediiiguu g  entsprechendes  System  von  Ebe- 
von  welchem  dann  im  weiteren  Verfolg  der  Untersuchung 
srschiedene  allgemeine  Eigenschaften  bewiesen  worden  .sind. 
labei  habe  ich  midi  aber  überall  an  die  bewahrtesten,  den  Ge- 
instand  mit  wirklicher  mathematischer  Schiirre  und  analytischer 
Ulgcmeinhcit  verfolgenden  Schriftsteller  über  Krystallographie, 
■  Allen  an  Kupffer,  Quintino  Sella,  Miller  und  Nau- 
viel  als  möglich  angeschlossen.  Nur  inuss  ich  rück- 
skhtlich  Her  in  Rede  stehenden  Definition  eines  Krystalls,  um 
jeder  Missdeutung  vorzubeugen,  wiederholen,  dass  man  dieselbe 
hier  zunächst  durchaus  nur  aus  einem  mathematischen  Gesichts- 
punkte, als  Grundlage  für  die  Theorie  eines  gewissen  Bedingun- 
gen unterworfenen  Ebenen-Systems  zu  betrachten  bat,  indem  ich 
weiterer  Aufklärung  wegen  mir  auf  den  oben  genannten  Para- 
graphen und  ausserdem  ganz  besonders  auch  auf  §.  3i.  zu  ver- 
i  erlaube.  Eine  zweite  kürzere  Bemerkung  muss  ich  dem 
;endeu  noch  rücksichtiicb  des  von  mir  angewandten  aualyti- 
isdrucks  der  Gleichungen  der  Krystallflöcheu  voraus- 
schicken. Ich  hin  nämlich  dabei  von  der  jelzl  ziemlich  allgemein 
beliebten  Welse,  diese  Gleichungen  durch  die  sogenannten  Para- 
meter der  betreffe n den  Ebenen  auszudrücken ,  abgewichen,  und 
ZU  dem  in  der  analytischen  Geometrie  allgemein  gewöhnlichen 
und  in  allen  Beziehungen  zweckmässigen  Ausdruck  der  Gleichung 
der  Ebene  zurückgekehrt,  indem  ich  gern  bekenne,  dass  ich  mich  in 
dieser  Beziehung  ganz  an  Kupffer  anschliesse,  dessen  treffliches 
Hand  buch  der  rechnenden  Krys tallonouiie  ich  immer 
noch  für  ein  besonders  klassisches  Werk  halte.  Ganz  in  der 
Kürze  sei  hier  nur  bemerkt,  dass  ich  der:  jetzt  beuchten  Ausdruck 
der  Gleichung  einer  Krystallfiache  durch  ihre  sogenannten  Parameter 
verlassen  habe,  einmal  weil  ich  darin  gar  keinen  wesentlichen 
Vorzug  vor  dem  in  der  analytischen  Geometrie  gebräuchlichen 
Ausdruck  der  allgemeinen  Gleichung  der  Ebene  zu  erkennen  ver- 
mag, weil  ferner  beide  Ausdrucksweisen  mit  der  gross  teil  Leich- 
tigkeit sich  gegenseitig  in  einander  umsetzen  und  verwandeln 
lassen,  und  weil  endlich  der  Ausdruck  durch  die  Parameter  zu 
gewissen  analytischen  Bedenken  Veranlassung  giebt,  denen  der 
gewöhnliche  Ausdruck  der  Gleichung  der  Ebene  gar  nicht  unter- 
liegt. Mehr  hierüber  zu  sagen,  ist  unnöthig,  indem  es  völlig  ge- 
nügt, des  Weiteren  wegen  auf  das  zu  verweisen,  was  ich  in  der 
ausführlichen  Anmerkung  zu  §.  24.  gesagt  habe. 
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Erstes  Kapitel. 

Die    gerade    Li nt 


@-  I. 
Indem  wir  aus  den  ersten  Elementen  der  analytischen  Geo- 
metrie den  Begriff  und  den  Gebrauch  der  Conrdinatenaxen  als 
vollständig  bekannt  voraussetzen,  bemerken  »vir,  dass  wir  im  Fol- 
genden unter  einer  Projectionsaxe  eine  durch  einen  beliebigen, 
aber  bestimmten  Punkt  O  im  Räume  gelegte  Gerade  verstehen 
wollen,  auf  welche  andere  Punkte  des  Raumes  durch  von  diesen 
Punkten  auf  dieselbe  gefällte  Perpendikel,  deren  Fusspunkte  die 
Projectionen  der  in  Rede  stehenden  Punkte  auf  der  Projec- 
tionsaxe heissen,  projicirt  werden. 

Durch  den  Punkt  O  wird  die  Projectionsaxe  in  zwei  von  dem 
Punkte  Ö  aus  nach  entgegengesetzten  Richtungen  hin  gehende 
Theile  gelheilt,  welche  der  positive  und  negative  Theil  der 
Projectionsaxe  genannt  werden,  und  die  Entfernung  der  Projec- 
tion  eines  Punktes  auf  der  Projectionsaxe  von  dem  Punkte  O 
wird  als  positiv  oder  negativ  betrachtet,  jenachdem  dieselbe  auf 
dem  positiven  oder  negativen  Theile  der  Projectionsaxe  liegt. 

Wenn  nun  Pein  beliebiger  Punkt  im  Räume  ist  und  der  180° 
nicht  übersteigende  Winkel,  welchen  dessen  Entfernung  von  dem 
Punkte  O,  nämlich  die  Linie  ÖP,  mit  dem  positiven  Theile  der 
Projectionsaxe  einschliesst ,  durch  p,  die  gehörig  als  positiv  oder 
negativ  betrachtete  Entfernung  der  Projection  des  Punktes  P  auf 
der  Projectionsaxe  von  dem  Punkte  O  aber  durch  m  bezeichnet 
wird;    so  ist  offenbar  in  völliger  Allgemeinheit: 


1) 


U=OP. COS  fl. 


Sei  jetzt  durch  den  Punkt  Ö  eine  Projectionsaxe  der  i 
eine  Coordinatenaxe  der  x  gelegt;  der  von  den  positiven  Theilen 
dieser  beiden  Axen  eingeschlossene,  180°  nicht  übersteigende 
Winkel  werde  durch  (nx)  bezeichnet.  Ist  dann  P  ein  beliebiger, 
in  der  Axe  der  x  liegender  Punkt,  auf  den  sich  die  Grösse  w, 
nämlich  die  gehörig  als  positiv  oder  negativ  betrachtete  Entfer- 
nung der  Projection  des  Punktes  P  auf  der  Projectionsaxe  von 
dem  Punkte  0,  und  die  Coordinate  x  beziehen;  so  ist  nach  ]), 
jenachdem  der  Punkt  P  in  dem  positiven  oder  negativen  Theile 
der  Coordinatenaxe  der  x  liegt,  offenbar 
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)    oder    u=OP.c 

ersten  Falle 


las  obere,    im  zweiten 


x  =  +  OP,    atso    OP  =  +  x  ; 
md  folglich  uacli  dem  Vorhergehenden  : 

m  —  xcos(ux)    oder    w  =  —  ^cos[  180°— (ux)\; 
offenbar  in  völliger  Allgemeinheit: 


Seien   ferner  durch   den  Punkt   O  eine   Prnjectionsaxe  der  u 
und  zwei  Coordinatenaxen  der  x  und  y  gelegt;     die  von  den  po- 
sitiven  Theüen   der   Cnordinatenaxen   der  x  und  y  mit  dem  posi- 
tiven Theile   der  Axe   der  u   eingeschlossenen,    180°  nicht  über- 
steigenden Winkel  seien  (ux)  und  (nij),    Ist  dann  Pein  beliebiger, 
i  der  Ebene  der  (xy)  liegender  Punkt,    auf  den  sich   die  Grösse 
deren  Bedeutung  aus  dem  Obigen  bekannt  ist  und  die  Coor- 
dinaten   x,  y  beziehen;    so   lege   man   durch    diesen  Punkt  eine 
ler  Axe  der  x    parallele  Gerade,    welche  die  Axe  der  y  in  dem 
O'  schneiden  mag,    und  denke  sich  durch   diesen    Punkt 
*  Anfang  zwei  den  Cnordinatenaxen  der  x  und  y  parallele  Coor- 
dinaterinxen  der  x'  und  y' ,    so  wie  eine  der  Projectionsaxc  der« 
arallele  Projei  tionsaxe  der  u'  gelegt.     Haben   nun  in  ftezug  auf 
diese  neuen  Axen  für  den  Punkt  P  die  Symbole  x',  y' ,  u'  ganz 
inliche  Bedeutungen  wie  die  Symbole  x,  y,  u  in  Bezug  auf  die 
alten  Axen ;    so  ist  nach  2),  weil  der  Punkt  P  m  der  Coordinaten- 
axe  der  x'  liegt,  offenbar: 

also,    weil  augenscheinlich   in  völliger  Allgemeinheit    x  =  x'   ist: 

u'  =  x  cos  (ux). 
rVeil  femer  der  Punkt  0'  in  der  Axe  der  y 
Punktes  O'  offenbar  einerlei  mit  dem  y  det 
t  nach  5)  die  Entfernung  der  Prnjection  dei 
Projectionsaxe  der  u  von  dem  Punkte  Ö  auger 
Weil  aber  die  Projectionsaxen  der 
sind ,  so  ist  offenbar  i 


liger  Allgemeinheit: 
>s(uy)  +  u', 


iegt,  und  das  y  des 
Punktes  P  ist,  so 
Punktes  O'  auf  der 
icbeinlich  ycas(u.y). 
i'   einander   parallel 


also  nach  dem  Obigen: 


u  —  xcob(ux)  -f-ycos(wj). 


I 
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Endlich  denken  wir  «ns  durch  den  Pnnkt  0  eine  Projee- 
tionsaxe der  u  und  drei  t.'oordinatenaxcn  der  x,  g,  t  gelegt,  und 
bezeichnen  die  von  den  positiven  Thcilen  der  Axen  der  x,  y,  i 
mit  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  u  eingeschlossenen,  1H0" 
nicht  übersteigenden  Winkel  respecüve  durch  (tt.r),  ("</),  (*«). 
Ist  dann  Pein  beliebiger  Punkt  im  Räume,  so  lege  man  durch 
denselben  eine  der  Ebene  der  xtj  parallele  Ebene,  welche 
die  Axe  der  i  in  dam  Punkte  O'  schneiden  mag,  und  denke  sich 
durch  diesen  Punkt  als  Anfang  drei  den  Coordtnateoaxen  der 
X,  y,  %  parallelen  ('nordinatenaxen  der  x' ,  y' ,  i'  gelebt,  so  wie 
eine  der  Projeetionsaxe  der  u  parallele  Projeetionsaxe  der  u'. 
Weil  der  Punkt  P  offenbar  in  der  Ebene  der  x'y'  liegt,  so  ist 
nach  3),  wenn  die  Symbole  x' ,  y'  ,  :'  ,  *'  für  den  Punkt  P  in 
Bezug  auf  die  neuen  Axen  ganz  dieselbe  Bedeutung  haben  wie 
die  Symbole  x,  y,  i,  u  für  diesen  Punkt  in  Bezug  auf  die  alten 
Axen: 

«'  =  ycoS(^)  +  y'cos(H,r/), 


u'  =  xCQB(ux)  +  yCoS(Uy). 

Nun  ist  aber,  weil  der  Punkt  O'  in  der  Axe  der  i  liegt,  nach  2) 
die  Entfernung  der  Prnjection  dieses  Punktes  auf  der  ProjcctioTis- 
axo  der  u  von  dem  Punkte  O  augenscheinlich  icos(mi),  indem 
man  wieder  bemerkt,  dass  das  :  des  Punktes  O'  jedenfalls  einer- 
lei ist  mit  dem  ;  des  Punktes  P ;  und  weil  die  Projectionsaxen 
der  u  und  u'  einander  parallel  sind,  so  ist  allgemein 

H  =  rcos  («)+«', 
folglich  nach  dem  Vorhergehenden: 


■1)  ■  . 

.      w  =  ^coS(i^)+ycos(^)  +  tcos(«. 

)■ 

Bezei 

hnet  man  mit  fi 

den  180°  nicht  oberste 

genden, 

Linie  OP  mit  dem  positiv 
geschlossenen   Winkel,   so 

n  Theile  der  Projeetionsaxe  de 
ist  nach  1): 

=  ÖP.COSfi, 

also  nach 

4): 

5)   .  .  . 

OP. cos  n  =  xc 

s(If.T)-|-yCoS(t/y)  +  :C 
§.2. 

»(«.}. 

Wenn 
einerlei  A 

xyz  und  x'y'i' 
ifang  sind,  und 

zwei   beliebige  Coordinatensyst« 
die  Coordinaten  x,  y,  ;  und  x 

Neue'  Theorie  der  geraden  Linie  im  Räume  und  der.  Et*fte<    123 

einem  und  demselben  Punkte  im  Räume  entsprechen;  so  denke 
man  sich,  um  diese  Coordinaten  mit  einander  zu  vergleichen* 
durch  den  gemeinschaftlichen  Anfang  der  beiden  Systeme  eine 
beliebige  Projectionsaxe  der  u  gelegt,  und  lasse  u  wie  gewöhn- 
lich die  Entfernung  der  Projection  des  in  Rede  stehenden  Punk- 
tes auf  der  angenommenen  Projectionsaxe  von  dem  Anfange  der 
Coordinaten  der  xyz  und  x'y'z'  bezeichnen.    Dann  ist  nach  4): 

u  =  x  cos  (üx)  +  y  cos  (uy)  +  z  cos  (uz) , 

u  =±x'  cos  (ux')  +#'cos(wy)  -f  z'  cos  (uz1) ; 

also : 

'x  cos  (ux)  -±y  cos  (uy) +z  cos  (uz)  =  xf  cos  (ux1)  -{-y'  co$(uy')+z'  cos  (uz1). 

Lassen  wir  nun  den  positiven  Theil  der  Projectionsaxe  der  u 
nach  und  nach  mit  den  positiven  Theilen  der  Axen  der  x,  y,  z 
zusammenfallen,  so  erhalten  wir  aus  dieser  Gleichung  die  drei 
folgenden  Gleichungen : 

xcos  (xx)  -f  y  cos  (xy)-t-zcos(xz)  =zx*QOs(xx')-{-y'cos(xy')+z'cos(xz'), 

xcos(yx)  +y  cos(yy)-\-zco&(yz)==x'cQs(yx'')-\-y'cos(yy')+z,cos(gz'), 

x  cos  (zx)  +  y  cos  (zy)  -fz  cos  (zz)  =  x'  cos  (zx')+y'cos  (zy')-f  z'cos(zz') ; 

also: 

0) 

x-\-y  cos  (xy)  +  zcos  (xz)  =  x'  cos  (xx1)  +  y'  cos  (##')  +  2'  cos  (xz1) , 

#  cos  (yx)  +  y  +  z  cos  (yz)  =  x1  cos  (y#;)  +  y'  cos  (yy')  +  2'  cos  (yz')9 

x  cos  (z#) +#  cos  (zy)  -f  z  =  #'  cos  (z#')  +  y'  cos  (zy')  -f  z'  cos  (zz1) ; 

oder,  was  natürlich  dasselbe  ist: 

7)         - 

a:  +  y  cos  (xy)  -f-  z  cos  (zar)  =  #'  cos  (##')  +  y'  cos  Gry')  +  2'  cos  (xzf) , 

a:  cos  (xy)  +  y  +  z  cos  (yz)  =  a?'  cos  (yx')  +  y'  cos  (yy')  +  z'  cos(yz'), 

arcos  (2a?)  +  y  cos  (yz)  -f  z  =  #'  cos  (za?;)  -f  y'  cos  (zy')  +  z'  cos  (zz'). 

1  Wenn  die  beiden  Coordinatensysteme  der  xyz  und  xryfz'  nicht 
einerlei  Anfang  haben,  so  wollen  wir  die  Coordinaten  des  Anfangs 
des  Systems  der  x'y'z1  in  dem  Systeme  der  xyz  durch  a,  by  c 
bezeichnen;  dann  ist,  wenn  wir  durch  den  Anfang  des  Systems 
der  x'y'z'  ein  dem  Systeme  der  xyz  paralleles  System  der  xxyizv 
legen,  offenbar  in  völliger  Allgemeinheit: 


8) 
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:r=a  +  a:,,    y  =  Ä  +  ffi.     zrrc  +  i! 
oder 

xx=x—  a,    y1=t/~b,     iv=i  —  c. 
Nun  ist  aber  nach  7)  offenbar: 
■*i  +  Vi  cos  (xy)  +  h  cos  (zx)  =  x'  cos  (ara:')  \y'  cos  (a;/ )  +  *'  cos  (xi'), 
x,  cos  (a:y)  +  #,  +  r,  cos  (fft)  =  a:'  cos  (jp*)  +  y'  cos  (jy')  +  :'  cos  (i/i'). 
a:1cos(ra;)+y,cosCj:)  +  iI=Ä'cos(iaT')  +  y'cns(^')  +  i'cos(« 
also   nach  dem  Vorhergehenden: 

(x -  a)  +  {y- b) cos (xy)  +  (*  - c) cos  (**> 
^a/cosfar.-EO  +  y'cosfa^')  +  2'  cos(a:x'), 

{ar-aJcost^+^-^  +  d-Ocos^) 
=a;' cos  (yar')  +  ff' cos  ()/#')  +  j'cos(i,i'). 

(ar-D)cos(^)  +  (y-6)cos(^)+(I-f) 
=»'008(13:')  +  i/cos(iy')  +  *'cos(k'); 

welche  Gleichungen  Hie  Verbindung  der  Coordinaten  x,  y, 

x' ,  v' ,  2'   mit  einander  ausdrücken. 


§.3. 

Durch  den  Punkt  O  als  Anfang  sei  ein  beliebiges  Coordina- 
tensystem  der  x,  y,  z  gelegt,  dessen  Coordinatenwinkel  wir,  wie 
gewöhnlich,  durch  (ari/j,  (yi),  (237)  bezeichnen.  Geht  nun  durch 
den  Anfang  O  eine  beliebige  Gerade,  welche  durch  den  Punkt  O 
in  zwei  von  demselben  nach  entgegengesetzten  Richtungen  hin. 
ausgehende  Theile  gctheilt  wird,  so  wollen  wir  die  180°  nicht 
übersteigenden  Winkel,  welche  der  eine  dieser  beiden  Theile 
mit  den  positiven  Theilen  der  Äsen  der  x,  y,  2  einschliesst,  respec- 
tive  durch  a,  ß,  y  bezeichnen;  zugleich  wollen  wir  diesen  Theil 
unserer  Geraden  den  positiven  Theil,  den  anderen  Theil  dersel- 
ben den  negativen  Theil  nennen.  Ist  dann  P  ein  beliebiger  Punkt 
unserer  Geraden,  welchem  die  Coordinaten  x,  y,  2  entsprechen, 
so  werden  wir  die  Entfernung  dieses  Punktes  von  O  als  positiv 
oder   negativ   betrachten,    jenachdem    derselbe    in   dem    positiven 
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oder  negativen  Tbeile  der  Geraden  liegt,  und  mit  Rücksicht  hier- 
auf durch  r  bezeichnen. 

Dies  vorausgesetzt,    ist  in  völliger  Allgemeinheit: 


OP.  cos  xOP^zr  cos  «, 


OP.cosyOP  =  rcos/J, 
OP .  cos  z  OP  =  r  cos  y  ;J 

ivie  auf  der  Stelle  erhellet,  wenn  man  nur  überlegt,  dass,  jenach- 
dem  der  Punkt  P  in  dem  positiven  oder  negativen  Theile  der 
Geraden  liegt,   offenbar 


Zo;OP  =  «,    <£yOP=ß9     <£zOP=y 
oder 

ÖP  =— r, 


Za?OP=]80°—  a,    ZyöP=I80<>-/?,    ZzOP=180°-y 

ist.    Betrachten  wir  nun  aber,  wie  offenbar  verstattet  ist,   nach 
und  nach  die  Axen  der  x9  y,  z  als  Projectionsaxen,  so  ist  nach  5): 


OP .  cos  x  OP  =  x  cos  (xx)  +  y  cos  (xy)  +  z  cos  (xz)  f 


OP .  cos  y  OP  =  #  cos  (ya:)  +  y  cos  (#y)  +  2  cos  (yz) , 


ÖP.coszOP  =  #cos(za:)  +ycos(zy)  +  z  cos  (zz); 

folglich,   weil 

(xx)=0„  (yy)  =  0,    (zz)  =  0 

ist,   nach  dem  Obigen: 

!rcosa  =  #  +  #cos(ary)-f  zcos(#z), 
rcos/3  =  orcos(^)+^+zcos(y2), 
v    r  cos  y  =#  cos  (zx)  +  y  cos  (zy)  -f  z. 
Hiernach  ist: 

t  Av  #  +  y  cos  (tff/)  +  Z  cos  (#z) 

JU)     ....     r  = • 

7  cos« 

a:  cos  (y#)  +  #  +  z  cos  (?/z) 

"""*  COS/J 

__  #  pos  (zx)  +  #  cos  (zy)  +  z 

"""  cos  y 
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i 

und  die  Gleichungen  unserer  durch  den  Anfang   der  Coordinaten 
gelegten  Geraden  sind  also : 

ii\      '  x  +  y cos  foy) + *  cos  (za!) 

*  '  *     *     *     *  cosa    . 

V 

x  cos  (xy)  +  y  +  z  cos  (yz) 

cosß 

x  cos  (zx)  +  y  cos  (yz)  -f  z 
cosy 
weil  natürlich 

(xy)  =  (y#) ,    (yz)  =  (z#),     (za:)  =  (xz) 
ist. 

Wenn  das  Coordinatensystem  ein  rechtwinkliges  und  folglich 

(^)  =  90»,    (y*)  =  90°,    (z*)  =  90<> 

ist,  so  werden  die  vorstehenden  Gleichungen: 

xv  z 

'     *     *  %  cosa       cos/J       cosy' 

Geht  die  Gerade  nicht  durch  den  Anfang  der  Coordinaten, 
sondern  durch  einen  anderen  beliebigen  Punkt  (abc),  so  lege  man 
durch  diesen  Punkt  als  Anfang  ein  dem  primitiven  Systeme  der 
xyz  paralleles  Coordinatensystem  der  x'y'z'.  Dann  sind  nach  11) 
die  Gleichungen  unserer  Geraden  in  diesem  Systeme: 

x'  +  y'  cos  (xy)  + 1'  cos  (ix) 
cosa 

x'  cos  (xy)  +  y '  +  z'  cos  (yz) 

~~"  cos  ß 

__  x'  cos  (zx)  +  y'  cos  (yz)  +  z' 

cosy 

und  folglich,  weil  bekanntlich  allgemein 

x  =  a  +  x',    y  —  b  +  y',    zzzc  +  z'; 
also 

x'=x  —  a,    y'=y  —  6,    z'  =  z —  c 

ist,    die    Gleichungen    der   Geraden    in  dem   primitiven    Systeme 
der  xyz: 
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(x  —  a)  -fr  (y — b)  cos  (xy)  +  (z —  c)  cos  (zx) 


•  •  • 


13) 

'  cos « 

J_{x — a) cos (xy)  -f-  (ff — &)  -f  fr  —  c) cos (yz) 

cos  ß 

(x  —  a)  cos  (zx)  +  (y  —  b)  cos  (#z)  +  fr — c)  # 

cos  y 

folglich,  wenn  das  Coordinatensystem  der  xyz  rechtwinklig  ist: 

,  JV  # —  a       t# — b       z — c 

14) =  * — £= . 

cosa         cosp        cosy 

m 
1 

Die  Winkel  cc,  ß,  y  beziehen  sich  hier  auf  einen  der  beiden 
von  dem  Punkte  («6c)  nach  entgegengesetzten  Richtungen  hin 
ausgehenden  Theile  der  Geraden.  Ist  P  ein  beliebiger  Punkt 
unserer  Geraden,  auf  den  sich  die  Coordinatcn  x,  y,  z  und 
x* ,  y1 ,  11  beziehen,  und  bezeichnet  r  dessen  Entfernung  von  dem 
Punkte  (abc),  indem  man  diese  Entfernung  als  positiv  oder  als 
negativ  betrachtet,  jenachdem  der  Punkt  P  in  dem  der  beiden 
erwähnten  Theile  der  Geraden,  welchem  die  Winkel  a,  ß,  y  ent- 
sprechen, oder  in  dem  entgegengesetzten  Theile  liegt,  so  ist 
nach  9): 

r  cos  a  =  x1  +  y'  cos  (xy)  +  z'  cos  {zx) , 
r  cos  ß=zxr  cos  (xy)  +  #'  +  2'  cos  (yz) , 
r  cos  y  =  x'  cos  (zx)  +  y'  cos  (yz)  -f-  z' ; 
also  nach  dem  Obigen: 

r  cos  ct=(x  —  ö)  +  (y  —  6)  cos  (ar#)  +  (2 — c)  cos  fr#), 

1 

J5)     ^  rcos/?=;(.r—  a)  cos  (##)  +  (#  —  o)-f  fr— c)cos(yx), 
r  cos  y = (x  —  a)  cos  fr.r)  -f  (?/  —  b)  cos  (#2)  +  (z — c). 

Sieht  man  die  Gerade  als  eine  Projectionsaxe  der  ran,  die 
durch  den  Punkt  (abc)  gelegt  ist,  so  ist  nach  4): 

r  =  x'  cos  (rx1)  -f  y'  cos  (ry1)  +  z'  cos  (r2;) 

oder,   weil  offenbar 

(rx')~a,    (ry')-ß*     (rz')=y 
ist: 

r  =  ar'cosa-f  #'  eosß  +  s'cosy, 

und  folglich  nach  dem  Obigen : 
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16)  .  .  .  r  =  (x — a)cosa+(#— b)cosß  +  (z — c)cosy. 

Multiplicirt  man  nun  die  drei  Gleichungen  15)  nach  der  Reihe  mit 

x — a,    y —  b,    %  —  c 
und  addirt  sie  dann  zu  einander;   so  erhält  man  die  Gleichung: 

r{ (x  —  ä) cos et  -f  (y — b)  cos ß  +  (z — c) cosyl 

+2(#— a)(#— b)co8(xy)+2(y— o)(;r— c)cos(yz)+2(z— c)(x— a)cos(xar), 

also  nach  16) :  , 

/ 

17) 

*-    (a;-.a)a  +  (y-6)«  +  (x-c)a 

+2(>— a)(y— b)co&(xy)+%y-b)(z-c)co8(yz)+cl(z-c)(x~a)Qoa(zx)9 

woraus  sich  unmittelbar  ergiebt,  dass,  wenn  (^o^o^o)  und  (^i^izi) 
zwei  beliebige  Punkte  im  Räume  sind,  und  £on  deren  Entfer- 
nung von  einander  bezeichnet,   allgemein 

18) 

£o>ia=(*o-*i  )a  +  (yo—?h)2+  (*o-*t)2  +  2(*0-*i)  (#o-#i)  cos  (xy) 

+  2(yo—yi)(zo—h)™&(y*) 

t 

+  2  (z0  -  2X)  (ar0 — xx)  cos(zx) 

ist,  eine  wichtige  Formel,  von  der  wir  noch  vielfachen  Gebrauch 
zu  machen  Gelegenheit  haben  werden. 


§.4. 

Wir  wollen  uns  jetzt  mit  der   Auflösung  der  drei   Gleichun- 
gen 15)  oder  mit  der  Auflösung  der  Gleichungen 

x  —  a  ,   y  —  b        ,     x  m  z—c        .    . 

1-  - cos  (xy)  + cos  (zx)  =  cos  a, 

&  — a        ,     n  .  V — *  .  2  — c        /     v  a 

——cos(xy)  +  -—^-  +  —j/r-cos{yz)  =  cos|5, 

x — a        .    .   .  y  —  b        ,    x  .  x—  c 

— —  cos (*r)  +  ^-  cos(yr)  +  -y-  =  cosy ; 

d.  h.  mit  der  Bestimmung  der  Grössen 

x—  a      y — b       z — c 

— _ —  9     

r  r  r 


aus  denselben  beschäftigen. 
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Multipliciren  wir  zu  dem  Ende  die  drei  obigen  Gleichungen 
nach  der  Reihe  zuerst  mit 

1  —  cos  (yz)2 ,    cos  (yz)  cos  (zx)  —  cos(xy) ,    cos  (xy)  cos(yz)— cos(zar) ; 

dann  mit 

cos  (yz)  cos  (zx) — cos  (xy) ,     1 — cos(z#)2,    cos(z#)cos(;ry) — cos(yz) ; 

endlich  mit 

cos  (xy)  cos(yz) — cos(z^) ,    cos(zar)  cos(xy)  —  cos  (yz) ,    1  —  cos(a?y)a ; 

und  addiren  sie  hierauf  in  jedem  Falle  zu  einander,  so  erhalten 
wir,  wenn  der  Kürze  wegen 

]9) 
N  =  1  — cos  (xy)2 —  cos  (yz)2 —  cos  (zx)2  +  2  cos  (xy)  cos  (yz)  cos  (zx) ; 

X=z     cos  a sin  (yz)2 

+  cos  ß  [  cos  (yz)  cos  (zx) — cos  (xy) } 

+  cos  y  { cos  (xy)  cos  (yz) — cos  (zx) } , 

» 

F=     cos  et  { cos  (yz)  cos  (zx) — cos  (xy) } 
+  C08ßs\n(zx)2 
+  cos  y  { cos  (zx)  cos  (#y)  —  cos  (yz) } , 

Z  =  cos  a  { cos  (xy)  cos  (#z)  —  cos  (zx) ) 
+  cos  ß  ( cos  (zar)  cos  (xy)  —  cos  (yz) ) 
-\-coBysw(xy)2 


gesetzt  wird,   für 


x  —  a      y  —  b       z  —  c 

—  9     — _  ,     ■ 

r  r  r 


die  folgenden  Ausdrücke: 


20)  .  .  .  . 


X  —  a      X      y — b       T      z  —  c      Z 


iV 


JS' 


N 


§.5. 
Setzen  wir  der  Kürze  wegen  im  Folgenden  immer 


l>: 
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-  21) 
iJ  =  sin  (yz)2,    35  =  sin  (zx)2,     (f  =  sin  (xy)2 ; 

A  =  cos  (zx)  cos  (xy)  —  cos  (yz) , 
Z?  =z  cos  (xy)  cos  (#z)  —  cos  (zx)9 
C  =  cos  (2/2)  cos  (zar) « —  cos  (xy) ; 

iV=  1  —  cos  (xy)2 — cos  (yz)2  —  cos  (zx)2  +  2  cos  (#y)  cos  (#z)  cos  (zx) ; 

2f  =  iJ  cos  «  +  Ccos  ß  +  Z?  cos  y , 
F=  Ccosa  +  35cos/?  +  ^cosy, 
Z  =  ficosa  +  ^(cos|3+  (£cosy; 

so  ist  nach  20): 

oov  £ZL?_  I_       ?/  —  & £       *  —  g_  r  . 

ii)....      X    —  JS'        Y    -N'        Z   — 2V' 

und  die  Gleichungen  der  im  Vorhergehenden  betrachteten,  durch 
den  Punkt  (abc)  gehenden  Geraden  sind  also: 

oqx  x-a_y—b_z  —  c 

I6) x  —~ir—~zr% 

folglich  nach  21) : 

x — a 
24)     ...     . 


Ücosa  +  Ccosß  -f-  Bcosy 

= y  — * 

Ccosa  +  35cosj3  +  ylcosy 

z  —  e 
B  cos  a  -{■  A  cos  ß  +  (£  cos  y  \ 

Für  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  ist  offenbar: 

Ä=l,    33  =  1,    «=1;    A=0,    B=:09    C=0; 

also  die  Gleichungen  der  Geraden : 

x  —  a y —  b 1  —  c 

cosa       cos/3        cosy  ' 

wie  wir1  schon  in  14)  gefunden  haben. 


§.6. 

Wir  wollen  uns  jetzt  zwei  von  einem  beliebigen  Punkte  aus- 
gehende Gerade  denken,    welche  mit  den  positiven  Theilen  der 
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Axen  der  x9  y,  t  die  180°  nicht  übersteigenden  Winkel  ct0,  ß09  y0 
und  ccx,  ßi,  yx  einschliessen.  Der  von  diesen  beiden  Geraden 
eingeschlossene,  180°  nicht  übersteigende  Winkel  sei  W^i*  Um 
diesen  Winkel  zu  bestimmen,  lassen  wir  von  dem  Anfange  der 
Coordinaten  O  zwei  mit  den  beiden  in  Rede  stehenden  Geraden 
gleich  gerichtete  Gerade  ausgehen,  welche  offenbar  auch  den 
180°  nicht  übersteigenden  Winkel  Won  mit  einander,  und  mit  den 
positiven  Theilen  der  Axen  der  x,  y9  z  die  180°  nicht  überstei- 
genden Winkel  a0,  ßa,  y0  und  aX9  ßl9  yx  einschliessen.  In  die- 
sen beiden  von  O  ausgehenden  Geraden  nehmen  wir  beliebig  die 
Punkte  P0  und  Px  an  und  bezeichnen  deren  als  positiv  zu  betrach- 
tende Entfernungen  von  <\em  Anfange  der  Coordinaten  O  durch 
i*o  und  rx,  ihre  Entfernung  von  einander  durch  E0,x;  so  ist  nach 
einer  bekannten  trigonometrischen  Formel  in  dem  Dreieck  P0OPX 
offenbar: 

^ou2=r0a+r12-2r0ncos  Wm.' 

Nun  ist  aber,  wenn  wir  die  Coordinaten  der  Punkte  P0  und  Px 
durch  x0,  y09  z0  und  xl9  yl9  zx  bezeichnen,  nach  18): 

ro2=*o2  +  #o2  +  *o2  +  2*<#ö  cos  (xy)  +  2y0z0  cos  (yzj  +  %z0xQ  cos  (zx), 
n2=^i2  +  Vi*  +  *i2  +  2a?iyi  cos(xy)  +  2ytZx  cos(yz)  +  2zxxx cos(zx) 
und 

^i2=(^o— ^i)2+(yo-^i)2+  (^0— *i)2  +  2(^o—  Xi)(yo—yi)  cos  (xy) 

+  %o—  Vi)  (zo— -i)  cos(yz) 
+ 2(z0 — zx )  (x0 — xx )  cos  {zx) ; 

also,  wenn  wir  diese  Ausdrücke  in  die  obige  Gleichung  einfuh- 
ren und  aufheben,  was  sich  aufheben  lässt: 

r0rx  cos  W0,x  =  x0xx  +  y0yx  +  z0zx 

+  (^ol/i  +.Vo#i)  cos  (xy)  +  (y0zx  +  z0yx)  cos  {yz)  +  (z0xx +x0zx)cos  (zx). 

Setzen  wir  jetzt  der  Kürze  wegen : 

!XQ  =  Ü  cos  cc0  +  C  cos  ß0  +  B  cos  y0 , 
F0=  Ccosff0+3Jcosß0  -(-  ^  cosy0, 
Z0  =  Bcos  cc0-i-A  cos  /?0  +  <£  cos  y0 
und 

t     Xx=zÜcosax  +  Ccosßx+Bcosyx, 
26)  ...  .   ^     Yx~Ccosax+'%cosßx-{-AcosyX9 

Zxz=zBcosax-i-Acosßx+iicosyx; 
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so  ist  nach  22)  offenbar,  wenn  man  dort  a=0,  6=0,  c=0  setzt: 

„  _ro^o      MB  r0F0  __  r0Z0  m 

^o  —  —fir '    tfo —  ~—jy~ '    *°  —  ~~N~  9 

also,  wenn  man  dies  in  den  obigen  Ausdruck  von  r0rj  cos  PP0,i 
einfährt : 

27)  ."        . 

2V» cos  IP«  =  X0XX  +  Tori  +  Z0Zx  +  (X0 Yx  +  F02i) bos {xy) 

+  (F0Z1  +  Z0F1)cos(yz)     s 
+(Z0*1+*0Zl)cos(ia;), 

mittelst  welcher  merkwürdigen  Formel  der  Winkel   W0,x  aus  den 
Winkeln  cc0,  ß0,'y0  und  ctx,  ßl9  yx  berechnet  werden  kann. 

Für   ein   rechtwinkliges  Coordinatensystem   geht   aus  dieser 
Formel  unmittelbar  die  längst  bekannte  Formel 

28)      cos  W0,x  =  cos  «o  cos  ccx  +  cos  ß0  cos  ßx  +  cos  y0  cos  yx 

hervor.  , 

Wenn  die  beiden  Geraden  mit  einander  zusammenfallen,  so  ist 

also 

X0  =  Xx ,     F0  =  Fi ,     Z0=  ZL; 

und  Wo,i*ä»tA,,v:  Setzen  wir  nun  in  diesem  Falle,  wie  es  verstat- 
tet ist: 


a  =  oö  =  al9,    ß  =  ßo  =  ßt9    f=yQ  =  yi; 
X=  X0=XXf    F=  Iq  =  Fi ,   Z=  Z0= Zt ;' 


<*«*-- 


wo  X,  F,  Z  ihre  aus  dem  Obigen  bekannte  Bedeutung  haben; 
so  wird  die  Gleichung  27): 

29) 
iV*  =  Jta+  F*  +  Z»+2JTFcos(*y)  +  2F£cos(y*)  +  2Z*cos  (zar), 

welche  Gleichung  für  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  offen- 
bar in  die  bekannte  Gleichung 

30)    ....    .    cos«2 +  005/3*+ cos  y*=l 
übergeht 
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§.7. 
Nach  22)  ist : 

rX-N(x~a),    rY=N(y-b),    rZ  =  A>— c); 
also ,  wie  sogleich  erhellet: 

r{X+  Fcos(*#)+Zcos(*r))  =iV{(a:—  a)+(#— 6)cos(a^)+(z-c)cos(z*)}, 
rl^cos(ary)+F+Zcos(y2))=iV{(j;— a)cos(^)+(y— Ä)+(*— ^cos^)), 
r{  JTcos(zar)+  Fcos(yz)+  Z|=iVj(a:— a)cos(za:)+(y— 6)cos(y2)+(2— c)} ; 

folglich,  weil  nach  15): 

(ar — a)  +  (y — b)  cos  (ary)  +  (2 — c)  cos  (*#)  =  r  cos«, 
(x— a)  cos  (ary)  +  (y  —  6) +  (2— c)cos(yz)  =  rcos0, 
(x  —  a)  cos  (zx)  +  (y— Ä)cos(yx)+  (2 — c)  =  rcosy 
ist: 

X  +  Fcos  (ary)  +  Z  cos  (2#) = iVcos  a , 
31)  ....  \  Xcos(xy)  +  F+  Zcos(yz)=Ncosß, 

X  cos  (2#)  +  Fcos  (#2)  +  Z  =  iVcos  y ; 


oder: 


-X  +  Fcos  (#?/)  +  Z  cos  (2a:) 
cos  c= ^ 


J   ^e/?     Xcosjxy)  +Y  +  Zcos(yz) 
.    ol)  ;  .  .  .    <   cosp= yy — - — 9 

Xcos(zx)  +  Fcos  (yz)  +  Z 
cos  y  = -jp * 

Da  sich  nun  die  Gleichung  29)  offenbar  auch  unter  der  Form 

iV2=     X{X+  Ycos(xy)  +  Zcos(2o:)l 

+  F{  Xco8(xy)+  Y+Zcos(yz)} 

+  Z\Xcos(zx)  +  rcos(yz)  +  Z\ 

schreiben  lässt,  so  erhalten  wir  nach  31)  die  folgende  merkwür- 
dige Gleichung: 

33)    ...    .    Jfcosa+  Fcos 0+ Z cos y  =  2V 

Theil  XXXIV.  10 


jrarUI. 
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oder  nach  21) : 

Jlcosaa+3Bcos^1+tfcosj'sH-2Ccosccosßf2icosj3co8)'-l2Bcos}«ofl«=iV. 

Für  ein  rechtwinkliges  Onordinatensysteni  führt  diese  Gleichung 
nieder  auf  die  Gleichung  30). 

„ 

Mit  Rücksicht  auf  25)  und  26)   haben   wir  also  nach  33)   die 
beiden  Gleichungen) 

S^0cos«a+  IqCosjSo  •{-  Z0cosy0=Tf, 
*,  es,.,  +  r,  co,ft  +  z,  cos,,  =  jv. 

Die  Gleichung  27}  läset  sich  nuf  die  beiden  folgenden   Arten 
schreiben: 

iV=coaW0„=     A'0 1  .T,  +  F,  cos  (arjHZ,  cos  (*k)| 

+  K0  i  Xx  cos  {xy)  +  F,  +  Z,  cos  (yi)  | 

+  Za\X,  co8(&r)  +  F,  cos(y:)  +  Z,  | 

oder 

JV*  cos  Wm  =  X,  1  ^0  +  F0  cos  (.ry)  +  Zu  cos  (**)  1 
+  Yl\X0  cos  Gry)  +  F0  +  Z0  cos  (je)  | 
+  Z,  Uucos(ar)  +  roCM(yt)  +  Zu|; 

also  ist  nach  31): 

(  iVcos  n70ll  =  A0cosK,  +  Fpcos^  +  Zocosv,, 
36)  .  .    ] 

(  iVcosTF0,l=:A',cost(0+  Ylcosßo+Zlcmy0. 

Fi'ihrt  man  in  diese  Formeln  für  X„,   F0,  Z0  oder  i', ,   F,,  J 
ihre   Werthe   aus  25)  oder  26)   ein,    so  erhält  man  sogleich   die 
folgende  Gleichung: 

37) 

JVcos  H'o,!  =      iJcos oleosa,  +  33  cos  |30  cos  ft  +  tfcosj'nCi 

+  ^(cosj50cosy,  +cosj'0cosjS1) 

+  2?(cosj-ucosa1  -f-coHKoCosy,) 

+  C(cos  oq  cos  ßi  +  CosjS0cosai) 
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Für  ein  i 
vieder  die  au 


chtwinkliges  Coordinaten System  erhält  man  hieraus 
28)  bereits  bekannte  Formel 


s  "Wci  =  costtocoscj+cosft.cosß,  +  cos>-0cosy1. 

erhält  man  auf  der  Stelle: 


Mittelst  der  Gleichungen  35)  und  36 

iV*sin  W0,i 

(^0cosß0+roCos(30+Z0cnSyo)(i, 

-(JV0coso1+F0cos|3l  +  Z0cosj',)(j:i 


»s«1+FlC0BA+iJ1w«yl) 
■SC.J+  Yx  coöftj+^cosji,). 


so,   vrie  nian  nach  leichter  Rechnung  findet; 

m%\n  Wo**  -      (coso„cosft  -cwfcwnX^r,  -  ¥uXt) 
+  (cosA,co8h-Cosy0cos/3,)C>oZ,-ZoF1) 
+  (cos  y0  cos  «i—oosa,,  cos  y,)(Z0.Y,— X0Z,). 
ler,   wenn  der  Kürze  wegen: 

|   A0„=cos|S0cosy,— cosyucosj3,, 
3Q),  .  .  .  .    \  B0.i—  cobj-oCOSb,  —  coso^cosft, 

üsetit  wird: 

39)  .......      JV'sinWo,,» 

■  AM(T9Zl-' Z0F.)  +  B^JZ,,*,—  JToZ^  +  Ca!  (J^F,—  F0*,). 

Mittelst  der  Gleichungen  25)  und  26)  erhält  man  ohne  Schwie- 
gt: 

Yt—  VQXl=Atsn(CA-B^)  +  B0,l(_BC—AS)  +  Cv,1(ifB  —  CC), 

raZ1—Z0T1=AM{V€-AA)  +  Baa(AB—CS)+COA(CA-ßX!), 

—  X0Zt  =  A0,i(AB-Oi)-t'Bo,l(iSa—BB)\-C0,i<,BC~Aa). 

Nun ist aber  ferner,  wie  man  mittelst  der  Formeln  21)  leicht  findet: 

40)  Btf— AA  =  N,    üa-BB=]S,    4»  —  CC=# 


41) 


;  BC~A&  =  Neos  (yi), 

CA  —  BX  =  N  cos  (zx), 

l  ^B—  6'tf  =  JVcos{aj); 
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also  ist  nach  dem  Obigen: 

t  Xq  Yx — T0XX  =iV{  Ao^cosCza:) +B0,1cos(^2)-f  Con } , 

.  42)    J  F0Z1-Z0F1=iV{Ao.,+Bo,1cos(^)+CoaCos(2a:)!, 

v  Z0Xl—X0Z1  =N\  Ao^cos^-f  B0,i  +C0„ cos(yz) }. 

Daher  ist  nach  39) : 

43)  2V  sin  WQ,X*  =     A0,x  { A0>1  +  B0,i  cos  (xy)  +  C0,i  cos  (zx) ) 

+  ß0*  \ A0,i  cos  (xy)  +  B0>1  +  C0,i  cos  (yx) ) 

+  C0>1  { A0,i  cos  (zx)  +  B0>1  cos  (yz)  +  C0.i  J 
oder: 

44) " .    .      JVsin  ?foaa 

=  Ao,!2  +  B0*2  +  Co,^  +  2A0>1  Bon  eos(xy)  +  2B0>1  C0Jl  cos(^) 

+  2C©,i  A0,i  cos  (zx) 

oder 9  wenn  man  für  A0>1 ,  Bon,  Con  ihre  obigen  Ausdrücke  einfährt: 

45) iVsin  WQ9l* 

=     (cos  «q  COS  ßi  —  cos  ß0  COS  Clfi  )2 

+ (cos  ß0  cos  yx — cos  y0  cos  ßx)2 

+  * 

+  (cosy0cosai — cosaocosft)2 

+ 2  (cos  ß0  cos  yv  —  cos  y0  cos  ßx )  (cos  y0  cos  ctx  —  cosor0  cosyx )  cos(xg) 
+2(cosy0  cos«!— coscfocosyijtcos^cosft  —  cos/30cos«i)cos(^2) 
+ 2  (cos  «o  cosft  —  cos  ß0  cos  al)  (cos  0O  cos  yx  —  cos  y0  cosft )  cos(*a:). 

Für  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  wird 

»in  FT0,i2= (cos  «0 cos  ßx — cos  ft> cos  ccx )2-f  (cos ft>  cosyx— cosy0  cosft)2 

+  (cos  y0  cos«! — cos«o  cosy!  )2 
oder,  weil  in  diesem  Falle 

cos  a02  +  cos  ß0*  +  cos  y02  =  1 ,     cos  c^2  +  cos  ßt*  +  cos  yx2  =  1 
ist: 

sin  Wo?12  =1  —  (cos  cf0 cos  <*i  -f  cos ß0 cos ft  +  cos y0 cos yxJ*, 
wie  bekannt. 
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§.  9. 

Stehen  die  beiden  vorher  betrachteten  Geraden  auf  einander 
senkrecht,    so  ist  Won=90°,    und  folglich: 

cos  Won  =  0,    sin  W0,i  =  1 ; 

daher  haben  wir  in  diesem  Falle  nach  dem  Obigen  die  folgenden 
Gleichungen : 

46) 

+  {XQ Yx  +  Y0XX) cos {xy)  +  ( Y0ZX  +  Z0YX) cos {yz)  \  =  0, 

+  {Z0XX  +  X0Zl)co8{zx) 

X0cosax  +  F0cosj3t  +  Zocosyi=09 
Xx  cosoq  +  Yx  cos  ß0  +  Zx  cos  y0  =0> 

Ä  cos  a0  cos  « i  +  3$  cos  ß0  cos  ft  +  tf  cos  y0  cos  y, 
+  ^4  (cos  ß0co8yx  +  cosy0cosft) 
+  B  (cos  y0  cos  #i  +  cos  a0  cos  yx) 
+  C(cos  «o  cos  ßx  +  cos  j?0  cos  ax) 

A0,i4+B0,ia+Co,i2  )Nm 

+  2A0,i  B0)1  cos  {xy)  +  2B0>1  C0,i  cos  {yz)  +  2C0Jl  A0,i  cos  {zx)  > 

wo  man  in  diese  letzte  Gleichung  für  A0,i  1  B0>1 ,  C0)1  auch  noch 
ihre  aus  dem  Obigen  bekannten  Wertbe  einführen  konnte. 


=  0; 


§.  10. 

Hat  man  zwei  Coordinatensystenie  der  xyz  und  x'y'z' ,    und 
setzt  für  das  erste  dieser  beiden  Coordinatensystenie  wie  früher: 

Ü  —  sm  {yz)2,    3$  =  sin  (2a?)2,    tf  =  sin  (a?y)a ; 

A  =  cos  {zx)  cos  {xy) — cos  (yz) , 
**  B  =  cos  {xy)  cos  (#z) — cos  {zx) , 

C  =  cos  {yz)  cos  (ra)  —  cos  {xy) ; 

iV=  1  —  cos  Gry)2  —  cos  {yz)2  —  cos  {zx)2  +  2  cos  (##)  cos  ( yz)  cos  (z#) 
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für  das  zweite  Coordinatensystem  auf  ähnliche  Art: 

H'  =  »in(j,V)",     »'  =  sln(zV)«,     e,  =  sin(i'j')2 

A'  =  cos  («V)  ctfs  (x'y1 )  —  cos  (y'z1). 

B'=cos(:r.y)cos(»f'r.')  —  cos(»V), 

C'^=ce3(yt')eos(»V)  —cos  (*y); 

ff^il-öosf^V-cos^'i'^-cfteCi'ji'JH^cosfie'itOcos^'j'JcosCt'»'); 

ferner  der  Kürze  wegen  : 

A  =cos(*:c'),  If  =cos(^'),  C  =cos(a"z'); 
A'=cos(}^),  B'=cos(.,/),  C'=cos(p'); 
A"=cos(:a;'),      B"=cos(zg'),      C"=cos{wT); 

so  hat  man  zwischen  diesen  letzten  neun  Grössen   nach  34)  und 
27)  die  folgenden  zwülf  Gleichungen: 

i)A*  +  »A's  +  tf  A"3  +  2CA  A'  +  2^A'A"  +  2BA"A  =  N, 

J»B'  +  BB'*  +  SB""  +  2CBB'  +  2^B'B"  +  2BB"B  =  JV, 

HC»  +  SC'»  +  tSC™  +  2CCC  +  1A  C'C"  +  2BCC  =  X ; 

H'A"  +  B'B*  +S'C«  +  2CAB  +  H'BC  +  2B'CA  =cj¥', 
1I'A'"+»'B',J-1£'C"'+2C'A'B'+2^,B'C'  +  2B'C'A'  =«", 
«'A™  +  B'B"»  +  l£'C""  +2C'A"B"  +  lA'W'C"  +  2B'C"A"  =«'; 
ferner : 

<«A 1-  CA'  +  BA")(flB  +  CB'  +  BB») 

+(CA  +  »A'  +  JA")(CB  +  BB'  +  4B") 

+(ßA  +  ^A'  +  IEA»)(BB  +  4B'  +  SB") 

|    OJA+CA'  +  ßA")(CB+BB'+^B")] 

t+(CA+BA"+.4A")(flB+CB'+BB")1 

I    (CA+BA'+A4")(BB+/«B'  +  eB*)  1 

+  ° 

(+(BA  +  /)A'+l£A")(CB+»B'+I(B")  ) 

:    (BA+JA'+M'XÜB+CB'+BB"), 

/+<iU+CA'+BA")(BBMB'+«B")  \ 


=JVacoB(^'y'), 
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ÜB  +  CB'  +  AB")  (SC  +  CG  +  BC)  \ 

(CB  +  SB' +^B")(CC  +  »C'+JC") 
BB  +  AB'  +  «B")(BC+  /)C  +  HC") 

(HB+CB,+tfB")<ec+sc,+llc")  j 

+(CB+SB'+4B")(<lC+<X'+ßC")  ' 

(CB+£B'+.4B")(BC+dC'+«C") 
+(ßB+^B'+«B")(CC+3JC'+<lC") 

(ßB+J*B'  +  l£B")(dC  +  CC'  +  ßC)  i 
+  (*B  +  CB'  +  BB"XBC+JC'+MJ")  1 


i=*tf"coi(yV), 


coa(yi)l 


C  +  CC  +  ßC")  (flA  +  CA'  +  ßA") 
C  +  BC'  +  /)C")(CA+BA'  +  ^A") 
G  +  ^C  +  (SC")  (BA  +  ^A'  +  tf  A"> 
(«C  +  CC'+BC")(CA+»A'+<1A")  . 
I  +(ClH»C+JC"XaA+CA'+BA")  I 
(CC+;BC'+JC")(ßA  + JA'+«A") , 
!  +(BC+^C'+«C")(CA  +  BA'  +  JA*)1 
(ßC  +  4C'+l£C")(lJA  +  CA'+ßA")  i 
I  +(HC  +  CC'+BC")(BA+/IA,+  SA")  I 


»<«»> 


W^cns^V); 


co«  (j:)l 


(J'A  +  C'B  +  ß'C)  («'A'  +  C'B'  f  ß'C) 
+(C'A+»'B  +  .i'C)  (CA'  +  »'B'  +  A'C) 
t(S'A  +  A'B  +  <£'C)(ß'A'  +  ^'B'  +  £'C) 

,  (H'A+C'B+ß'C)(C'A'+»'B'+^'C), 
+  l+(C'A+B'B+/l'C)(I>'A'+C'B'+ß'C')l  c°,(t'*'\ _ AV!c„ („A 

.  (C'A+S'BH  .«'((ß'A'+J'B'+IS'C), 
+  l+(B'A+/i'B+o:'C)(C'A'+»'B'+/f'C')l  ■"•(»'»'^ 

.  (B'A+J4'B-K'C){il'A'+C'B'+ß'C') 
*  l+(»'Ait"B+ß'C)(B'A'+^'B'+«'C')l  e0"<!'*V 


IM  er 


Ute  a/laeineiMlen  Geselle  der  Kryeiallograiihie. 


(ä'A'  +  l"B'  X  ß'C)  (ä'A"  +  C'B"  +  ß'C") 
+(C'A'  +  B'B'+^'C)  (C'A"+B'ß"+ J'C") 
+  (ß'A'+ J'B'  +  t£'C)  (ß'A"  +  .d'B"  +  l£'C") 

.    (fl,A/+CB'+a/C,)(CA"+S'B"+^C"), 
+  j+«?A,+B'B'+X,C')(a'A"+PB"H  Ä'C")I  c°*Wx 

«JA'+B'B'+^'C)  (a'A"+^'B"+l£'C") 


,  (ffA'+X'B'+S'C)  (ä'A"+CB"+B'C"), 
+  l+(»'A'4CB'+8'C')<B'A"+i'B"+ll-'C")l  * 

(Ü'A"  +  C'B"  +  ß'C")  (S'A  +;CB  +  ß'C) 
+(CA"  +  B'B"  +  J'C")(C'A  +  B'B-M'C) 
+(B'A"  +  /('B"  +  <!'C")(B'A  +  ^'B  +  £'C) 

,  (ll'A"+CB"+fi'C")(CA+B'B+Ji'C), 
+  l+(C'A"+B'B"+J'C")(iI'A+CB+2t'C)l ' 


:Ä"C0.(JI), 


»<*'»') 


.    (C'A"t»'B"+Jl'C")(fi'A+.il'B+l£'C), 
+  l+(B'A"+^'B"+«'C")(C'A+»'B+/rC)l  "*" 

(ß'A"+^'B"+«'C")(fl'A+C'B+B'C), 


Wenn 

die  beiden 

Systeme  reelil 

winklig 

sind , 

so  ist 

«»«= 

=0,    i 

:os(j.)  = 

ü,    cosl 

w= 

=0; 

»B(iy)= 

0,    c< 

>•(»'»')  = 

-.!>,     co« 

(«V 

1  =  0; 

a  = 

i,  »  =  i 

,    6  = 

=  Ii    4' 

=  1,    B' 

=1, 

(£'=1 

■s 

A=?Q 

,    ß=0, 

(  = 

=  1,     »< 

=  0,    ß 

=  1; 

'  =  (1 

,     C'  = 

0; 

und  die  vo 

■hergehenden  Gif 

■ichungei: 

gehen 

»Iso 

in  (liest 

in  1 

in  die  folgt 

inden  über 
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Ba+B'H-B'«=l, 

A»  +  B»  +Cfl  =1, 

A^+B'a+C'*^:!, 
A"2+B"»+:C"1=1; 
AB  +  A'B'  +  A"B"=0, 
BC+B'C'+B"C"=0, 
CA+C'A'+C"A"=Ü; 
AA'  +  BB'  +CC  =0, 
A'A"  +  B'B"  +  C'C"  =  0, 
A"A  +B"B+C"C  =0; 

welche  längst   bekannten  merkwürdigen   und 

gen  also  unter  unseren  obigen  ganz  allgemein* 

bige  schiefwinklige  Coordinatensystem   geltenden  Gleichungen  all 

ein  besonderer  Fall  enthalten  sind. 


Ichtigen  Gleicbun- 
für  jedes  belie- 


{.  ii. 

Wir  wollen  nun  zunächst  die  Gleichungen  der  durch  zwei 
gegebene  Punkte  (/oj/i/'o)  und  (fiffik,)  gebenden  Geraden  suchen. 

Zu  .dem  Ende  sei  (abc)  ein  beliebiger  in  der  gesuchten  Ge- 
raden liegender  Punkt,  und  a,  ß,  y  seien  die  180°  nicht  über- 
steigenden Winkel,  welche  der  eine  der  beiden  von  dem  Punkte 
(aöc)  nach  entgegengesetzten  Richtungen  hin  ausgehenden  Thelle 
der  gesuchten  Geraden  mit  den  positiven  Theilen  der  Äsen  der 
x,  y,  i  elnschliesst.     Setzen  wir  dann  wie  in  21): 

A=  Hcoso+CcosjS-f-Bcos)-, 

r=6'cosa+Bcos^+^cos}p, 

Z=  Bcos«+  Jcosp+tfcosy; 

so  sind  »ach  23)  die  Gleichungen  der  gesuchten  Geraden : 


und  da  nun  diese  Gerade  durch  die  Punkte  (/oftA)  und  (/JffiA,) 
gehen  soll,  so  haben  wir  die  beiden  Gleichungen: 
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fo—t  _  go_T_*  _  V"^f 
X    —      ¥    —     Z     ' 

X    ~      Y    ~     Z     ' 
aus  denen  eich  durch  Subfraction  die  Gleichungen 
fa  — 1\  _  ffo— gl  _ h^hi 


ergeben,  indem  man  sich  ausserdem  mittelst  des  Obigen  auf  der 
Stelle  überzeugt,  dass  die  Gleichungen  der  gesuchten  Geraden 
auch  entweder  unter  der  Form 


x  —    r   - 


oder  unter  der  Form 

g— /i  _g— gi_*— *i 
,\     _      F    —     Z 

dargestellt  werden  können.     Aus  den  Gleichungen 

fo~  fi       So— ffi      ^o— *i 


ergiebt  sich   aber  auf  der  Stelle,    dass,    wenn 
Factor  bezeichnet, 

gesetzt  werden  kann,  so  dass  also  die  Gleichungen  unserer  Gera- 
den nach  dem  Obigen  entweder  unter  der  Form 


47)  .    . 
oder  unter   der   Form 

48)  .    . 


fo—fi      go-gi      ^-*i 


■*—/j  _  y— gi  _  *— f>i 

fa—fi      go— gi      Äo-Ai 


dargestellt  werden  können,  und  also  hiermit  gefunden  sind. 

Um  nun  aber  auch   den  Factor    O   zu  bestimmen,    bemerken 
wir,  dass  nach  29) 

j'+r'+zH^Fcosf^+srzcos^tj+azxcos^)  =  #*, 

folglich  nach  dem  Obigen: 
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,.,  j  y.-A>H(ft~s,)H<V-Ai>HW,>-/lX%--Si><»«<*j)| 
I    +2to„-ft)(*„-*1)co.(j,=)42(*0-*1)(/„-/;)™»(=i)    ' 

und  daher,    weil  nach  18),    Wenn  £0„  die  Entfernung  der  beiden 
Punkte  (fuffo^o)  und  (fiSi^i)  voa  einander  bezeichnet: 

49)    ...    £,„'=(r„-/i)s  +  (5„-ff,)H(«o-*,)2 

+  2</i-A)(jo-.?,)co«(a:j)+2(Ä-!,1)(*0-41)coa(S2) 
+  2(*„-*,)«,-«oo.(n:) 


tot, 

50)  . 


.     CE0„'  =  m,    also   G  =  + 


JV 


gesetzt  werden  kann,  wo  das  Erscheinen  des  doppelten  Zeichens 
ganz  in  der  Natur  der  Sache  begründet  ist,  weil  ja  die  Winkel 
«,  ß,  y  sowohl  der  einen,  als  auch  der  anderen  Richtung  der  ge- 
suchten Geraden  entsprechen  können,  indem  mau  jeder  Geraden 
immer  zwei  von  einem  beliebigen  Punkte  in  ihr  ausgebende  ent- 
gegengesetzte Richtungen  beizulegen  hat.  Für  .Y,  1',  Z  ergeben 
sich  nun  aus  dem  Obigen  unmittelbar  die  folgenden  Ausdrücke: 


51)    X=± 


Wo-/i) 


1'=  + 


.■%,-&> 


,  z=+ 


N(K-«t) . 


und  hieraus  nach  32)  ferner  die  folgenden  Formeln : 

[  mitunl  y»-A>+fa»-g»)c°,';ci''-KA'-ai)c°'(":) , 


BS) 


,  (/W,)cos(Jy)  4-(.».-g,)+(»o-A,)ens(vr) 

1  £o„ 

,  (/•„-/■,)c.(a:)-K.,0-i„)eos(y)-f(n,-A,) . 


wodurch  jetzt  also  die  gesuchte  Gerade  vollkommen  bestimmt  ist. 


Weun   a,  b,  c   und   K,  L,  M    beliebige   constante    Grössen 
sind,  so  wird  durch  zwei  Gleichungen  von  der  Form 


53) 


x~a  _y—b      s—c 


jederzeit  eine  durch  den  Punkt  (u&c)  gehende  Gerade  charakterisirt. 
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* 
Man   nehme,  um  dies  zu  beweisen,    in  der  durch  die  Glei- 
chungen 53)   charakterisirten   Linie    oder   Curve    zwei    beliebige 
Punkte   (fofjoh)  und  (faM  an,    und  lege  durch  dieselben  eiqe 
Gerade*  deren  Gleichungen  nach  47)  und  48) 

/o— fi       9o—ffi       K  —  K 
*«pr 

g-/i  =  9—9i   _   «-*i 

sind«    Nun  sei  (jrnj)  ein  beliebiger,  aber  bestimmter  Punkt  in  der 
durch  die  Gleichungen  53)  charakterisirten  Curve,  so  ist 

r—a  _  q  —  b_}~c 
K    ~     L    ""    M  ' 

Weil  die  Punkte  (foffo^o)  aDa*  (fiffi^i)  gleichfalls  in  dieser  Curve 
liegen,  so  ist: 

/o"~ a  _ .gb7~  *  __  ä0— c 

"IT""-    i~ -    itf""' 
"TT""-    jL    •"    Jf  ■• 

also  durch  Subtraction: 

/o""A  _ ffo  — 9x  —  *o— A 

~E — T~-T"' 

und  folglich,  wenn  G  einen  gewissen  Factor  bezeichnet; 

K=G(f0-fi),    L=G(g»-9l),    M=G(h0-ht); 
also  nach  dem  Obigen  offenbar: 

r— a_  n  — 6  _  ?  —  c 

^  —  /i "~~  #o — 9i  ""  Ao— *i 
und 

/o"-«       9o—b  fo  — e 

/<>— /i  ^o—  ffi  —  Äo— ^i ' 
/j  — q  =  gl  — 6  =  hx—c  . 
/o—  Ä      f/o— 9\       *o  — *i' 

folglich  durch  Subtraction: 

/o  — A      .9o  — 0i       Ao  —  *i ' 
/b~ fi       9o~9i       *o-*i> 
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woraus  eich,  in  Verbindung  mit  dem  Obigen,  ergiebt,  dass  der 
Punkt  fjrijj)  in  der  durch  die  Punkte  (fc/M  und  (ZiffA)  geleg- 
ten Geraden  liegt.  Da  nun  Irin)  ein  ganz  beliebiger  Punkt  der 
durch  die  Gleichungen  53)  charakterisirten  Curve  ist,  so  ist  klar, 
dass  jeder  Punkt  dieser  Curve  in  der  in  Rede  stehenden  Gera- 
den liegt,  dass  also  diese  Curve  ganz  mit  der  in  Hede  stehenden 
Geraden  zusammenfällt,  und  daher  seihst  eine  Gerade  ist,  nie 
bewiesen  werden  sollte.  Dass  der  Punkt  {abc)  in  dieser  Gera- 
den liegt,    i.sl  für  sieh  klar. 

Bezeichnen  wir  nun  die  von  einer  der  beiden  Richtungen  der 
durch  die  Gleichungen  53)  charakterisirten  Geraden  mit  den  posi- 
tiven Theilen  der  Axen  der  x,  y,  i  eingeschlossenen,  ISO0  nicht 
übersteigenden  Winkel  durch  a,  ß,  y,  und  setzen  wie  gewöhnlich 

A"=  Qcosa  +  Ccasß  -f  Bcosy, 
Y=  Ccos«  +  »cos|9  +  Acoay, 
Z=Bconv-\-  Acosß  +  tfcosy; 

so  sind  die  Gleichungen  der  durch  die  Gleichungen  53)  charak- 
terisirten Geraden  nach  23)  auch: 


x   ~    r  ~    z  ' 

und  wenn  also  C  einen  gewissen  Factor  bezeichnet,  so  ist,  wie 
sich  aus  der  Verglerchung  dieser  Gleichungen  mit  den  Gleichun- 
gen 53)  auf  der  Stelle  ergiebt: 

54)    .    .    .      X=G'K,     Y^G'L,    Z  =  G'M; 

also  nach  29): 

G*\K*+LHMH2KLcos(xy)+2LM™s(ijz)+2MKcoB(za:)\=W, 

folgt  ich : 


55) 


C'=±- 


» 


*fK*+Iß+M*+1KL  cos  (xy)  +  1LM  cos  (y:)+'2,1/ff  cos  (ix) 
Ferner  ist  nach  32)  und  54) : 

._  G'\K-\-Lcos(ay)  +  Mcos(uQi 


_  G'\Kcns{xy)  +  X  +  M  cos  jyx)  | 


G'lÄcosfia:)  +  LcosfwO  +  J"! 
"/= # 
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also  nach   55): 


Ute  allgemeinslen  Gesefae  der  h'rysfttiiogTaphie 


56) 
K+ Leos (xi/)  -f-  M cos {t.x\ 


: 


"  V^^iH^aV2Äico8(ä?)+^i:iHco*(yI)+2()/A:Qoe(«:)' 
Kcosfjry)  +  L  +  üf  cog  (gi) 

ffcosfr.TJ  +  Lcostg^+flf 
~  VAH^HWH2^eos(;ry)+2^ 


Es  seien  jetzt 


/  X  —  (70      g  — A0 s— J^o 

„       -  1    A'u  -  A,   *"  #0  ' 

57)    ...    .     < 

*■     tf,    —    L,    °  itf, 

die  Gleichungen  zweier  Geraden. 

Um  die  Bedingungen  der  Parallellität  dieser  Leiden  Geraden 
tm  finden,  bezeichne  man  die  180°  nicht  übersteigenden  Winkel, 
welche  zwei  gleichstimmige  Richtungen  derselben  mit  den  posi- 
tiven T  heilen  der  Axen  der  x,  y,  i  einschließen,  durch  •<„,  ß0,  y0 
und  nt ,  ßt,  yl;   und  setze : 


t"0  =  «Cl 

»«o  +  Co 

>.ft,  +  «cc 

sj-n. 

K„  =  Cc( 

.8«Q+BC. 

»fc+^Ci 

*yo, 

!0  ^ifcosoo+^lci 

!Sft,+  tfC0Syu 

f,=Hoci 

BK,+  CcOsft+ÄCC 

'BYlt 

r,  =  CcosKi+»c< 

left  +  ^coej-,, 

?,  =  Sco 

.«,+^C< 

«?,t«»« 

•n- 

Dann  sind  nach  23)  die  Gleichungen  der  beiden   durch    die  Glei- 
chungen 57)  charaltterisirten  Geraden  auch: 


-  U^h  —  ^h.  ■ 
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und  es  ist  also,  wenn  Go  und  G,  zwei  gev 

•isse  Facloren  bezeich- 

nen,  offenbar: 

^„sGoS,,     r0=G0i,,,    z„ 

=  G„AV„; 

Xt-e,K,,   ii=c,i,,   z, 

=6,*,. 

Die  Bedingungen  der  Parallcllität  der  beiden  Geraden  sind  offenbar: 


also  nach  dem  Vorhergehende! 


Y0—Y.,    Z0  =  Z, 


■ 


GaK0=C,K,, 


G„Lc=G1Lt,    GoM0 

=  G,*7, 

*o       X,       * 

*r,  —  i, —  jr, 

woraus 

58)     ■ 


folgt.  Dass  hierin  drei  Gleichungen,  aber  nur  zwei  von  einander 
unabhängige,  da  offenbar  eine  jede  aus  den  beiden  anderen  folgt, 
enthalten  sind,  braucht  kaum  noch  besonders  erinnert  zu  »erden. 
Uebrigens  kann  man  die  drei  in  Rede  stehenden  Gleichungen  auch 
auf  folgende  Art  ausdrücken : 


r  tfuA  - 
,  Jtf0ff,- 


■LaKl=0, 


Die   Bedinguugsgleichung,    dass    die    beiden   durch  die   Glei- 
chungen 57)  charakterisirteu  Geraden  auf  einander  senkrecht  stehen, 
nach  46) : 

ii  +  r0Fl  +  z0z1+(^r1  +  F0jrl)«o8(a,)  , 

+  (F0Zl  +  Z0FI)cos(yl)  +  (Z0J1+j:üZ.)cos(za;)  j  =  ' 


also,    nenn    man    für    A'„,    F0,  Z0  und   A 
Ausdrücke  einführt,  und  die  Gleichung  dai 


,   F,,  Z,   ihre 
i  durch  GaG,  di 


ibigen 
'idirt : 


Ä„tf,  +  LoLj+MqM!  +  (ffuL,  +  L0K,)  cos  (xy)  ) 

+  (L<tMl  +  M0L1)coS(1/z)  +  (Mür£l  +  KuWl)<:oa(zx)\ 

Nach  27)  und  dem  Obigen  ist,  wenn  Hr0>1  di«  vod  den  durch 
die  Gleichungen  57)  charakterisirten  Geraden  eingeschlossenen 
Winkel  bezeichnet,   allgemein  i 


Bit  nllgtmtinsttn  fitseixf  etrr  Krystallograybie. 
i        S'o^  +  iot.  +  Äo»,        > 
|  +i(K0l,  +L0K,)co.(zs)  I 
|  +2(L0iW1+Jtfol1)co«(j.-)   [" 


» Ifj,,  =  G„G, 


und  nach  20)  und  dem  Obigen  ist  offenbar    ohne  Beziehung  dei 
oberen  und  unteren  Zeichen  auf  einander: 

G»  = 

ff 

±VÄ0a+^oa+'Woa+^K^uco8(^)r2i,^cos7yO+2M0tf7cos(M 

G,= 

ff 


±^«1'+i1i+*i"+2*:1t,cos(aj,)+-iL1*>coe(J;)+2«1*r1cos(it) 
also  ist: 
60*) cos  WBtl 


K.Ki  +  I.Ii  +  J».'Wi  +2(ff»i,  +  L„*r,)eos(:rj) 
+  2(/,„Afi  +  i»,lZ.1)cos(./:)  +  2(M„A,|+fr,«i)ei 


~t/      rir»'I+i.HJf?+2«-„i,cos(a:s)+2£,if0™s(s=)+2»,Ä',cos(M)|' 
'    X|Jr,HV+*,I+2iiZ,co»(*j)+2i1»1cos(S!H2'(1*iCos(a:)| 

Wir  wollen  nun  auch  noch  die  Bodinguugsgleichung  des  Schnei- 
dens der  beiden  durch  die  Gleichungen  :i?)  charakterisirten  Gera- 
den suchen. 

Die  Gleichungen  unserer  beiden  Geraden  sind  nach  dem  Obi- 
gen auch : 


'      »'.     ~~     2. 


y— Qi 


Sollen  nun  die  beiden  Geraden  slcli  schnellten,  so  müsset)  diese 
Gleichungen  durch  dieselben  Wertlic  von  x,  y,  :  erfüllt  werden 
können,  und  die  Wcrthe  von  x,  y,  z,  welche  dieser  Bedingung 
genügen,  bestimmen  dann  die  Conrdinaten  des  D  urch  schnitt  s- 
punkts  der  beiden  Geraden.     Setzen  wir,  dies  vorausgesetzt, 
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Äo    ~     F0     -     Z0     -<**' 


jrt   ""    rt    —   zt    "  ^ ' 


so  ist: 


•a: — o0=G0/-X0»  *  —  fli==G1/Jri, 

y-b0=G0'Y09  o?-61  =  G1/F1> 

«  —  c0=G0'Z0;  x  —  cx=  GX'ZX ; 

also  durch  Subtraction : 

<*o  —  «i  =  Gi'-Xi  —  G0'-Xo, 
60— 6t  =  G\'  Fx  —  G0'  F0, 
c0— cx  =  Gt'Zx  —  G04Z0. 

Multiplicirt  man  diese  drei  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit 

Y0ZX  —  Zü  Yx ,    Z0XX  —  -X0Zl ,    Jf0  Yi  —  Y0XX 

und  addirt  sie  dann  zu  einander,  so  erhält  man  als  Bedingungs- 
gleichung, dass  die  drei  vorstehenden  Gleichungen  durch  diesel- 
ben Werthe  von  G0'  und  Gx*  erfüllt  werden  können,  die  Gleichung: 

61) 

(flo-a.KF^-ZorO  +  tfo-ai)  (Z0Xl-X0Zl) 

+  (c0-c,)  (X0  Yx  -  Y0Xt) =0, 

welches  die  gesuchte  Bediugungsgleichung  des  Schneidens  ist. 

Führt  man  für  X09  F0,  Z0  und  Xl9  Yl9  Zx  ihre  obigen  Aus- 
drücke ein  und  diviclirt  die  Gleichung  dann  durch  G0Gl9  so  er- 
hält man  die  folgende  Bedingungsgleichung: 

62) 
(a0-al)(L0Mx-M0Ll)  +  (ö0^bi)(310Kx^K0Mx) 

+  (c0-cx)  (4A  _!**,)  =  0. 

Nach  42)  kann  man  die  Gleichung  61)  auch  auf  folgende  Art 
drücken : 

63)        («o — ai )  1  Aou  +  Bo>i co*  (*y)  +  Qui  cos  (**)  1 

+  (b0—bx){A09l  cos (*#)  +  Bo*  +  C0,i  cos  (yz) }  }  =  0. 

+  (<?o  —  *i)  l  A0,i  cos  (zx)  +  B0,i  cos  (yz)  +  C0,x } 
Theil  XXXIV.  11 
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Multiplicirt  man  die  drei  Gleichungen 

00  —  at  =  GX'XX  —  Go'Xo, 
6o-ftI  =  Gl'F1-Go,F0, 
co-cl  =  Gl'Zl  -Go'Zo 
zuerst  nach  der  Reihe  mit 

T |  — >  &i ,     Zx  —  Äi ,     X  ^  —  Y i ; 
dann  nach  der  Reihe  mit 

¥o  —  Zo,     Zo — Xo,    Xo— Yo; 

und  addirt  sie  in  beiden  Fällen  zn  einander,  so  erhält  man: 

n  < -     («o-g|)(yi-Z1)  +  (6o-^)(^i-^)4(co-c,)(Ar,-F,) 
°o—       (X0  Yt  -  F0A,)  +  ( Y0Z,  -  Zo  F.)  +  (Zo  A\  -  Ä^j       ' 

^ <_     (ffo->il)(Fo-Zo)+(6o-61)(Zo-Xo)4(co-c,)f^o-ro) 

Ul  —     (x0rl-roXl)+(roZl-ZoYl)+iz0x.l^.x0zl) 

Ateo  ist  nach  dem  Obigen  : 

64) 

(flo-«,)(F,-Z,)  +  (A0-61)(Zi-jy,)4(co-c1)(^,-F1) 
.r-flo—      AoFi  _  Fo^i}  +(f0Z1-ZoF;)  +(ZoXl-X0Z1T   °' 

_     (<io-ff,)(F,-Z,)4(6o-6,)(Z,-Ä,)4(fo-cl)q,-F,)Tr 
9~*o  —     (.To'Fr=nr„ÄI)  +  (FoZr-ZÖF1)  +  (Z„Jr,-AoZ1)     r°' 

_     («,)-«,  )(Vi-Zt)  +J60-A,  )(Z1-^,)+(co-c1)(J¥,-F1) 
:  _C0  _  ^  y_  r^-}  +  (  po2i_  2()  Fj )  +  (Zo^  _  XoZ> )       *» 

und 

65) 

_    («o-fll)(F0-Z<))+(6o-6t)(Zo-jro)-f(<;o-Ci)(A'()-  F0) 
*-«i—     (*0F1-FoA'l)  +  (FoZl-ZoFlH-(ZoA'l-ÄoZ1)     *»' 

,  _     («o-«! )  ( Yo- Zo)  4  (6o-6, ) (Zo- A-0)4(co-c, )( X0-  F0) 
y-lh-        (XoYt-  FoA1)  +  (F0Z1-ZoFl)  +  (Z0Xl-X0Zl)     '»• 

_     K-ff|)(Fo-Zo)4(6o-6,)(Z0-Ao)4(co-c,)(An-Z0) 
t-C|  _-     (^  y,  _  FoZj)  +  ( f  ^  _  ^  f .-}  +(-Zo3rl_A>0zI^,• 

Führt    man    für    Af„,   F0,  Z„    und    Xx ,  F, ,  Z,    ihre    obigen 
Werthe  ein,  so  erhält  man  leicht: 
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jr— <*©=' 


b0  =■ 


: — Co  ==■ 


and 


66) 

(a.-o1)(JLt-A/1)+(6„-61)(jy1-Arl)+(c.,-nC,)(g,-L1)  „ 
(*„£,  -  L„ *,)  +  (JL.  Jlf,  - M„L{)  +  (itfoÄi  -  Ä,,.^)  Ä 

(a„-«1)(£1-it/l)+(&„-61)(^t-Ari)+(c„-c1)(^l-L1) 
(K„L,  -XoATO  +  {LJJt  -  A#0X,)  +  (vl/otfj-  AT.J/,) 

(ao-«,)(Ll-il/1)+(6.-61)(^/1-/f1)+(c,-c1)(Ar1-£1) 


67) 


OJ 


X<o, 


Jlf. 


_    (a„-gI)(I,o-J!f„)-f(6.-61)(ilf„-ir,)-f(cu-c1)(^u-£,l)„ 

.  _  (c-gpcfc,.— ^.h^-ma/o— Ar0)+(c„— coc^o-Xq) 

(a„-ffi)(.Ln-ilfo)+(^.,— 6i)(ilf„— Jr„)+(c„-c1)(Jr>-I,0) 

»-*«*-  (jr.i,1_i#<,ji)  +  (£0Af1—ifui,)+(Äpjr1-jr,ir1)  Ä1- 

Setzen  wir  der  Kürze  wegen : 

68) 
ü.s(a.-a1)(Fo-Z„)  +  (60-6I)(Z0— Xa)  +  (ca- ct)  (Xa~  Y,), 

«i=(«.-«,)(F1-Z1)  +  (*0-»1)(^-T1)+(e.-«k)(2i— Ft); 
so  ist  nach  64)  und  65) : 


z, 


also: 


0.    *»•     y-Ä.-17/F,'    i-c.-p/V 


#= 


flo^o^i—  <*\U\X* 


69) 


_  coC70Z,  —  cll71Z0 

z   ■  -■ 


V0Zx-VxZa 

Auf  ähnliche  Art  ist,  wenn  wir 


F1== 


(a„— aj)(I.* 
(a0 — «!)  (Ii 


70) 
^i)  +  (6o-*i)(^i--«'i)+(c. 


•cX^-t,) 
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setzen,  nach  66)  und  67): 

x  —  «o  _  Vi  *«      y—b„_  Vi   La    -  *— c0_  V,  ■M±, 
*-«i~F0'V    y-b1—V0'Ll'     z-Cl~  V/ia^ 


also: 


71)    ...    . 


_  «.'Fo^-a,  F, «2 

*-     F0ü-Fljr.    ! 

_b0V0Ll-biJ\L}, 

y-~v0L^v1L0  • 

_cnVBMl~-clV1Mn 
s~      V^-V^M» 


§.  14. 

Wir  wollen  jetzt  die  Gleichungen  der  Geraden  suchen,  welche 
durch  den  gegebenen  Punkt  (a^Ci)  geht,  und  auf  der  durch  die 
Gleichungen 

7m\  x~ "« —  y~b°  _  2~c° 

M K0     ~     L0    —   M0 

charakterisirten  Geraden  senkrecht  steht;  zugleich  sollen  die  Coor- 
dtnaten  des  Durchschnittspunkts  des  Perpendikels  mit  der  gege- 
benen Geraden,  und  die  Entfernung  des  Punktes  {oxbiCi)  von 
derselben  bestimmt  werden. 

Bezeichnen  wir  wieder  durch  cc0,  ß» ,  y0  die  180°  nicht  über- 
steigenden Winkel,  welche  die  eine  der  beiden  Richtungen  der 
gegebenen  Geraden  mit  den  positiven  Theilen  der  Axen  der 
Xs  y,  z  einschliesst,  und  setzen: 

A'o  =  il  cos  cc0  +  C  cos  ßo  +  B  cos  y„ , 

Y0  =  C  cos  «o  +  2J  cos  ß0  +  A  cos  y() , 

ZQ  =  2?cosa0  +  Acosßo  +  <£cosy0  ; 

so   ist  wie  früher : 

X0  :=  G0K0 ,     Y0  =  GqLq  ,     Zo  =  GqM0  ; 

und   die  Gleichungen  der  durch    die  Gleichungen  72)  charakteri- 
sirten Goraden  sind  also  auch : 

x — a0  __  y  —  b0 i  —  Co 

-A0  M0  JjQ 
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Bezeichnen  ferner  ctx,  ßx,  yx  die  ] 80°  nicht  übersteigenden 
Winkel,  welche  die  eine  der  beiden  Richtungen  des  gesuchten 
Perpendikels  mit  den  positiven  Theilen  der  Axen  der  x,  y,  % 
eioschliesst,    und  wird 

Xx  =  Ücosc^  +  Ccos  ßi  +  Bcoay1 , 

Yx  =  Ccos  ax  +  35  cos  ft  +  A  cos  yx , 

Zx  =Bcosal  +  Acosßx  +  £cosyx 

gesetzt;   so  sind  bekanntlich  im  Allgemeinen 

x — «i  __  y — bx 2j—  cx 

die  Gleichungen  des  gesuchten  Perpendikels. 

Bezeichnen  wir  die  Coordinaten  des  Durchschnittspunkts  der 
beiden  Geraden  durch  u,  v,  w,  so  ist: 

u —  ßo v  —  bu 10  —  Co 

JLq  Mo  Ao 

u  —  «j  v  —  bx  __  w  —  cx 

und  die  Bedingung  der  Perpendicularität  ist  bekanntlich: 

+  (FoZ1+Z0F1) cos (yz)    (  =0. 

+  (Z0XX  +  X0ZX)  cos  (zx)   ) 
Setzen  wir  nun 

u — ox^_v —  6] w  —  cx  __  1 

Xx  Yx    ~~    Zx     ~~  Gx9 

so  ist: 

Xx=zGi(u— ax),     Yx  =  Gx(v— bx),    Zx  =  Gx(w—cx); 

also   wegen  der   vorstehenden   Bedingungsgleichung  der  Perpen- 
picularität : 


(u  —  ax)X0  +(v—bx)  F0  +  (w—cx)Z0 
+  {(v—bx)X0  +  (w  —  ax)  Y0\co&(xy) 
+  ( (w—cx)  Y0+(v-  60'  Z0 }  cos  (yz) 
+  {(u—ax)Z0  +  (to  — 'Cx)X0}coa(zx) 


=  0 


oder 
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( XQ  +  ¥o  cos  (xy)  +  Zö  cos  (zx)  \  (u — ax ) 
+  { 3T0  cos  (a:#)  +  l\  +  Z0  cos (y 2) )(t>— ftt)  ^  =o, 
+ 1 Z0  cos  (zx)  +  F„  cos  (yz)  +  Z0 }  («0— cL) 

also : 

{ A~0  +  F0  cos  (a#)  +  Z0  cos  (zar)  1  (ti  —  a0) 

+  ( 2f0  cos  (xy)  +  F0  +  Z0  cos  (#2) )  (t>  —  60) 
+  { X 0  cos  (zx)  +  F0  cos  (^2)  +  Z0 1  (w>  —  Co) 
=  { ^¥0  +  F0  cojs  (ar#)  +  ZQ  cos  fcaO )  (rc ,  —  a  „) 
+  |^l0cos(^)  +  F0  +  Z0cos(y2)  |  (61  —  60) 
+  { J*o  cos  (2a:)  +  F0  cos  (#2)  +  Z0 1  (cx  —  c0). 

Verbindet  man  mit  dieser  Gleichung  die  aus  dem  Obigen  bekann« 
ten  Gleichungen: 

u — a0 v  —  b0 w — c0 

Xq  F0  Z0 

und  überlegt,  dass 

\X0  +  F0  cos  (a?#)  +  Z0  cos  (za:))^ 
+  {Jf0cos(a?y)  +  F0  +  Z0cos(#2))F0 
+  { X0  cos  (zx)  +  F0  cos  (yz)  +  Z0 1 Z0 

-  =*o*+r0«+Zot+2Jkr0cos(jV)^ 

ist;    so  erhält  man  zur   Bestimmung  von  u,  v,  w  die  folgenden 
Formeln : 

73) 

[X0  +  F0  cos  (xy)  +  Z0  cos  (zar)]  (at  —  n0)  j 

2V».(w— «„)=)  +[-Toco8(ay)  +  Fo+Z0coii(yr)](61-6o)  f  *o. 

+  [Z0  cos  (zx)  +  F<)  cos  (yz)  +  Z0]  (c,  —  c0) 

[X(>  +  F0  cos  (xy)  +  F0  cos  (2a:)]  (at  —  ö0) 

+  [#0  cos  (xa?)  +  F0  cos  (y  z)  +  Z0]  (q  —  c0) 

[Xq  +  F0cos  (a?y)  +  Z0  cos  (zar)]  fa  —  a0) 
N2.(w—c0)=sl  +  [^0  cos  (#y)  +  ^0  +  ^0  cos  (yz)]  (6j  —  60)  \  Z0. 

+  [<Y0  cos  (zx)  +  F0  cos  Cv«)  +  ^>]  fa  —  co) 


/ 
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Bezeichnen  ferner  ctx,  ßx,  yx  die  ]  80°  nicht  übersteigenden 
Winkel ,  welche  die  eine  der  beiden  Richtungen  des  gesuchten 
Perpendikels  mit  den  positiven  Theilen  der  Axen  der  x,  y,  % 
einschliesst,    und  wird 

Xx  =  iJcosc^  +  Ccos  ßi  +  Bcoayt , 

Yx  =  Ccoscti  +35cosft  +  Aco8ylf 

Zx  =  B  cos«!  -+-  A  cos  ßx  +  (£  cos  yx 

gesetzt;   so  sind  bekanntlich  im  Allgemeinen 

x — at  __  y — 61 2  —  cx 

~xT-~yT-   zT 

die  Gleichungen  des  gesuchten  Perpendikels. 

Bezeichnen  wir  die  Coordinaten  des  Durchschnittspunkts  der 
beiden  Geraden  durch  u9  v,  w,  so  ist: 

u  —  flo v  —  60 w  —  Co 

JLq  Jr  o  i^o 

u  —  //] p  —  bx w  —  cx 

und  die  Bedingung  der  Perpendicularitnt  ist  bekanntlich: 

x„xl+r0rl  +  z0z1  +  (x0rl  +  YoXjcosixy)  \ 

+  (Y0ZX+Z0YX) cos (yz)    (  =  0. 

+  (Z0XX  +  X0ZX)  cos(zx)   ) 
Setzen  wir  nun 

u — ax  __  v  —  bx w  —  cx 1^ 

Xx  Yx    ~~    Zx         Gx9 

so  ist: 

Xt  =  Gx(u— ax),     Y\  =  Gl(v—6X),    Zx  =  Gifa—Cj); 

also    wegen  der   vorstehenden   Bedingungsgleichung  der  Perpen- 
picuiarität: 

(m  —  ax)X0  +  (v—bx)  F0+  (w— cx)Z0 

+  {(t>— bx)X0  +  (u  —  ax)  Y0}cos(xy) 

+ 1  («>— cx)  Y0  +  (c  -  Äj)'  Z0 )  cos  (y*) 

+  {(w—  Qi)ZQ  +(w—Ci)Xo}coa(zx) 
oder 


=  0 
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( XQ  +  Yo  cos  (xy)  +  Z<>  cos (zx)  \  (u — ax)  \ 
+  {X0cos(xy)  +  F0  +  Z0  cos (yz))(t>— bx)  (  —q, 
+ 1 X0  cos  (zar)  +  Focos(yz)-fZ0)(»»— cL)  1 
also: 

{ A'0  +  F0  cos  (a;^)  +  Z()  cos  (zar) )  (ti  —  a0) 
+  { 2f0  cos  (.r^)  +  F0  +  Z0  cos  (yz) )  (t>  -  60) 
+  { X 0  cos  (za:)  +  Y0  cos  (^z)  +  Z0 }  (10  —  c0) 
=  { ^¥0  +  F0  cos  (xy)  +  Z0  cos  (zx) )  (rc  x  —  « n) 
+  { X0  cos  (xy)  +  Y0+Z0  cos  (yz)  j  (bx  —  b0) 
+  {  Xq  cos  (za?)  f-  F0  cos  (yz)  +  Z0 1  (cx  —  c0). 

Verbindet  man  mit  dieser  Gleichung  die  aus  dem  Obigen  bekann- 
ten Gleichungen: 

u — a0 v  —  b0 w — c0 

Xq  F0  Z0 

und  überlegt,  dass 

I X0  +  F0  cos  (xy)  +  Z0  cos  (zx) }  X^ 
+  { Xo  cos  (xy)  +  F0  +  Z0cos  (yz) )  F0 
+  { JT0  cos  (zx)  +  F0  cos  (yz)  +  Z0 1 Z0 
=^02f  F02+ V+2^o  F0cos(a:y)+2  F0Z0cos(yz)+2Z0*0cos(za:)=AT2 

ist;    so  erhalt  man  zur   Bestimmung  von  u,  v,  w  die  folgenden 
Formeln : 

73) 

•       [X0 +  YQ  cos  (xy)  +  Z0  cos  (zx)](al—a0)  * 
2V».C« — «»)=}  +[Jrocos(.ry)  +  F0+Z0cos(yz)](61-60)  f  *0, 

+  [Z0  cos  (zx)  +  Fo  cos  (yz)  +  Z0]  (c,  —  c0) 

[Jfe,  +  F0  cos  (xy)  +  F0  cos  (za:)]  (ax  —  <i0) 

#*.(»— *b)  =  J  +[Jroco»(ary)+F0+Z0t!o8(yz)](61— 60)  J  ro* 

+  [#0  cos  (z#)  +  F0  cos  (yz)  +  Z0]  (q  —  c0) 

[^  +  F0cos  (o?y)  +  Z0  cos  (zar)]  (oj  —  a0) 
N*.(w-c0)=s\  +[^o8(xy)+Y0+Z0cos(?/z)](bl^b0)  \  Z0. 

+  [X0  cos  (z#)  +  F0  cos  (yz)  +  Z&]  fa  —  c0) 


PC 
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Setzen  wir  der  Kürze  wegen: 
74)  ...  tt=     {2^>  +  F0 cos (##)  +  Z0 cos (za:) )(«i  —  <*o) 
+  { J^cosOry)  +  F0  +  Z0  cos  (#z))  (^  —  60) 

-H2^C08(z£)  +  Y0co8(yz)  +  ZoKi?!  —Co)* 
so  ist  auch: 

J         75)  ....    j  »».A-^ff^ft-W-llFo, 

(  JV2.(c1-w)  =  iV2.(c1— c0)  — ltZo- 

Bezeichnet  nun  P  die  Länge  des  von  dem  Punkte  (ffiAjCi)  auf 
die  gegebene  Gerade  gefällteu  Perpendikels,  so  ist  nach  18)  be- 
kanntlich : 

P»=  fa— «)a  +  (6,  -t>)*  +  (c,  -  «)«  +  2(ffl  -«M  -t>)co8(*y) 

+  2  (6,  —  t>)  (c,  —  w)  cos  (yz) 

+  2  (q  — «fu)  («i  —  u)  cos  (zar) , 


und  folglich ,    weil  nach  75) 


» 


di  —  u  =  aL  — a0  —  ^2  -^o » 

6f  —  t>  =  &i  —  60 yy2  F0  i 

Cj  —  €0  =  Cj  —  C0  —  Jyä  ^0 


ist: 


*"=(«, -oo-  to*o)*  +  (*i -«ö-  4  ^o)2  +  (c,  -c0-  ~ Z0)* 


iV2 


7V2 


iV* 


+  2(a,— «o  —  2p^o)(^i—  60  —  ^  F0)cos(ary) 

1t  lt 

+  2(6!  — 60  — jp  Fo)^!  — c0  — jpZo)  cos(yz) 

lt  U 

+  2(C!  —  C0  —  7V2  Z0>  («1  —  «0  -  -7V2  *<>)  C0S  (Z*)' 


iV2 


A72 


Ueberlegt    man,    dass,    wenn   Eon    die   Entfernung    der    beiden 
Punkte  (a06oro)  una*  (öi^ici)  von  einander  bezeichnet,  nach  18) 
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«o*2  =  («i-"o)a  +  (61  -&o)2  +  (ci— Co)2  +  2(ßl  -fl0)  (*i~A)  «os  (xy) 

+  2(6!  — 60)  (ct — c0)  cos  (yx) 

+  2(Ci— c0)  (öj  — a0)  cos  (zx), 
dass  ferner  offenbar 

tt=     (cii-tfo)^  +  (6!-60)  n+  (ci-e0)Z0 

+ ( (*i  —  «o)  *o  +  (*i  —  *o) *o  1  cos {xy) 

+ 1  (*i  —  *o)  ^o  +  (ci  —  c0)  Y0 1  cos  (#z) 

+U<?i  —  co)  ^0  +  («i  —  «0)  ^o) co«  («*)» 
und  endlich ,   dass 

N*=Xo*+  F0a+Z0*+2Z0  F0cos(^)+2  F0Z0cos(yz)+2Z0X0co8(zx) 

ist;    so  erhält  man  durch   leichte  Entwicklung  des  obigen   Aus- 
drucks von  P2  auf  der  Stelle  die  Gleichung : 

II«       \\*  /UV 

P2=E0,i2 — %jyi  +  ffi=Eon2  —  (  ]y  )  > 

also: 


76) P=\E0,^-QJ. 


Nun  ist  aber  bekanntlich  auch 
*i2+  YS+ZS+ZXt  Y1cos(xy)+2YlZ1cos(yz)+2ZlXlcos(zx)-N% 
also  nach  dem  Obigen : 

G12  ]  +  2(ü-61)  (w— cx)  cos(yz)  |  =N*, 

v  -f-  2(w— Cx)'(w— at)  cos(zx)  ) 

folglich  offenbar 

77)     .    .    .      GX*P*  =  N*,   also   G^  +  p; 
und   daher : 

7»;    ^1=+ — -p* — ,    rl=z±- — p — ,    4t—± — -p — > 

also  weil  nach  75): 
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Vi 


ist: 


^1  =  db  p  (#0 —  al  +  ]y2  -^o)> 

79)    .         .       ^  F^  +  ^^o-Äx+^Fo), 

Zi==±p(c-0— cx  +2p^o)» 

Endlich  ist  nach  32): 

-^l  +  Fi  cos(##)  +  Zj  cos(za;) 
cosai  = j^" ' 

__  JEiCospry)  +  Ft  +  Zt  cos(yz) 
cos  Pi  = jy r  > 

X  cos  (za?)  +  Ft  cos  ( vz)  +  Z* 

c<>syi  =  — —         n —     ; 

und  man  erhält   daher  mittelst  der  Formeln  79)   leicht  die  folgen- 
den Ausdrücke: 

80) 

(a0— at)  +  (60  —  6J  cos  (xy)  +  (c0 — cx)  cos  (zx) 

Pcosal=±<k        n 

+  JJ*  L-^o  +  F0  cos  {xy)  +  Z0  cos  (z#)] 


l      («o — «l)  cos  (xy)  +  (b0 — 6i)  +  0 
(  +]p  [^ocos  (a:#)  +  F0  +  Z0  cos(ya 


(«o— <*i)cos(xy)  +  (60— *i)  +  («o— cL)  cos  (yz) 
Pcos  __ 

ß)] 


(a0 •— «i)  cos (zar)  +  (b0  —  6j)  cos  (#z)  +  (c0  -  cx) 
i^cosy!  =db^        jtt 

+ ]p  [-*• cos  ^ + F° cos  (y*) + Z<J 

oder  auch,  weil 
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X0  -f  Y0co8(xy)  -f  Z0cos(zff) 


cosa0 


N 


X0  cos  (xy)  +Y0+  Z0  cos  (yz) 
cos  00=^= ^ , 

X0  cos  (zx)  +  ¥0  cos  (yz)  +  Z0 
cos  y0  = -y 

ist: 

81) 

11 

(«o— «i )  +  (*o — *i ) cos  (?y)  +  (c0 — ci ) cos  (**)  +  ^v cos  a° 

COS«i=± p f 

(f<o— fli )  cos  (xy)  +  (b0 — 6, )  +  (c0 — c, )  cos  (yz)  +  -^  cos  ft> 
cos  ßi  •=:£ p , 

(a0— a,  )  cos  (zx)  +  (60  —  6, )  cos  (y z)  +  (c0 — c, )  +  -y  cos  y0 
cosft  =± : p — — 

In    alle    diesen  Formeln  konnte  man  nun  statt  X0,  F0,  Z0 
auch  leicht  K0,  L0>  ßl0  einfuhren,  denn  weil 

-V  +  W  V+2*o  F0cos(ay)  +2  F02i*ros(  ji)  +2Z0*0cos(z;r)  =JV* 
ist,   so  ist  nach  dem  Obigen: 

G0*  t  # oa  +  I^o1  +  #of  +  2^oio  cos  (xy)  +  2L0  »  0  cos  (yz) 

+  2M0Kflco8(zx)}  =  N*, 
also : 


4 


82) G0  = 


V^H£o2+^o2+2JtL0cos(^)+2^ 
-und  folglich : 


± 


83) X0  = 

JSK0 


V'Kit2^LQ2+MüH2ko'Lücos(xy)+2L,M0cos 

V"^,9  +  L,«+ÄI«+2Jr„iücos(^)+2Lll*ücos(f/2J+2^^ 

Z0  = 
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Offenbar  ist  nach  dem  Vorhergehenden  auch: 

84) 

tt  =  N  { (fl|  —  a0) cos«0  +  (*!  — 6rt)  cös  ß„  +  fe  -  c0)  cos  y0 ) , 

folglich  nach  76): 

85) 

P=zVE0fl*-{(a0  —  aj)  cos  a0 +(*,,—  b1)cosß0  + (c0— c,)cosy0|* 

welcher   Aasdrack    also   für  jedes    ganz    beliebige  Coordinaten- 
system  gilt.    Den  aas  84)  folgenden  Ausdruck: 

86) 

1t 

2^=(«i  —  «o)cos«0  +  (6i  —  fto)co*ßo+(*i  -c0)cosy0 

kann  man  leicht  in  die  Formeln  81)  und  auch  in  die  unmittelbar 
aus  79)  sich  ergebenden  Formeln: 

87) <(  r,=±  j>{(*d-4,)2V.+  £r0K 


Zl=±p\(c0-c1)N+~Z0\ 


einführen. 


Die  Gleichungen  des  von  dem  Punkte  ((iib^)  auf  die  gege- 
bene Gerade  gefällten  Perpendikels  sind : 

also  nach  87): 

89) 

x — qf y — b\ z  —  cx 

(«0 -«,)#+ jj*0        (60-6,)^+Jf0  (co-cJN+^Zo 

die  man  leicht  noch  auf  verschiedene  Arten  schreiben  konnte. 


§.  15. 

Wir  wollen  nun  die  kürzeste   Entfernung   der  beiden  durch 
die  Gleichungen 
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90)  ■      *°  L°         M°   ' 

x — at  y — bx z  —  ct 

IT"  —    /*""""■"  "57" 

charakterisirten  Geraden  von  einander,  welche  bekanntlich  die 
auf  diesen  beiden  Geraden  zugleich  senkrecht  stehende  Gerade 
ist,  bestimmen. 

Bezeichnen  wir  die  1800  nicht  übersteigenden  Winkel,  welche 
eine  der  beiden  Richtungen  der  ersten  und  der  zweiten  Geraden 
mit  den  positiven  Theilen  der  Axen  der  x,  y,  z  einschliesst, 
respective  durch  a0,  /30,  y0  und  alf  ßl9  yl;    und  setzen 

Xq  =Ücosa0  -f  Ccosß0  -f  2?cosy0, 

91)  .    .    .    \  F0  =  Cco&cc0  -f#cosß0  +  ^cosy0> 
Zq  =  B  cos  a0+A  cos  ß0  +  Ccosyn 

und    • 

'  Xt  =zMco8at  +  Ccosßt  +  Bcosyl9 

92).   .   .    <  Fl  =  Cco8ttl  +3?cosft  +  ^cosft, 

v  Zj  =  BcosaL  +  Acosßt  +  tfcosft; 

so  sind  die  Gleichungen  der  beiden  gegebenen  Geraden  bekannt- 
lich auch: 

#—«o_.y— 60^*— cp 

^p  ^P  %o 

93) 

^     -     Y\    -    Z,    f 

#und  wenn  wir  ohne  Beziehung   der  oberen   und  unteren   Zeichen 
auf  einander: 

94) G0  = 

iV" 


+ 


4 


VJT0HA)HJfoa+^o£oC0^ 


VXHV+^^ÄiZ,  cos^+äi^ir!  cosfyz)  +  21/1*,  COS.fcr) 
setzen;   so  ist: 
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!X0=  G0K0,     F0=  G0L0,    Z0  =  G0M0 ; 
Xt  =  GXKX ,     I\  =  GiLl9    Z1  =  GLML. 

Bezeichnen  wir  die  Coordinaten  der  Durchschnittspunkte  der 
kürzesten  Entfernung  mit  den  beiden  gegebenen  Geraden  durch 

&09  yo>  zo  ur)d  x\>  Vi>  zi>   80  s*na*  nacn  *7)  °^er  ^8)   die  Glei- 
chungen der  kürzesten  Entfernung: 

x—Xq  _  y  —  Vo        *—*o 
^o—^i       yo  —  yi      *o— *i 
oder 

g— x\  _  y—y\  __  *—h  . 

^o—^i       3fo  — #i       *o  — *i' 
auch  Haben  wir  die  folgenden  Gleichungen : 

#0— «o  _  ffo  — &o  _  ^o-Cq_  r  / 

-A0  X0  Z^0 

*,   -   f,  --zr~hi 

Weil  die  kürzeste  Entfernung  auf  den  beiden  gegebenen  Ge- 
raden senkrecht  steht,  so  haben  wir  wegen  ihrer  obigen  Glei- 
chungen und  der  zweiten  und  dritten  der  Gleichungen  46)  offen- 
bar die  beiden  folgenden  Gleichungen : 

(xQ— #i)cosa0+(y0— yOcos/So  +  ^o  —  2!)cosy0  =  0, 

(x0—x{)  cos  ccL  +  (y0 — yx )  cos  ft  +  (z0  —  zl)cosyl=0; 

also,  weil  nach  dem  Vorhergehenden: 

x0-~a0=G0'X0,    y0— 60=GyF0,    z0—c0z=.G04Z0\ 

xl—alz=G1tXl9    yt-bi  =  Gl'Yly    zl  —  cl  =  GllZl 

und  folglich 

z0—Xi==ao--<*i  +  G0'X0 — Gt'Xl9 

.yo-^i=*o~fti  +  Go,Jro-G1'F1, 

*o  -  h  =c0-c,  +  G0'Z0  -  GX'ZX 
ist: 

(«0 — «i )  cos  «0  +  (60  —  6J  cos  ß0  +  (c0  -  c{)  cos  y0 

+  (JSrocosa0  +  F0cos/30  +  Z0cosy0)  G0'  \  =0, 

— (Z1cosa0+  Ficos/^o  +Zicosy0)^i' 
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(«o— a^cos«!  +(60-~ bi)co9ßl  +(c0— cJcobYi  \ 

+  (ifocos«!  +  Y0co9 ßx  +  Z0  cosyt)  C0'  ?  =  0. 

~  (JPt  cos «!  +  Yx  cos ft  +  Zx  cosft)  Gx    t 
Naqfr  35)  ist: 

JT0cosa0  +  Y0CQ8ß0  +  Z0CQ9Y0xz  N, 
Xx  cos  ax  -f-  Yx  cos  ßx  +  Zx  cos  yx  =  N; 

und  wenn  wir  den  von  den  beiden  gegebenen  Geraden  einge- 
schlossenen Winkel,  welcher  den  beiden  durch  die  Winkel  c^,  /?0,  y0 
und  ctl9  ßl9  yx  bestimmten  Richtungen  derselben  entspricht»  durch 
W0,x  bezeichnen,  so  ist  nach  36):   ' 

Xq  cos«x  +  F0  cos  ßx  +  Z0  cosyj  =  JVcos  W0,x , 
Xx  cos  cc0  +  Yx  cos  ß0  -f-  Zx  cos  y0  =  iV  cos  W^ji  • 
Also  ist  nach  dem  Obigen: 

(ax  —  o0)  cos  a0  +  (bx  —  b0)  cos  ß0  +  fa  —  c0)  cos  y0 
5=  iVßo'— «osFTo^.iVG!', 

(«l  —  ßo)  cos  «,  +  (bx  -rÄ0)  cos  ft  +  (cx  —c0)  cosft 
r^cosJF^i-iVCo'  — JY6?/; 

mittelst  welcher  beiden  Gleichungen  NG0f  und  NGX  ,  also  auch 
G0'  und  Gl'  bestimmt  werden  können. 

Nacb  leichter  Rechnung  erhält  man  auf  diese  Weise ; 

96) 

I(ax  —  a0)  (cos  a0 — cos  ax  cos  TF0»i  ) 
+  (&i  —  60)  (cos  Ä> — cos  ft  cos  WQil ) 
+  tei  —  c0)  (cos  y0 — cos  yx  cos  fF0, i) , 

!(°i  —  ao)  (cos  ai  ~~  cos  a0  cos  IJo*i) 
+  (bi  —  60)  (cos  ßx  —  cos  ft>  cos  W0,x) 
+  (ci  —  co)  (cos  yt  —  cosy0  cos  WQ,X)- 

Hat  man   auf  diese   Art   G0'  und  6Tj'  bestimmt,    so  ist  nach 
dem  Obigen: 

!z0=a0+G0'X0,    y0=b^-\-Gi)lY09    20  =  c0+6ro/Z0; 
xx^ax+Gx'Xl9    yx=bx  +  Gx'YX9    zx=cx+Gx'Zx; 

wo  man  ffJr  X$f  F0,  Zq  und  J^,  Fx,  Zx  auch  ihre  Werthe 
aus  91)  und  92)  oder  &u*  95)  einführen  kapn. 


Neue  Theorie  rier  geraden  Linie  im  Htmme  ttnd  Her  Ebene.    \ffj 

Will  man  die  Winkel  a0,  ß0,  y0  und  ccly  ßl9  yx  ganz  elimlnl- 
ren,  so  hat  man  nach  32)  die  folgenden  Formeln: 

98) 

X0  -f  F0  cos  (xy)  +  Z0  cos  (zx) 
cos  a0  = 


cos 


N 

Ä0  cos'(xy)  +Y0+Zp  cos  (yz) 

ß0  = y *- 

X0  cos  (zx)  +  F0  cos  (yz)  +  Z0 
cosy0  = ß ~ 

Xx  +  Ff  cos  (xy)  +  Zx  cos  (zx) 
coscf!= ^y 

nnaR  _  X\  cos  (xy)  +  YX  +  ZX  cos  (yz) 

COS  p£  ^ 

™e  .   —  *i  cos  (zx)  +  Fxam(yz)+Zl 

COS/!   — jy- 

oder,    wo  keine  Beziehung  der  Zeichen  auf  einander  in  den  bei- 
den folgenden  Systemen  Statt  findet: 


99) 
4 


....    cosa0 
K^  +  £/0  cos  (xy)  +  IU0  co»-(zx) 


cos£# 

■ #o  cos  (ary)  +  L0  +  fl/0cos(y::) 

~ V K0* + L0*+MqH%Ko  L0cos(a:y)  \tL~M0cos(yz) +2M0K0  cos(z~x) ' 

cosy0 
+ ff0cos(z.r)  +  L0cos(yg)  -f-  M„ # 


=4- 


COS«, 

Kx  4-  Lx  cos  (ary)  +  Mx  cos  (za;) 


=4- 


=4 


V  KXHLX  H Mi 2+2 #i  £|  cos(.Ty)+2L|  Jft  cos(^)4-2if1  ÄT,cos(*r) 

cosft 

ATt  cos  (##)  +  Li  +  Mx  cos  (yz) 

VW^+V + Mf+Mi  La  cos  (*y)+2I/,  Jf|COfi(yz)f  2«  A^c^sT^T 

cosyi 
Äff  cos  (z#)  -f  Lx  cos  (yz)  +  fl/j 


V^Hii  HUT,  H2  tfi  i^eos<^)4-2Z1ilflcos(yz)+2jf1  Kx  qqs(zx) 
in  Anwendung  zu  bringen. 
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Aus  den  beiden  Gleichungen 

Ou-ar,)  cos «o+fT/o-y^cosft, +  (1,,— i,)cosyo=0, 

(x0  —  ^JcosKi  +  (;/„  —  !/l)cosßl  +  (ia~i1)cosyl  =0 

folgt,  wenn  G„„  einen  gewissen  Factor  bezeichnet: 

x0—xt  =  Gm(cosß0cosyl—cosy0co8ß1), 

So  ~3i  =  Gu.ifcosj'oCosB,— coseocosy,), 

z„  —  ij  =  Go.ifcoeKüCosjS,  —  cos|S0cosß,) ; 

oder  nach  38): 

100).     .    x0—xl  =  G0,lAl)ll,    Vo—  yi  =  G0,lB0„, 

i0-i1  =  G0„C0,1. 

Folglich  ist  noch  dem  Obigen: 

G0„  A„„=:o0— a,  +  G„'^0  — G/J,, 

G0,i  Bu,i  =  6U  — öi  +  G0'r0  ~  &'&, 

G0,i  CU11  =  c0  -  c,  +  G0'ZU  -  G,'^  ; 

woraus,  wenn  man  diese  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit 

Foü.-ZuF,,     ZaXx—  AUZ,,    J0F,  — J^Jj 

multiplicirt,    und  dann  zu  einander  addirt,    auf  der  Stelle  der  fol- 
gende Ausdruck  erhalten  wird: 

101) G0„- 

(no-0l)(Fnz1-z0r1)+(Du-fi1)(zl)jrl-jf(,z,)+(Co-c,)(^0Fl-F0a:1) 

A0,i(yoZl—Z0rl)  +  B0,l(,ZaXl—Xl)Zl)  +  C0,l(Ä0}\-Yl}Xl)  ' 

Folglich  ist  nach  42): 

102) 

(*N  +  B01l  cos  (xy)  +  C„„  cos  (,zx))(a0-ai) 

+  |Ao,lcoS(^)+BUJl  +  CO)Icos(yi)l(ö0-61) 

,,                +  1  A0„  cos  (ix)  +  B0„  cos  (jp)  +  Cnil  t  (c0  -  c,} 

0,1 "  l  A0„HBo.i2+Cu,lH2A(,,lBl„1coS(^)+2Bü,1Cu,1cos(yä)  i  ' 

\                              +2C0tl  A01l™S(zx)                              1 

Bezeichnen  wir  jetzt  die  kürzeste  Entfernung  der  beiden  ge- 
gebenen Geraden  von  einander  durch  E„„ ,  so  ist  nach  18)  und  100) : 
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•  und  der  Ebene. 


£,„*=  Cc„»)  A0..2  +  «W  +  C0„» 

+2A0,i  B0lI  cos  (xy)  +  2B0„  C0„  cos  (Si)  +2C0!l  A0„  cos  (s±ft 

also  nach  102),  wenn  man  in  dem  folgenden  Ausdrucke  das  obere 
oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenachdem  der  Zähler  des  Bruchs 
pusitiv  oder  negativ  ist: 

103) 
I  A0„  +  B0„  cos (xjf)  +  C0„  cos  (nr)  |  (a„ - a,) 
+  [ Am  cos (*»)  +  B^  +  Co,i  cwfjx) i(*o  - M 
-  .       4-1  Au„  cos(^)  -f  Bnrt  cos  (yQ  4  C0„  i  (cp-c.) 

*/~  j  A0,,a+  6,,,«+  Cort»+2A0rt  Bon  cos  (*y)       =  1  ' 

(  +2Bo„Co,tcos(ffi)  +  2Co„A0rtCos(M)  i 


fcWM.VA: 


W~i   A011a+Bo-iHCo„a  +  2A0,IB0,1cos(^,)       . 
'         +2Bo„C0„cos(yi)+2Co„Ao,iCos(i3:)  ' 


was  man  auch  in   den  vorigen  Ausdruck  für  den  Nenner   einfüh- 
len tiinntc- 

Aus  103)  und  42),  in  Verbindung   mit  104),   erhält  man  auch 


E.„  =  ± 


I +(,y,f,— y^ofe— ct) I 

8inTr'0,1.iVvAr 


und  kann  für  _Y„ ,    1\, ,  Z„  und  XY ,    1  \,  Zt  in  diese  Formel  auch 
leicht  die  Ausdrücke  'J5)  in  Verbindung  mit  {14)  einführen. 


Zweites    Kapitel. 

Die    Ebene. 


Um  die  allgemeine  Gleichung  der  Ebene  zu  linden ,  wollen  wir 
dieselbe  betrachten  als  den   Ort  aller  der  Geraden,    weiche  auf 


Thtil  XXXiv. 


170    Grunert:    Die  atigemeintten  Gesetze  der  Krystallographie. 

einer  gegebenen  Geraden  in  einem  gegebenen  Punkte  dersel- 
ben senkrecht  sieben,  so  dass  wir  uns  also  die  Ebene  beschrie- 
ben oder  entstanden  denken  durch  den  einen  Schenkel  eines  um 
seinen  andern,  als  eine  feste  Gerade  im  Räume  gedachten  Schen- 
kel sich  herumbewegenden  rechten  Winkels.  Demnach  denken 
wir  uns,  um  die  allgemeine  Gleichung  der  Ebene  zu  entwickeln, 
eine  durch  den  Punkt  (übe)  gehende  feste  Gerade,  deren  eine 
Richtung  mit  den  positiven  Theilen  der  Axen  der  x,  y,  t  die  180° 
nicht  übersteigenden  Winkel  a,  ß,  y  einschliesst.  Die  Gleichun- 
gen dieser  Geraden  sind  nach  L   13) : 

(a>— a)  +  (y— &)coB(ayH  (z— c)cos(att) 


<a-a)cos(aff)  +  (y-6)  +  (i-C)cos(y:) 


Die  Gleichungen  einer  zweiten  d 
beliebigen  Geraden  seien: 


fl)cos(sg)-t  (y— b)coB(t/i)  +  (i— c) 
cosy 

h    den  Punkt  (nbc)  gebem 

H(g— b)cots(xy)  +  (i  —  c)cos(ij)  \ 

-c)«M(yt)Lc 


uns  0 
-a)coa(xy)  +  (!/—b)  +  (: 


-'■'■ 


g)aw(iar)4(y-ft)coB(3ri)+(t-c)  ] 


Soll  nun  die  zweite  Gerade  auf  der  ersten  senkrecht  stehei 
muss  nach  I.  46),   nenn  wir 

A'=:ilcoso:-f  CcoBß  -f  Bcosy, 
Y=Cms<x  +  7Scosß-iAcosy, 
Z=Bcos«  +  Acosß+Hcoay 


=  ilcosö  +  Ccosu-t-Zfcosü, 
=  Ccos  0  +  S  cos  w  +  A  cos  ö , 
;BcosÖ  f  Actis m  -f  <£  cosö 


setzen, 

xx+ry+z$  I 

+  (Xy+rX)cos(wS)  +  (Y$+Zmcos(yx)+(ZX+X$)™B(*x)\ 


WIM  Theorie  der  geraden  Linie  im  flaiime  ttnd  der  Ebene. 

sein,    »reiche  Gleichung,   weil  die  zweite  Gerade  nicht  als  fest 
and  unveränderlich  nie  die  erste  aufgelasst  wird,  unabhängig  von 
bestimmten  Werthen  von  9,  ra,  Ö  Statt  finden  muss. 
Nach   dem    Obigen    ist  aber: 

GcosS  =(.t  —  a)  +  (y — b)  coa  (xy)  +  (x  —  c)cos(mt), 
Gcosa=(x— a)  cos  (xy)  +  (y — b)  +  (; — c)  cos  (ys) , 
Gcosö=:(a:— n)cosC«:)  +  (y— i)cos(2,i)  +  (t  — c); 
also: 

GX=  tÄ  +  Ccos(a^)  +  Äcijs(i*)Ka:-ffl) 
+  {Äew<*y)+  C+Bco$(yi)  \(tj—6) 
+  iÜcos(ix)+Ccos(yi)  +  J5|(r  — «), 

+  !Ccos(^)+B+^cos(i,:)Ks- 
+  ( Ccos  («)  +  B  cos  (  ji)  +  ^  |  &  - 

GS*  IB  +  ^cwC^+tfcoit«)]^-«) 
+|Bcos(^)  +  J  +  tfcos(y1)l(y-6) 


mi  mittelst  leichter  Rechnung  findet  man: 

C  A+Cco&(xy)~\-Bcoa(ix)=JV, 

1)  .    .    .    .     <   Äc»(^)  +  C  +  Äc«w(y:)  =  0, 

C  Äcos(m)  +  Ccos(ffi)  +  Ä=0; 

5C  +  B  cos  {xy)  +  ^cos  (*r)  =  0, 
C«OB(*y)  +  »  +  ^co.(jfi)  =  W. 
Ccos(:ar) +  B  cos(yi) +  ^=0; 

SÄ-McM(*j)+tfcw(»)=0, 
£cÜS(^y)  +  ^+  <£«M(yi)  =  0, 
Bcos(ta:)  +  ^coS(S:)  +  tf=^; 


also  nach  dem  Obigen : 

GX=N(x—a),    Gp=N(y—b),    G$=N(z-c). 

Wir  haben  daher,  wenn  wir  die  obige  Gleichung  zwischen  X,  ¥,  Z 
und  JE,  p,  3  mit  G  multipliciren  und  für  GX,  Gl?,  GS  ihre  vor- 
stehenden Werthe  setzen,  die  folgende  Gleichung: 
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!X(x-a)  +  T(y-6)  +  Z{z—v)  \ 
+  [X(y-b)+Y(x-a)]coa(xs) 
+  [F(i  -  c)  +  Z(y—b)]coB(Sz) 
>  +[Z(«-o)  +  JE(i-c)]cos(m) 

Also  ist  die  gesuchte  Gleichung  der  Ebene: 

4).   .   .   .        *(.r_a)+F(y-n)  +  Z{>-c)  . 
+  {X(T,-b)+  F(*-a)lco.(*y) 
+  lF(i-C)+Z(S-6)|cofl(,y*) 

oder: 
5).    .    .       J.X+  Fcos(iy)  +  Zcos(ia:)!(:r— o)  . 

+  [X«w(*y)  +  F+  Zem(g>s)|  (y— *)  [  =0. 
+  {Jfcos(*a:)+  Fcoe(yi) +Zi(:— c)  ' 

Nach  I.  31)  ist  aber: 

Z+  Fcos(arff)+Zcos(M)=JVcoso, 

Xcos(a:y)  +  F+ Zcos(yj)=:iVcosj3. 
Xcos(::r)  +  Fcos(ji)  +  Z=iVcos)s 
also  ist : 

6)  .    -    .  (x — a)coso+(y— 6)cos|3  +  (* — c)cosy  =0 
die  Gleichung  der  Ebene. 

Geht  diese  Ebene  überhaupt  durch  den  Punkt  (fgk),  so  < 
also  dieser  Punkt  ein  Punkt  der  Ebene  ist,  so  ist  nach  6): 

(f—  a)cosa+(o~  6)cos(J  +  (A — c)eosj>  =  0, 

folglich,  wenn  man  diese  Gleichung  von  6)  abzieht: 

7)  .   .   .  (*— flcns«  +  (y-ff)coa/J+(j-A)cosy=0 
die  Gleichung  der  Ebene. 


f.  17. 
Jede  durch  eine  Gleichung  von  der  Form 

8) K(x-a)  +  L{y  —  Ä)  +  üf (i — c)  =  0 

ckarakterisirte  Fläche  ist  eine  durch  den  Punkt  (afre)  gehende  Ebene. 
Gleichung  8)    ebarakterisirten 


id  (ftgjiy)  an,  so  ist: 
«)  +  i»(A0— c)=0, 


Man    nehme    in   der  durch   di 
Fläche  zwei  beliebige  Punkte  (/og0A0) 

K(f0-a)+L(gt 

Kifi-ay  +  Lfs, 
also  durch  Subtraction : 

ÄtfWi)  +  ^(ffo-ffi)  +  J»  (Ao-A,)  =  0. 
Ltgt   man    nun   durch    die   beiden   Punkte  (foffoK)   und   (/iffiAi) 
eine  Gerade,  so  sind  nach  $.11.  deren  Gleichungen: 

g— A  _  y~ g°.  _  '— A« 
A— A     9«—  ffi     *»— *i 


r,-ä  ~ 

und  wenn  also  jetzt  ftir.j  eir 
dieser  Geraden  bezeichnet, 

'-f. 


-gi    _   «— *i 
-ffi        *«— V 


■  beliebigen,  aber  bestimmten  Punkt 


r.-r, ' 


ffo—  ffi 


~h„-ht• 


also,  nenn  G  einen  gewissen  Factor  bezeichnet: 

f,-f,  =  G(r-fo),    9o-ffi  =  G(n-j0),    *.-*,  =  G(!-4o); 

und  folglich  nach  dem  Obigen: 

*'0--A,)  +  M»-5o)-M'(!-*o)  =  0. 
Addirt  man  hierzu  die  aus  dem  Obigen  bekannte  Gleichung: 

*(/.-«)  +  £<».-*)  +■  »(*.-c)  =  0, 
so  erhält  man  die  Gleichung 

K(I-u)  +  ift-S)  +  Mb  -c)=0, 
und  sieht  also,  dass  der  Punkt  (rn;)  die  Gleichung 
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K(x-a)  +  L(j-6>  +  W(z—c)  =  0 
befriedigt,  folglich  in  der  durch  dieselbe  churakterisirten  Flüche 
liegt.  Da  nun  die  Punkte  (f0ffuhn)  und  C/i ff i /'i >  in  dieser  Fläche 
beliebig  angenommen  worden  sind,  und  da  (njj)  ein  ganz  will- 
kü'hrlicher  Punkt  in-  der  durch  diese  beiden  Punkte  gehenden 
Geraden  ist,  so  sieht  man,  dass  jede  durch  irgend  zwei  Pnnkte 
in  der  in  Rede  stehenden  Fläche  gezogene  Gerade  ihrer  ganzen 
Ausdehnung  nach  in  diese  Fläche  fallt,  diese  Fläche  folglich 
eine  Ebene  ist,  wie  bewiesen  werden  sollte.  Dass  aber  diese 
Ebene  durch  den  Punkt  (abr)  geht,  oder  dass  dieser  Punkt  in 
derselben  liegt,  versteht  sich  von  selbst,  weil  die  Gleichung 

ÄO-  S)  +  L(y-b)  +  M(z-c)  =  0 
durch  die  Werthe  a,  b,  c  der  Coordinaten  x,  y,  ;  erfüllt  wird. 


I 


J.  18. 

Wir  wollen  jetzt  die  Bedingungsgleichungen  suchen, 
erfüllt  sein  müssen,  wenn  eine  Ebene  und  eine  Gerade 
Gleichungen  beziehungsweise 


welche 
deren 


9) 

laiiilor 
ien  wii 

senkrecht  s 
die  180°  ni 

-Ö)  +  M(i-C); 

10)    .    . 

lind,  auf  eil 
Bezeichi 

—  6„       :-ca 
L»    -    Mo 
(eben  sollen, 
cht  übersteigend* 

n  Winkel,  welche 
die  eine  der  beiden  Richtungen  der  durch  die  Gleichungen  10) 
charakterisirten  Geraden  mit  den  positiven  Theilen  der  Äsen  der 
x,  y,  1  einschliesst,  dureb  «0,  ß0,  ya;  so  ist  nach  §.  16.  die 
Gleichung  der  durch  den  Punkt  (abc)  gehenden,  auf  dar  in  Rede 
stehenden  Geraden  senkrecht  stehenden  Ebene: 

(*— a)cosK0  +  (,y— Ä)cosj3o  +  (i-c)cosj'o  =  0  *); 

•)  Zum  Ueberflnsa  kann  man,  dnss  im  Allgemeinen  durch  die  Gleichung 
J)  ...  0-/)cos«  +  (2,-5)cosß  +  (z-A)cosj.  =  0 
eine  durch  den  Punkt  (fgli)  gehende  Klienc  dargestellt  wird,  welche  auf 
einer  Geraden,  deren  eino  Richtung  mit  den  positiven  Theilen  der  Axen 
der  X,  y,  s  die  180°  nicht  übersteigenden  Winkel  a,  ß,  y  einachliesat, 
senkrecht  steht,  jetzt  noch  besonder«  auf  folgende  Art  beweisen. 

Das«   die   in    Bede   «teilende  Gleickaag   eine  durch  den  Funkt  ifgk) 


Heue  Theorie  der  veröden  Linie  im  Räume  und  der  Ebene. 

und  da  nun  mit  dieser  Ebene  die  durch  die  Gleichung  0)  charak- 
terisirte,  gleichfalls  durch  den  Punkt  (abc)  gehende  Ebene  zusam- 
menfallen musa,  wenn  nie  auf  der  durch  die  Gleichungen  10) 
charakterisirten  Geraden  senkrecht  stehen  soll,  so  muss,  wenn 
-  einen  gewissen  Factor  bezeichnet: 


i»  Theilcn  der   Auen   Hör   X, 


sehende  Über 


mit   den   j» 

«eigenden  Winkel  »,  ß,  y  ein«cl.lie«M,  so  ist  nnrh  1): 

2)  ...   (a~ /)costr  +  (6— s)cos/?+(c— A)cosy  =  0 
it«t,    wenn  man  2)  v,)a  1)  subtmMrt. 

3)  .  .  .  .  (x  —  a)cosa  +  ty— 6)cosjS+(i—  c)co8y=0 
"  i    Gleichung   der    Ebene.     Zieht   man    nun   von    irgend   ei: 

[geh  dem  Punkte  (abc)  eine  Gerade,    u 


Ojre)  dieser  Ebene 


(«-fl)  +  (y- 


»eiche    i 
en   Theilen   der  Axen   der 
id  bekanntlich 


_(x—  «)cns(.Ty)  +  (ff-6)  +  (;  —  c)coa(yz)  ( 
_(»-fl)coi(Kr)-Ky-ft)eo»(y»)-f  («-c)  ' 


^cos(l>  / 

Gleichungen  dieser  Geraden,  .und  wir  kennen  also  setzen : 
(x — a)  +  (y  —  b)a>B(xy)  +  (z  —  c)cos(ia;)=  GcosQ, 
(x-a)coS(x!j)  +  (y-b)  +  (I-c)cQ8(!,I)  =  Gcosu, 
(*-«)co-(w)  +  (y-6)cos(y*)  +  (i-c)  =  Gcosö; 
wo  jetzt  X,  Vi  3   die  Co  ordinalen  des   in  Rede  stehenden,   in  der  Ebene 
angenommenen   Punktes   bezeichnen.      Multi|ilieircn  wir  iliese  Gleichun- 
gen nach  der  Reibe  mit 

t.  C,  B;    C,  B,  A;    B,  A,  H 
i  addire   >ie   in  jedem  Fnllc  zu  einander,    so  erhalten   wir  mit  Kuek- 
f  die  Gleichungen  §.  16.  1),  2).  3)   nnd  dio  dortigen  Werlhe  eon 

,V,  8t 

ff(*-o)=GJS,    Ä(j-6)t=G(l,    JY(>— c)=OS; 

regen  der  Gleichung  3): 

J.COSC(-H>C0B|3  +  5cos}'  =  O, 


x  —  a0  _  y-bn  _  z-cu 
X,      —      Y,     —     Z„     ' 
1  ist  folglich,  wenn  Gu  einen  gewissen  Factor  bezeichnet 
tf„  =  G0;r„,    i„  =  G0I'o,    J»o  =  «oZo; 

E0=  G0(flcos«o  +  Ccosß0  +  Äcosj-o), 
L„  =  G„(Ccono0  +  Bcosft  +  /(co.y„), 
^f0=  G0{iJcosOo+^cosj30+  tfccsj-o); 
folglich  nach  dem  Obigen: 

K„  =  5?(Kj»  +  LC+;WB), 

A/0=^?(*ß+L/I  +  HK); 
also  sind  die  gesuchten  Bedingungsgleichungen  offenbar: 


Kli\LCXMB-  KC\LTi\MA— KB+LA+m' 
Aus  den  vorstehenden  Ausdrucken  vun  K„,  L0,  :!/„  folgt  am 

t\X+  rcos(i.v)  +  2coo(.i)|  j 
+  (>{Xcos(*s)+  J'  +  Zcostp)!  !  =0 
+  S|icos(.i)+I'cos(jB)  +  Z|  ) 


Neue  Theorie  der  geraden  Linie  im  Räume  und  der  Ebene,    1 77 
K0 + L0  cos  (xy)  +  !U0  cos  (ix) 
[      K[Ä  +  Ccos(a:S)  +  ßcos(ij:)]  » 
=  ^  1  +i[C+Bcos(ayj  +  ^coS(ia:)] 
+M[ß+4cos(ary)  +  tfcüs(ia;)]  ) 
ff0  cos  (xi/) +L0  +  Mo  cos  (yi) 
ÄtÄcosO^J  +  C+ÄcosCy*)] 
=  ^  j  +i[Cco8(3^)+»+^cos(S{)]   ! 
(  +Jtf[Bcos(a;s)+J4+tfcos(s*)]  ' 
ff„  cos  (ix)  +  L0  cos  (yi)  +  M0 
f      AT[j|coS(i^)+CcoB(yz)  +  B]  \ 

(  +J/[ßcos(i^)+^cos(yiJ  +  (f]  ) 
folglich  nach  1),  2),  3): 

K0  +  Lgcoa(xy)-i-  JU0co8(zx)=  ->?  WÄ, 
Ä0cos(^)  +  £0  +  Äfocos(yi)=-g?iVL, 
Ä0cos(*r)  +A,cos(yI)  +itf0=  §ffj"; 

daher  lassen  sich  die  gesuchten  Bedingungsgleichungen  auch  »iif 
folgende  Alt  ausdrücken: 


' K0  +  Lacoa{xy)+M0<M%(ix) 

L 

Kg  cos  (xy)  +  L0  +  Ma  cos  (yij 
M 

~  K0cos(ix)  +i„cos(yi)  +  M0' 

Nach  dem  Vorhergehenden  haben  wir  zugleich  die  folgenden 
Relationen ; 

II") 

NKK0=(Ka+LC+JaB)lKu  +  L0cos(.xy)  +  Jaocoa(ix)}, 
NLL0=(KC+L#  +  MA)\Kocoti(xy)+L0  +  Mo<:t>s(yi)\, 
NMM0=(KB+LA+M<£){K0cqb(vi;)  +  Locosiyz)  +  M0]; 
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welche  dazu  dienen,    die  GrOssen 

KÜ  +  LC+JHB,    KC+LV  +  MA,    KB  +  LA  +  M4 

durch  die  Grössen 

ff0  +  Z0co8(«y)+i»0eos(tr),     K0cos(xy)  +  L0+M0cos(yz), 
ÄuCOS^+ioCosCyi)  +  M0 
auszudrücken,    und  umgekehrt. 


Es  sei  jetzt  nieder 
12) K(x-a)+L(3- 


)+/W(r-c)  =  0 


die  Gleichung  einer  Ebene,  und  nun  die  Gerade  zu  bestimmen. 
welche  durch  den  gegebenen  Punkt  (ji0boc0)  geht,  und  nut'  der 
durch  diese  Gleichung  gegebenen  Ebene  senkrecht  steht. 

Die  von  der  eiuen  der  beiden  Richtungen  der  gesuchten  Ge- 
raden mit  den  positiven  Theileu  der  Axen  der  x,  y,  %  einge- 
schlossenen, 160°  nicht  übersteigenden  Winkel  seien  a0,  ff„,  y0; 
so  ist  nach  §.  16.  die  Gleichung  der  durch  die  Gleichung  12)  cha- 
rakterisirten  Ebene  auch : 

Or-ojcos«^  (,V-6)cos/J0  +  (:-C)coa>.„  =  0, 
also,  wenn  G„  einen  gewissen  Factor  bezeichnet,  nach  12): 

coso,,  =  G0K,     cosj30  =  G„L,     tos  j'„  =  GUM. 
Setzen  wir  nun 

Xa  =  Jcosb0+  Ccosft>  +  BcoeYe, 
F0  =  Ccosk0  +  »cos)S0  +  AcoBy0, 
Z0  =  ßQosao  +  Acosßo  +  £  cosj'o  : 
so  ist  nach  1.  33) ; 

^Ocos(^+  Y0cos  ßtf -{■  Zg  cos  y0  =  N, 
also  nach  dem  Obigen : 

G„  (KXa  +  LT0  +  MZ<,)  =  !V. 
Zugleich  ist  aber 

Xa^Goi&K+CL+BM), 
y«  =  G0(CK+XL+Am, 
Z0  =  G0(BK+AL+&M); 


.V»ie  Theorie  der  geraden  Hute  tm  Rmime  und  der  Ebene. 


und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden  offenbar: 


13)  G( 


=^ 


A 


ai£*+X&+€Jin+2CKL+2ALAI+ZBNK' 

woraus  dann  ferner  a<,,  ßQ,  yu  mittelst  der  Formeln: 

14)  .  .  .  cosa0x=G0Ä,     casß0z±GoL,     cos  )-0  =  6"uiH 

gefunden    werden,     und    daher    die    gesuchte,    durch    den   Punkt 
(<j„//„<t,i)  gehende  Gerade  vollkommen  bestimmt  ist. 

Die  Gleichungen  dieser  Geraden  sind  nach  I.  . 

g— «o  _  y— b0  _  t 


also  nach  dein  Obigen: 
15) 


y—t>o 


*— Co 


HK+CL+BM  -  CK+VL+AM- 

Bezeichnen  wir  die  Coordinaten  des  Durchschnitts  nunkts  des 
Perpendikels  mit  der  gegebenen  Ebene  durch  jr,  «,  j;  so  haben 
wir  zu  deren  Bestimmung  nach  12)  und  15)  die  folgenden  Glei- 
chungen: 

Ä(r- a)H-.£(n-6)+  jtf(|-c)  =  0, 

x— a,)  n  —  60 

ilÄ  +  Ct  +  Bitf  —  Ctf  +  » L  +  A M -  BK+^LTW ' 

deren  erste  man  auch  unter  der  folgenden  Form  darstellen  kann: 

K(X-a0) + L(lJ-ft0)  +  MCt-Co)  —  K{a-a0) + L(b  -  Äq)  +  Jb* (c  -  c0) ; 

und  setzt  man  nun  der  Kürze  wegen: 

t—  a0 "— 60  _  }— Co _  ,,  , 

*X+CL  +  BA1~  CK  +  KL  +  A1H-  BK  +  AL^<iM~u°  ' 

so  ist 

=  i£(flÄ+Ct+ßitf)  +  t(CÄ-|ML+^vtf)  +  iM(ÄÄ'+^/H-e«)lGV. 

=  (dK»  +  Bta  +  «Jlf2  +  2t,A7J  +  2^Lil/+2ßjtfJC)Go', 

also: 
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^^m 


und  zur  Bestimmung  der  Coordinaten  Jt,  n,  ;  hat  man  nach   dem 
Obigen  die  folgenden  Formeln : 


,  jr— ti0  =  G0'(ßK+CL  +  BlU), 
»  _  fi0  =  G0'  ( CK+  Bt  +  J  jtf) , 


welche  man  nach    dem  Obigen  auch   unter    der    folgenden   Form 
darstellen  kann: 


17*)  *_<.„=  ^-.X,, 


■0  =  7^  >o,    *— e„== 


«;, 


Bezeichnen  wir  nun  die  Länge  des  von  dem  Punkte  (o0A0c0) 
auf  die  gegebene  Ebene  gelallten  Perpendikels  durch  P0,  so  ist 
bekanntlich : 

*V  =  <r-«o)a  +  (i?-*0)a  +  (l-co)1 

+2(r-o0)(tJ-6u)cos(a:y)+2(n-o0)(j-c0)cos(SI)+2(j-Co)Cx-H0)cos(w:). 
also  nach  dem  Vorhergehenden: 

p*=  ^  i  j:0»+  r0*+ z„» +2*0  f„  cos  (*y) 

+  2F0Zl)cos(y*)+2ZIJiri,cos(*a;)  ) 
und  folglich  nach  einer  schon  oft  angewandten  Formel: 

Nun  ist  aber  nacli  13)  und  16): 

G<?  G0' 


S   -  jr(u-o0)  +  l(o-4„)  +  J»(o-n,)- 

„  ,      U(a-a„)  +  t(t-»e)  +J»(c-c0)|C,' 
«■o  -  y  > 

und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden  offenbar : 

P0*=  e0»lif(a-Oo)  +  i(6-»o)  +  JW(c-c0)|«, 

also: 
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18)  .  .  i>0=±G0|Ä-(u-au)  +  t(6-&0)  +  ^(c-r0)|, 

das    Zeichen    so    genommen,    dass  P0  positiv  wird.     Für   '.'„  ist 
der  Werth  13)  einzuführen. 


19) 


Wir  wollen  jetzt  die  von  zwei  durch  die  Gleichungen 
^(x-aJ  +  Ltb,— (,a)+lHo(z-co)=0, 

charakterisirteu  Ebenen  eingeschlossenen  Winkel  VosX  bestimmen. 

Zu  dem  Ende  denken  wir  uns  auf  jede  der  beiden  Ebenen 
ein  Perpendikel  errichtet,  und  bezeichnen  die  von  einer  der  bei- 
den Richtungen  eines  jeden  dieser  Perpendikel  mit  den  positiven 
Theilen  der  Axen  der  x,  ff,  z  eingeschlossenen  Winkel  respec- 
tive  durch  «„,  ß0,  y0  und  «,  ,  ff, ,  y,.  Dann  fällt  auf  der  Stelle 
in  die  Augen,  dass  die  Winkel  l\,.,  von  den  Winkeln  dieser 
Perpendikel  nicht  verschieden  sind,  und  dass  es  also  bloss  auf 
die  Bestimmung  dieser  letzteren  Winkel  ankommt. 

Setzen  wir  ohne  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen 
auf  einander : 


?°=±V  w+i 


"  iV 


HA«*  +  BZ,0*  +  <iM^  +  2CK0L0  +  2AL0M0  +  ^BM^' 

G' =±  V  ÜJV  +  BV  +  OV  +  aCÄ.i,  +2JLlMlT%BMiKi ' 
so  ist  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen; 

cosoq^GqKu,     cosjS0  =  G0L0,     casy07=G0]lf0; 

eosff|  =  GiKt,     cosf?!  =G\Ln,    cosy,  =  Gl3Il. 

Für 

X0  =  a  cos  cu  +  Ccos  ß0  +  Bcos  y0 , 

Y0=CcoBaa  +  T$cosß„-i-Acosy0, 

Z0  =  Bcosaa  +  Acot>ßlt+<£cosya 
und 

A"i  =£t  cos  a,  +  Ccos  ß,  +  Bcos^ , 


r,  -f-Acosßi  +  C  cosy. 
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.«.«,+ r0cMft  + fr, 


cos  Von  — 


also  nach  dem  Obigei 


N 

-V, 

cos  o0  +  Fi  COS  ß0  +  Z,  COS  y0 

if 

G1(ff1Jy0+L1I'( 

+  M,Z„) 

if 

G„C«iJr,+ioF, 

+  »oZi) 

also: 


*„  =  G0(fl.ff0  +  CX,0+BJtf0), 

y0  =  g0(cKq+-&l0+am0), 


=  6'0  (B£0+  AL0  +  (£^l0) ; 


StXo  +  L^'o  +  MiZo 

folglich  nach  dem  Obige»: 


G0Gi 


dJiySi  +  »Lot,  +ejW„^/, 


woraus  sich  zugleich  ergiebt,  dass  die  Bed'mgnngsgleichung,  welche 
erfüllt  sein  muss,  wenn  die  beiden  Ebenen  auf  einander  senkrecht 
stehen  Rollen,  die  folgende  ist: 


: 
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+/((I»«,+«A)+B(<i/(1jr,+üi«,)+c<iit,+i»ir1)  \ 

K.i, 


=0. 


*;„<'< 


C0,i  = 


COSauCnS0t —  €< 


I  I.  U): 


=  AMa+B),,i9+Co>iB+2A0„Bu„coe(*y)  +  2B0„Cu,lcoB(y=) 
+  2C„,1A<„1co.(la:). 
Nim  ist  »ach  dein  Obigen : 

B0„  =  G„G,  («„A",  —  MM, 
C„„  =  G,,G,  «,1,  -L„Jr,): 


=  C,«C,' 


JV«inF0„» 

(«„I,-L0i',)2  +  (i„iü'1-jW0L1)»+(»0jr, -Jf„A 
|  +-2(i„M,  — iV„/.,)(j«0ir,-Ai»1)coa(^) 

|  +  2(yt/0Ä,—  fojl/,)  (fi'0£,  —  L0A-,)  cos(yi) 

+  2(^1,  —£„«,)  (io^-JBoi^costn) 


sin  r0! 


(«0l,1-l0«p1)"  +  (i0/IA-J»ü£|)2+('"oii— «o«,)* 
I         +2(loM,  — iWoi.XMo«',— r„«,)eo»(*j,) 
|         +2(»0jr,-ü0M,)(J!yC1-jt<>«,)co.(s.-) 
+  2(JT„L1  -L0K,)  {Lltiai  —  MpL, )cos(ig) 


(JlV  +  »''o'+l£'''oi'+2.1i»Jf0+2fi.«„)f0^  2CJf„I,)  ,  ' 
X(üi'i2  +»i,"  +  l£/»1"+2Ji1jW1+2fi/)f,JC1+2ar,i>)  ' 
8  den  beiden  Gleichungen  21)  und  24) 


Endlich  crhült 
durch   Division : 
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25) lang  VM' 

i  (Ä.i1-t„Ji)»  +  (£„J!/1-iW0i1)*+(M0J1-*„M1)«  x 
\  +1^,1111— M,Ll)tM,Kl-K,ial)a,i,ix!))  I 
j         +2(»„f,-i:.,W,)(i.£i— £„*,)co»(ss)         l 


=ar- 


iUT„JC,  +  »£,£,  +  «M„d/, 

+  ^(£„ii/i+Jtf0£1)  +  ß(jtf0ArI+Ar0j»;l)+C(J„£i+£uÄi)i 


8-  21. 
Wenn  jetzt 
26)    .    .    .     *(*^«)+£&-A)  +  Jir(*- 
die  Gleichung  einer  Ebene  ist,   und 


27) 


-i-_ftn. 


*0     ~~    L0 

die  Gleichungen  einer  Geraden  sind,   so  soll  man  den  Neigungs- 
winkel J0  dieser  letzteren  gegen  die  erstere  finden. 

Die  von  der  einen  der  beiden  Richtungen  der  durch  die  Gl 
chungen  27)  charaktertsirten   Geraden   mit  den  positiven  Theilen 
der  Axen  der  x,  y,  :  eingeschlossenen,  180°  nicht  übersteigen- 
den Winkel  seien  «„.,  ß„,  }',, ;    und  wie  gewöhnlich  werde 

Xe=XcoBu0  +  CcoBß0  +  Bco3y0, 
T„  =  Ccaaaa-\-Vcasßo  +  Acosy0, 
Z0  =  ficos«0  +  Jcosß0  +  t£cbsy0 

s  Gleichungen   der  gegebenen  Geraden  be 


1 


gesetzt;    dann  sind  die 
kanntlicb  auch : 


-Qq  __ff~ bp 


Ferner  denke  man  sich  auf  die  gegebene  Ebene  ein  Perpen- 
dikel errichtet  und  bezeichne  die  von  der  einen  der  beiden  Rich- 
tungen dieses  Perpendikels  mit  den  positiven  Theilen  der  Axen 
der  x,  y,  z  eingeschlossenen,  180°  nicht  übersteigenden  Winkel 
durch  a,  ß,  y,  so  ist  bekanntlich,  wenn  G  einen  gewissen  Fac- 
tor bezeichnet : 

aaaa=GK,     cos/3  —  GL,     cosy=  GM. 
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Nun  ist  offenbar  sin  J0  dem  absoluten  Werthe  des  Cosinus 
eines  der  beiden  von  diesem  Perpendikel  mit  der  gegebenen  Ge- 
raden eingeschlossenen  Winkel  gleich.    Also  ist  nach  I.  36): 

ifocostt-f  F0  CQS/3  +  Z0cosy 
sinJ0  =  ± -ff — ', 

oder  nach  dem  Obigen : 

.        _      G(KXo+LY6  +  MZ0) 

SinJ0=:±  y » 

das  Zeichen  so  genommen,  dass  sin  J0  positiv  wird. 
Setzen  wir 

-Jf  =  itcosa+  Ccosj3+l?cosy, 
F  ==  Ccos  a  +  3$  cos  ß  +  A  cos  y , 

Z  =Z?cosa  +  ^cos/3-f-(£cosy; 

so  ist  nach  dem  Obigen: 

X  =  G  (ÜJT+ CL  +  2?ilf), 
F=G(CJT+)J£  +  iJf), 
Z  =  G(BK+AL  +  <iM); 

und  weil  nun  nach  I.  35) 

J£cosa  +  Fcos  ß  +  Zcosy  =  2V, 

d.h.  nach  dem  Obigen 

G(KX+LY+  M  Z)=zN 

ist;  so  ist  offenbar: 

also  nach  dem  Obigen: 

'     28) 

sin/  =■■-  jar0  +  £F0+lfZe 

0         ViV(il£a+  &La+ tfüf*+2iiXrilf +2ÄJfJr+2CirL) ' 

oder  nach  dem  Obigen.: 

29) sinJ0  = 

VlTC«1  +  BL*+  <£M*+2ALM+2BMK+2CKL) 

Theil  XXXIV.  13 
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Nach  dem  Obigen  ist  ferner»   wenn  G0  einen  gewissen  Fac- 
tor bezeichnet: 

X0  =  G0K0 ,     F0  =  G0L0 ,    Z0  =  G0M0 ; 
und  folglich,  weil  bekanntlieh 

*öa+  F0*+Z0a+2*0  F0cos(^)+2  F0Z0cos(92)+2ZaZ0coß(za;)=iV2 
ist: 


^o=± 


VV+JW#oH2^ 
Nun  ist  aber  nach  I.  32): 

Xo  +  F0  cos  (xy)  +  Z0  cos  (z#) 
cosc^ sp - y    •■       — : » 

3T0  cos  (ary)  +  F0  +  Z0  cos  (yz) 

COS  Po  = ]y » 


also : 


JKo  cos  (zx)  +  F0  cos  (yz)  +  Z0 
cos  y0  = # • 


cos«o= -^ — 


cos 


a       G0\KoCos(a:y)  +  Lo-{-M0cos(yz)\ 


©o  t  JT0 cos (zx)  +  L0  cos  (yt)  +  M0] . 

cos  y0  = ^ » 

oder  nach  dem  Obigen: 

30) cosoq 

K0  -f  L0  cos  (xy)  -f  M0  cos  (zx) 

~~VtföHZo*+ä^^ 

cosft, 

Kö  cos  (xy)  +  L0  +  M0  cos  (yz) 

V"  Ä02+ V+^b2+2^o^oCosGr3/)  +2I/oif0cos(^)+2^Ko  cos(z#) '_ 

cos  y0 
K0  cos  (z#)  +  I/0  cos  (yz)  +  Jf0 


=+ 


\TK0HWi-^H^0L0Qos(xy)+2L9MoC08^z)+2M0K0cos(zx) 
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Folglich  ist  nach  29) : 
31)   ... sinJ„  = 

f  +(BK+AL+<£M)iKl,co8(*x)+Ll,vo6(itz)+Mu\ 

"  X!Ä:oa+t1,2+if,ta+2f,^11cos(^)+2Z,l.Jf„co6(yi)+2i/„Jr„cos(M:)| 

Nun  kann  man  aber  den  Zäliler   offenbar   auf  die  Tollende  Form 
bringen : 

8 Ä*„  |  a  +  t'cos  (a>y)  +  ß  cos  (xx)  I 
+  L£„  |  Ccos  (*$  +  3S  +  A  cos  (yj)  i 
+  MM„  |  ßcos(za-)  +  Aemfa)  +  tf  | 
+  JL0  iflcos(j:y)  +  C  +  ßcos(j;)| 
+  ÄJtfnUcos<Kr)  +  Ccos(yi)  +  Ä| 
+  £Jtu  (C  +  »COB<:ry)  +  ^coB(ia:)! 
+  £itf „  i  Ccos  (ar)  +  53  cos  (yi)  +  -1 1 
+  jWJT,,  I  -B  +  ^  cos(^y)  -I-  tf  cos  (ja;)  I 
+  MLa  \  Bcos{xy)  +  A  +  tf  cos(yj)|, 
so  dass  also  nach  1),  2),  3)  der  Zähler  offenbar 

(JTJCp  +  LL,t  +  Jf jW„)  JV, 
und  folglich  nach  31); 

32} sinJ0  = 

,_^_ (KK„  +  LL0  +  MNJVN 

"  X I K0*+LJt+3f*H2XnL<. cos(^)+2£oJtf„ <sns(yi)+2MeK0 cos(ix)  | 

ist,    indem  man    in   allen   Ausdrucken  von   sin./0  das  Zeichen  so 
nimmt,   dass  sin,/.,  positiv  wird. 


§.  22. 
Wenn  ewei  Ebenen,    deren  Gleichungen: 

f  *i(*-»i)+Mar-Ai)  +  *i(*-«k)  =  0 
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sind,  einander  parallel  sein  sollen,  so  muss  es  eine  Gerade  geben, 
die  auf  diesen  beiden  Ebenen  senkrecht  steht;  und  sind  nun 
a,  ß,  y  die  180"  nicht  übersteigenden  Winkel,  welche  die  eine 
der  beiden  Richtungen  dieser  Geraden  mit  den  positiven  Theilen 
der  Axen  der  x,  ij  ,  %  einschliesst.  so  niuss  nach  dem  Obigen, 
wenn  ('• ,  und  G,  gewisse  Factoren  bezeichnen: 


I 


Wir  verbinden   hiermit  zugleich    die  Entwickelung  der   Glei- 
chung der  Durchschnittslinie  der  beiden  durch  die  Gleichungen 

.  Ka{x-aD)  +  L0(y-bB)  +  Mo(z-c»)  =  <i, 

charakterisirten  Ebenen,  insofern  dieselben  sich  schneiden. 
Die  Gleichungen  dieser  Durch schnittslinie  seien: 


35)  . 


K0,t 
Da  der  Puukt  ( u.,., .  o„ ,L ,  e 
Jf.(«..l-«,)  +  i.« 
il(«.,l-«l)  +  Il(i 


i..l 


JA,, 


in  beiden  Ebenen  liegt,  eo  ist: 
-Oi0+J».(e.»— c)  =  0, 
-»,)  +  »,(»„„  -c,)=0; 


und  die  Gleichungen  der  beiden  Ebenen  sind  also  auch : 
*(*-«„)  +  L.(s-4.„)+«(«-c„,1)  =  0, 
*i(*—  «.,.)  +  ii(jl-4.,1)+«',(.-c„,)  =  0; 

folglich  offenbar: 
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^ü^o.i  +  A>*-o.i  +  ^o^on  =0, 

Jfjffo,!  +LtLa„  +M,IHl),t  =0; 

tun  man,  wenn  G0]|  einen  gewissen  Factor  bezeichnet, 

!*;.!  =  G0„  (ü0»i  —  WoA). 
/r/0„  ==  goi1  (*„£,  —  i.f,) 


erhält,   so  dass  also 

ffo,,  :£„„:*„„  =  L0jtf, 
ist. 


Die  Gleichungen  der  Durchschnittslinii 


37) 

cb  dem  Obigen: 


wo  zwischen  den  Coordinaten  >!,,,,.  60„,  c,,,,    die  zwei  folgenden 

Gleichungen  Statt  finden: 

39) 
&o  («o.i  -  oo)  +  L0  (^0-1  ~*o)  +  #0 (co.i  -co)  =  0, 
Äi  («04  -*i)  +  Li  («o«  -  *,)  +  *i  («o.i  -  ct)  =0; 


40} 


1   JToöOrt+-''0*0>i+^'ocO»l: 


iffoco+i-o^o+^'oco. 
:jr]n1+L1fiI+^/Jc1; 


wobei  es  sich  von  selbst  versteht,  dass  von  einer  vollständigen 
Bestimmung  dieser  Coordinaten  nicht  die  Rede  sein  bann,  weil 
dieselben  jedem  Punkte  der  Uurchschnittslinie  der  beiden  gege- 
benen Ebenen  angehören  können;  vielmehr  kann  man  für  Od,,, 
''im  ■  ''u:i  a"e  VVerthe  setzen,  welche  den  beiden  vorstehenden 
Gleichungen  genügen. 

Nach  34)  würden  die  Nenner  der  Brüche  in  38)  verschwin- 
den, wenn  die  beiden  durch  die  Gleichungen  35)  charakterisirten 
Ebenen  einander  parallel  wären  und  sich  also  nicht  schnitten. 


Die  Gleichung  einer  Ebene  zu  linden,  welche  durch  itrei  ge- 
gebene Punkte  (flcSuC,,),  ("Ac,),  (n2&sCa)  gebt. 
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Die  gesuchte  Gleichung  sei 

^K(x— a)  +  L(y — b)  +  M(z  -  c)  =  0-, 

so  ist  nach  der  Bedingung  der  Aufgabe : 

K(a0—a)  +  Z(60— *)  +  M(cö  -c)  =  0, 
K(at  — «)  +  L(bx  —  b)  +  M (ct  -  c)  =  0, 
^(«a-«)  +  Lfa—V)  +  M(c2  —  c)  =  0; 

oder,   wenn  wir 

DzzzKa  +  Lb  +  Mc 

setzen : 

Z^  +  Z^  +  Mcx  =  Z>, 

^«2  +  1^8+  MC*  =  Z>. 

Multipiiciren  wir  diese  Gleichungen  nach  der  Reihe  zuerst  mit 

6X c2  — L  rx 62 ,    6ac0 — c260 ,    ^oCi  —  Co ^  ; 
dann  mit 

'  Cx  ff2  —  «1  Ca ,      Caflo  ~  «2co  $      C0  ö|  —  <!«,£!  ; 

endlich  mit 

und  addirensie  in  jedem  Falle  zu  einander;  so  erhalten  wir,  wenn 
wir  der  Kürze  wegen 

4J)  J  =  a0  (btc2 — Cibp)  +  at  (b^c*  —  cjb0)  +  a2(b0c1  — cö&i) 
=  botest — axc^)  +  bi(c^a0 — a2c0)  +  Ä2(c0ai  — flo^i) 
s=  c0  (ch^—  bxa*)  +  cx  (02^0'— ^Oo)  +  Ca(a0&i  —  &ofli) 

setzen,  die  drei  folgenden  Gleichungen: 

K4^D\(biC2--clld+(b<ic0--czb0)  +  (b0cl—Cobl)\, 
L  J=zD  { (ciO*— axc2)  +  (caao — Wo)  +  (co*i  —  «o*i)  I » 
üf ^=l>{(a162—*i«2)+(^*o  —  &*«o)+(ao*i  —  *o«i)l ; 

und  wir  können  also  offenbar,   wenn  G  einen  beliebigen  Factor 
bezeichnet, 
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L=G\(cxaz  —  axc^  +  (v2ao~a%co)+(coax--aoc1)\, 

42)  < 
M=  G((«i6a— 6ia^)+(aa6o— AaOo)+(«o6i— *0Oi)i» 

D=zG4 

setzen.  Die  Gleichung  der  gesuchten  Ebene«  welche  man  auf 
die  Form 

Kx  +  I#  +  MzznD 

bringen  kann,  ist  also:. 

43)  t(6ic2  — Ci6a)  +  (62co— e26o)+(*oCi  —  cobx)}x 
+  t  (ci  <**  ~  «i«a)  +  faflo  —  a2co)  +  (coax  —  aocx)  )y  }z=J. 
+ 1  («i  b2 — &i  ö,)  +  (o2ft0 — Mo) + («o*i  —  Mi ) }  * 

Nimmt  man  o,  6,  c  so  an,   dass  der  Gleichung 

44)  |  (bx  ca—  cx  6^)  +  (6aco  —  ca6o)  +  (bocx — co6j) )  a 

+  f  (<*i  K  —  Äi a*)  +  (ffa*o  —  Mo)  +  (tfo^i  —  Mi ) )  c 

genügt  wird,  wo  also  («6c)  ein  beliebiger  Punkt  in  der  durch 
die  drei  gegebenen  Punkte  gehenden  Ebene  ist,  so  ist  die  Glei- 
chung dieser  Ebene: 

45)  { (biCx— cx  6a)  +  (6aco— Cafto)  +  (bocx  —cobx)}(x—a) 
+( fcitfa— a1ca)+ (c2ao— OiCo)+ (coOi—  aoex))(y— b)  \  =0. 

+{ (Ma— Ma)+ (fla6o— Mo)  +  («o^i  —Mi)!  («— c) 

Bei    der   weiteren   Umformung    dieser  Gleichungen    will  ich 
mich  nicht  aufhalten. 


Drittes  Kapitel. 

Die  allgemeinsten   Gesetze   der  Krystallographie. 

§.24. 

Bei    der  Entwickelung    der  allgemeinsten  Gesetze  der  Kry- 
stallographie, welche  hier  zunächst  nur  einen  rein  mathematischen 
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Zweck  bat,  werde  ich ,  wie  dies  bei  jeder  streng  mathematischen 
Untersuchung  nothwcndig  ist,  von  der  folgenden  bestimmten  De- 
finition eines  Krystalls  ausgehen,  und  dieselbe  zu  der  Grundlage 
der  ganzen  folgenden  Untersuchung  machen; 


Ein  Krystall  ist 
für  welches  sich  dr 
dende    gerade    Linie 


n  System  von  Ebenen  im  Räume, 
in  einem  Punkte  eich  schnei- 
ider  Aiqn  so  angeben  lassen, 
uf  diese  drei  Axen  als  (,'oordi- 

natenaxen  die  Gleichungen  der  das  System  bildenden 

Ebenen  nach  der  Reihe 

Äb(*  — «o)  +io(y-6o)  +  JWbO  — co)  =  0, 
Kl(x-a1)+Ll(y-bl)  + 31^1-^  =  0, 

U.   6.    W. 

sind,  sich  immer  drei  positive  rationale  nder  i 
nale  Zahlen  K,  L,  M  und  lauter  rationale,  üb 
positive  oder   negative  Zahlen 

m,    *i.    h<    xs>    «4,  —  ; 

f*o,    fn    Ht     f1»     (•*<-• 

von   solcher   Beschaffenheit  angeben  lassen,    di 

Kb  =  HofiTJ      Kl  =  xlK,      Kt  =  xiKl     Ä'3  =  iCjAr,„„; 

£o=lo£,     £,  =  *i£.     £3  =  ^t,     2»  =  i,L,....i 

Wo=FW*i    JBr1  =  (t,Jtf,    Jtf4=f<aJtf,    Ms  =  p3M 


chungen, 


mmenstcllung  dieser  Glei- 


K0= *aK,  La  =  loL ,  -W)  =  fiojtf ; 

K1=xlK,  £1  =  i,L,  iai  =  iilM; 

K%=x3K,  £B=iat,  Ma  =  (t2M; 

Ki=HK,  l3=XsL,  Mt=zfaX; 


Die   drei  in    Heile   stehenden  Axen    sollen,    insofern  sie   die 
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obige  Eigenschaft  haben,  die  Krystall- Aien,  und  ihr  gemein- 
schaftlicher Durchschnittspunkt  soll  der  K  ry  s  tall-Mi  ttelpunk  t 
genannt  werden.     Die  Zahlen 


Mo,    Mt, 


Mm 


<«,.      M*,. 


wollen  wir,  natürlich  immer  in  Bezug  auf  die  betreffenden  Krystall- 
Asen,  die  Coefficienten  fies  Krystalls  nennen.  Das  System 
paralleler  Ebenen,  welche,  wenn  a,  b,  c  die  Coordinaten  eines 
beliebigen  Punktes  sind,  im  Allgemeinen  durch  die  Gleichung 

K{x-a)  +  t(y-6)  +  M(i-c)  =0 


charakterisirt  werden,  soll  das 
Bezug  hierauf  werden  wir  di 
Grund-Coefricienten  nenn 
oder  negativen,  aber  stets  ra 


Grund-System  heissen,  und  in 
■  positiven  Zahlen  K,  L,  M  die 
M.  Endlich  sollen  die  positiven 
ionalen  Zahlen 


die  Ableitungs-Zahlen  genannt  werden. 


An  merk. mg. 

Die  obige  Erklärung  eines  Krystalls  als  ein  System  einer 
gewissen  Bedingung  unterworfener  Ebenen  ist  hier  zunächst  nur 
aus  rein  mathematischem  Gesichtspunkte  und  mit  Rücksicht  auf 
die  folgenden  geometrischen  Betrachtungen,  dene 
theoretischen  Grundlage  dienen  soll,  aufzufassen.  Rücksichtlich 
der  in  der  Natur  unter  dem  Namen  Kry  stalle  vorkommenden 
Kürper  ist  es  nach  meiner  Meinung  die  Hauptaufgabe  fortwäh- 
render Beobachtungen  und  Messungen,  immer  mehr  und  immer 
genauer  zu  untersuchen,  ob  und  in  wie  weit  diese  Kürper  oder 
vielmehr  die  sie  einschliessenden  Ebenen-Systeme  der 
Definition,  die,  wie  gesagt,  hier  zunächst  nur  als  Grundlage  rein 
mathematischer  Betrachtungen  über  solche  Ebenen -Systeme  die- 
nen soll,  entsprechen. 

Die  Gleichungen  der  Ebenen,  welche  ein  solches,  von  uns 
mit  dem  Namen  eines  Krystalls  belegtes  Ebenen-System  bilden, 
werden  jetzt  gewöhnlich  durch  die  sogenannten  Parameter  die- 
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ser  Ebenen  ausgedrückt,  worunter  man  die  mit  ihren  gehörigen 
Zeichen  genommenen  Entfernungen  ihrer  Durchschnittspunkte  mit 
den  drei  Axen  von  dem  Anfangspunkte  oder  dem  Mittelpunkte 
des  Axen- Systems  versteht;  namentlich  bedient  sich  derselben 
Naumann  durchgangig  in  seinen  verdienstlichen  krystallogra- 
phischen  Arbeiten,  worüber  man  dessen  „Anfangsgründe  der 
Krystallographie.  Leipzig.  1854.  }.  7.  S.7."und  „Ele- 
mente der  theoretischen  Krystallographie.  Leipzig. 
1856.  §.  14.  S.  17."  nachsehen  kann.  Ich  gestehe  aber,  dass  ich 
keinen  Grund  aufzufinden  vermocht  habe,  welcher  mich,  —  we- 
nigstens für  den  Zweck  der  folgenden  Untersuchungen,  —  zu 
dieser  Abweichung  von  der  in  der  analytischen  Geometrie  meistens 
gewöhnlichen  Darstellung  der  Gleichung  der  Ebene  hätte  bestim- 
men können,  da  die  gewöhnlichen  ("ueliicieiiten  sich  immer  leicht 
durch  die  Parameter  ausdrücken  lassen  und  umgekehrt,  ausser- 
dem aber  die  Einführung  der  letzteren  auch  zu  manchen  theore- 
uiken  Veranlassung  g-1"*-* 


■ 


Ist  nämlich 
A(*-o)  +  Hy-b)  +  M(z-c)  =  0 


die  Gleichung  ein« 
deren  Parameter, 


Ebene 
o  hat  i 


i  ge» 


ihnHcher  Fm 
t  folgenden  Gleichungei 


md  sind  p, 


Ä{p  —  a)~Lb-Mc  =  0, 

—  An  +  L(q— b)  —  Mc  =0, 

—  A-«  —  hb  +  M(r  —  c)  =  0 

Kp=K(t+  Lb+Mc, 
Lg  =  An  +  Lb  +  Mc, 
Mr  =  Ka+  Lb  +  Mc; 


p:q.,T  =  -:1; 


und  da  es  nun  hier  offenbar  immer  bloss  auf  die  Verhältnisse 
der  Coeflicienten  K,  L,  M  ankommt,  so  kann  man  für  dieselben 
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jederzeit  ohne   Weiteres   die  reziproken   Parameter   eetzei 
durch  die  Gleichung  der  Eben«  die  Gestoll 


rhfilt.    Schreibt  i 


i  aber  die  Gleichung 

-o)+:X0,-&)+J»(t-r), 


unter  der  Form 


/£*+%  +  Mi  —  Ka  +  L6  +  Mc, 


Ka  +  Lb+Mcr  ka  +  Lli  \Mc  r  Ka  +  Lb  +  Mc~ 
also  nach  dem  Obigen: 


welches   die  Form  ist,    die   namentlich  von  Naumann  allgemein 
angewandt  wird.     Da  (<ibc)  bekanntlich  ein  Punkt  in  unserer  Ebene 


»as,    von   der    vorhergehenden  Gleichung  abgezoget 
schon  vorher  gefundene  Form 


-  =  fj 


gieht.  Man  sieht  also,  dass  die  Einführung  der  Parameter  statt 
der  Coel'licientori  nie  der  geringsten  Schwierigkeit  unterliegt.  Nur 
aber  ist  nicht  zu  Übersehen,  dass  der  durchgängige  Gebrauch  der 
Gleichung 


+  ^  + 


:| 


manchen  theoretischen  Bedenken  unterliegt,  indem  z.  B.,  was  wir, 
ohne  auf  weitere  Erörterungen  uns  einzulassen,  für  jetzt  nur  be- 
merken wollen,  unter  dieser  Form  die  Gleichung  einer  durch  den 
Anfang  der  ('»ordinalen  gehenden  Ebene  unmittelbar  gar  nicht 
enthalten  ist.  Ich  habe  also,  wie  schon  erinnert,  keinen  Grund 
gefunden,    von    der  in   der  analytischen   Geometrie  gewöhnlichen 


Bezeichnung  der  Gleichung  der  Ebene  abzi 


und  schlicsse 
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mich  in  dieser  Beziehung  ganz  an  Kupffer  an,  der  in  seinen) 
„Handbuche  der  rechnenden  Krystallonomie.  Peters, 
bürg.  1831."  auch  durchgängig  die  in  Rede  stehende  gewöhn- 
liche Form  gebraucht,  und  nur  S.  483.  ff.  den  Zusammenhang  der 
gewöhnlichen  Coeflicienteu  mit  den  Parametern  nachweiset,  eben 
so  wie  vorher  von  mir  geschehen.  Ausser  Naumann  bedienen 
sich  unter  den  neueren  Krystallographen  der  Parameter  vorzüg- 
lich Quintino  Sella  in  Turin,  der  in  seinen  trefflichen  Arbei- 
ten (Sülle  forme  del  boro  adamantioo.  Torino.  1857.  — 
Sulla  legge  di  connessione  delle  forme  crUtalline  di 
unastessa  sostanza.  Torino.  1850)  auch  vielfach  von  den 
Determinanten  Gebrauch  macht,  und  W.  H.  Miller  in  seinen 
eben  so  trefflichen,  durch  ihre  ganz  elementare  Haltung  sich  be- 
sonder« auszeichnenden  Arbeiten  (On  the  anharmonic  ratio 
of  radii  normal  to  four  faces  of  a  crystall  in  one  zone; 
and  on  the  c  hange  of  the  axes  of  a  crystall.  Phitoso- 
phical  Magazine  for  February  1857.  —  On  the  applica- 
tinn  of  elementary  geometry  to  crysallography.  i'lii- 
losophicat  Magazine  for  Mav  1857.  -  Crystallo  graphic 
notices.  Philosophical  Magazine  for  July  1858.  -  On 
the  employement  of  the  gnomonic  protection  oF  the 
sphere  in  crystallography.     Philos.  Mag.  for  July  1859.) 

5-  25. 

1  nun  untersuchen, 

»Krystall-Axen  un 

ler  oh  es  mehrere  Systeme  von  Kryslalb 

i  mehrere  Krystatl-Mittelpunkte  geben  kann. 
Zu  dem  Ende  legen  wir  durch  einen  beliebigen  Punkt,  des- 
sen Coordinaten  in  Bezug  auf  das  primitive  Axen-System  der 
x,  y,  2  durch  f,  g,  h  bezeichnet  werden  mögen,  ein  beliebiges 
neues  oder  seeundäres  Axen- System  der  x' ,  y' ,  i'j  dann  finden 
nach  1.  8)  zwischen  den  Coordinaten  x, 
folgenden    Gleichungen  Statt: 


Zunächst  wollen  vi 
stall  nur  ein  System  v 
Krystall -Mittelpunkt,  i 
Axenund  demzufolge  am 


es  für  eine»  Kry- 


und  x' , 


(*-/■)  +  (g  -ff)  cos  (xg)  +  (i  -  k)  cos  (xx) 
zzzx' co$(xx')  +  y' coa(xy')  +  z'  cos(xt'), 

(x  — f)co8(zy)  +  (g— g)  +  (*  —  A)cos(#i) 


=x'  cos  (yx')  +  y'  cos  (gg1)  +  i 


*<»0, 


(* -  f) cos (zx)  +  (y -g)  cos  (y-.)  +  (z - /,) 
=x' e.OB(zx')  -f  j'cos(tj')  +  s'cosC«')- 
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Gleichungen  nach  der  Reihe  zuerst  mit 
a,     C,     B; 


B,    A, 


und  addire  sie  in  jedem  Falle 
II.  1),  2),  3) 


i  einander,  so  erhalten  i 
icke: 


if  der  Stelle  die  folgenden  Ausdrii< 

i) 

(*»')  +  *' COS  (aV)l 


«(SB')  I 

•  («Ol. 

•  («Ol 
«(»Ol 

»MI. 

•  (MI 


JV(a: — f)—     3 1  z' cos {22')  \ y' ci 

+  C|*'cos(ya:')  +  y'cos(yy')  +  .'c, 
+  Ä|a:'cos(ia:')  +  y' cos  (*y')  + 1' c 

2V(y_y)  =  Cl*'coe(a*')+y'cos(:«y')  +  i'c 
+»!a:'coe(jx')+y/cos(y.v')  +  i'c 
+  .1  U'  cos  (tsV)  +  y'  cos  («y')  +  1'  c 

»(._*)  =     «U'cos(a:ar')+y'co.Oy')+«'c, 

+  A  |  a:'  cos  (yx')  +  y'  cos  (yy')  + «*  cos(yi')  i 
+  ff  i  a;'  cos  (ia:')  +  y'  cos  («y')  + 1'  cos  (u')  | ; 
wo  die  Symbole 

«,  B,  <f;    4,   B,   C 

immer  ihre  aus  1.21)  bekaoole  Bedeutung  babeo.    Es  ist  also  auch: 

2) 

«(X— f)=  |ilcos(a:a;')  +  Ccoa(ya:')  +  Bcos(«i')la:' 
+ 1 » co. (*y')  +  Ccos (yy')  +  B  cos (.y') |,' 
+  |*cos(m')+Cco«(y:')  +  Bcos(.»')|I', 

^(y~S)=  |Ccos(aa:')H-»cos(jar')+^cos(iar')fa:' 
+|Ccos(a2(')  +  »cos(yy,)  +  /lcos(.y')|y' 
+  { Ccos  («*)  +  B  cos  (yi')  +  .*  cos  («')  1 1* , 

aV(z— A)  =  i.Bcosfarar'H^coslyar'J+tfcosfKr')!*' 
+  |Scos(a:y')  +  ^cos(yy')+  ff  cos  («y')  ly' 
+  |Bcos(aT.')  +  4cos(ys,)  +  ecos(ü')|t'. 

Betrachten    wir   nun    eine  Ebene    des  Krystalls,    deren  Glei- 
chungen im  primitiven  nnd  im  seeundären  Systeme  respective 
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Xq(x— ao)  +  A>(y— *o)  +  M0(z— co)  =0 


sein  mögen,  tro  ao,  ftn,  < ■  i ■  und  m/.  da',  eo'  Hie  Coordinaten  eines 
und  desselben  in  dieser  Ebene  liegenden  Punktes  im  primitiven 
und  im  seeundären  Systeme  bezeichnen  sollen,  so  ist  nach  2): 


A  (ao  —  f)  —  I  &  cos  (xx')  +  Ccos  (yx')  +  B  cos  <ia-')  |  ao' 
+)  Ü  cos  CaryO  +  Ccos  (yj'J  +  B  cos  (iy')  \  W 
+ 1  & cos(^t')  +  Ccos  (yiO  +  B  cos (k')  |  c0< 

N(bo-g)=     |  Ccos  (^')+»  cos  (yx1)  +  ^  cos  (ix') 

+  |Ccos(^')+Bcos(y,v')  HMcosfjy')  IW 
+  |Ccos(;«')  +  Bcos(.vi')  +^cos(w')  je«' 

iV(co  —  A)  =  |  Bcos(xx')+  A  cos  ^')  +  <£  cos  (i^')  1  oo' 
+  \BCos(xy')+AcaB(yy-)  +  €cos(:y)tAc 
+  tBcos(a;i')+^cosCVI')  +  tfcos(K')  top' 


also,  wenn  man  diese  Gleichungen  von  den  entsprechenden  Glei- 
chungen 2)  subtrahirt: 


N(x  —  o0)=  |ücos^O  +  Ccos(y^')  +  -Bcos(ia:OK^'  — o, 
+  {Jcos(V)  +  Ccos(W')  +  Jficos(ij/')|(y'— Ä, 
+  i  fleos  (xx1)  +  Ccos  (yiQ  +  B  cos  («*)  1  (:'  -  c. 

^{j-6„)=  ICcos^'J  +  BcosCy^O+^costz^OK^-a, 
+  [  Ccos  (xy1)  +  B  cos  (yy1)  +  A  cos  (iy')  j  (y'  —  ba 
+tCcos(xI')  +  Bcos(yr'J+  Jcos^')  |  (V  - 

JV(i  —  c)=    {flcos<«a:0  +  .dcos  (#*')+ «cos  <*«'))<*'-, 
+  !Bcos(ay)  +  ^08(^0  +  «  cos  {xy>)  |(y'-, 
+iÄcos(j;i')  +  ^cos(yi')+€cos(wO  )(*'_, 
und  weil  mm 


die  Gleichung  unserer  Ebene 
die  Gleichung  dieser  Ebene  i 
obigen  Formeln  offenbar: 


m  Systeme  der  x,  y, 
Systeme  der  x' ,  y' , 


^m 
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1       (Koa-\  LQC  +  JMgB)coe(.i:x<)  j 

.       (Ä",.fl  +  i0C+JtfüÄ)cos(;ry)   1  I 

I  +(JC„fi  +  Z.„^  +  J/0tf)co6(*yO    ' 
(Ä0Ä+i,.C+M„ß)coa{jriO  j 

+  (ÄuB+i0^+itf(,e)C08(KO     ' 

in  man   diese  Gleichung  mit  der  Gleichung 

vc*'-v)  +  v(y-40o  +  jifo'(«'-o =o- 

welche  derselben  Ebene  entspricht,    vergleicht,    indem    6 
srewisscti  Factor  bezeichnet: 

3) 
{      (ffnJI  +  LoC+  »0ß)co6C^O  ) 
JTo'=Go     +«C+i0B+iW0^)co.(jwO  !, 
'  +  »«+  £„/!  +  »„*)  oo«  (ti')    ) 
,      (Äoü  +  LoC+.WoBlcosC^O 

!  +  «0ß  +  Z«J  +  jH„S)  co.(;j') 
«„'=G„     +(«,C  +  Z,U+M„/l)co>(y.') 


4) 
f       A'„  [JJcos  Ora')  +  Ccos  (j/x')  +  B  cos(w')J 
S0'  =Go<  +  £B[Ccos(j;:i:')  +  Bcos^a:')  +  ^co8(*r<)] 
£  +  M0[fico»(z*')  +  <«co.(yaJ)  +  lfco.(.*')] 

t  +  ^V0[ßcos(*y')  +  ^cos(yy')+ »£  cos 

f       fi"0[acos(3ri')+Ccos(yi')+Bcos(ij')] 
*.'  =  «o<  +  io  [C  co.  (**')  +  B  co.  (y.'J  +  A  cos  (•;')]   ' 
^  +  jH„[Bco.(«<)  +zfco.(j>')+  *™»W]  | 
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Durch  den    Punkt  (fyh)    legen  wir  jetzt  drei  Ebenen, 
Gleichungen 

(  #(*-/)  -VL'iy-g)  +JH'(i-A)=0, 

5)  .  .  .  .    j  K»ix-f)^L"(y~g)+M"(i-h)=0, 

!  K'"(x-n  +  LH>(y-g)  +  M'»(i-h)=0 

sein  mügen,   und  nehmen  die  Durchschnittslinien  der 

lsten  und  2ten,   2ten  und  3ten,   3ten  und  lsten 
dieser  Ebenen  respective  als  Axen  der 


leren 


zieiiUDgs  weise : 


ind  nach  IL  38)  die  Gleichungen  dieser  drei  Axen  be- 


>  IFM' 
Setzen  wir  nu 


JJW  —  M'U  ~M'S"—S,M" 

—  KV-VX"' 

x-f                    y—g 

Z  —  h 

L"Mm  ~  M"Lm     M-K"  -  S"M" 

:     pW—I/g* 

x—f               n—ü 

z-h 

-MmL' 
aber 


=  Sco*{xx')  -f  Ccob(,jx')  +  Bcos(zc'), 
T-  =  Ccos(xxr)-\-'ZcoB(yx')-\-Äcos{zx'), 
Z''  =  Bcoa(xx')-\-Acoz(yx')  +  tfcos(ix'); 
X'"'  =  A  cos  (xy1)  +  Ccosfyy')  -f  Bcos(zy'), 
¥"■"'  =  Ccos  (xy')  +  B  eos(Sy)  +  A  cos  (xy'), 
Z--'"  =  BcoBfry')  +  ^costjyO  +  tf  cos  (zy'); 
A"V  =  a  cos  (xz1)  +  Ccos  (yz1)  +  B  cos  (w') , 
F".'  =  Ccos^')  +  ScosCy*')  +  ^cos(h'), 
Z"'-'  =  B  cob(xi')  +  A  cmi(yz')  +  (Tcos(m'); 

so  sind  nach  I.  23)  oder  24)  die  Gleichungen  der  Axen  der  t 
auch  beziehungsweise: 


'-f. 


y..    ■ 


ZV 


dt  _  y-s     »-* 


r/_t 
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und  es  ist  also  nach  6),  wenn 

gewisse  Factoren  bezeichnen: 

7) 
X',"  =  G  V  {UM"  -  M'L") ,    ¥',"  =  G',"  (M'K"  -  K'M  *)■, 

Z'"  =  G',"(K'L"—L'K") ; 

X",M=zG",M(L"Mm-M"Lm),     PV  =  G«,m{M"Km-K"Mm), 

XV  =  G",'  (L"* ' — ilfiO ,     Tm,'  =  Gm,'  {.WK! — KmM') , 

Zm,'=GV(KmL'-LmK'); 

wo  die  Factoren 

G',",    GV,    Gw,' 
aus  den  folgenden  Gleichungen  zu  bestimmen  sind: 

« ■•(£)' 

=  (L'M"  -  M'L"y*  +(M'K»-K'M")*+(K'L"-L'K")* 

-\-%L'M"—M'L")  WUT— K'M")  cos  (xy) 
+ 2(ilf >K" — Jen*)  (Ä'i"  -  L'K")  cos  (yi) 
+ Wh»— L'K")  {L'M"— M'L")  cos  (ar). 


(fi'.V 


=  {L"M~-  Ä"!/")»  +  (M"Km-K"Mm)H(K"Lm-L"Km)* 

+2(L"Mm-M"Lm)(M"K'"~K"Mm)  cos(ay) 
+2(M"K'"~K^MM)(K"L"'-L"Km)  cos(yx) 
+2(Xw£*-L"£^(Z,"Jr-J!FZ*0cos(sr), 


(g-v) 


=(LmM'  —  Mm1/)*  +  (MK,K'-KmM')*+(KmL'-LmK')* 

+1(L'"M'—MmL')(MmK'—K'"M')co8(ay) 
+2(MMK'-KmMt)  {KmL'—LmKl)  cos(yr) 
+2(Ä«X'-Z"£0  {L»M'-M»L')  cos(*r). 

Theil  XXXIV.  14 


2f$  ßrunert:   DU  aHtwetostm  Ge9*t%€4*r*rpU<dl*grmpMe. 
Zur  Bestimmung  der  Winkel 

(**0,  (y*0>  (**');  (*#'),  (»0.  (*»');   («0.  ly*0.  («') 

hat  man  aber  nach  I.  32)  die  folgenden  Formeln : 

9) 
'  , .      X',"  +  Y**  cos  (xy)  +  0,"  co8(zx) 

COS  (XX')  = ' •  jy ; 9 

A      X',"c*s{xy)  +  IV  +  y/cM(y») 
(yx)  —  ^  f 

t  ^       X'»co*(zx)  +  IV  cos  (y»)  +  Z'/' . 
(or)  = — « — ^ * — ~ — — » 


cos 


cosi 


yx      *V+  F",'"  cos  (aw)+Z  V  cos  (zx) 
co&(xy')  = jv : ' 

cos^o  =  *"  "cos  (mp) + *y cos  fr*** z"* 


/// 

9 


ees (at0  _  JV+rVco«(«y>*ZVco»(««) ^ 
m   ,    ,.       *'Vco8(*y)  +  F'V  +  Z'Vcosfrz) 

C«s(st')  !=     '    '■' i — — W 1ä_£_! L 

Zur  Bestimmung  von 

ff0',    V.    A/0' 
bat  man  nun  nach  4)  and  dem  Obigen  die  folgenden  Formeln: 

*„'  =  G0  (K0X>,"  +  JD0  F',"  +  Ü/0ZV) , 
£o'  =  G0{KtX",'"+L<>Y"»'  +  M0Zu»'), 
JJf,>'=  Ga  (*Ta  *'",'  +  Lo  F'",'  +  Jlf0Z'",  0 ; 

oder,    wie  man  wegen  der  Gleichung 

KJigf  -  «oO  +  ZoV-*»0  +  M0'(z'  -  CoO  =  0 
offenbar  kürzer  setzen  kann: 

/ 

KS=xK0X',«  +IoFV  +üf0Z',", 
10)  ...    {■  V=ffo-XV"  +  A>FV"+4r0ZV", 
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Sind  jetzt  die  drei  durch  den  Punkt  {fgh)  gelegten  Ebenen,  de- 
Durchschnitte die  Axen  der  x' ,  y' ,  »'  bestimmen,    drei   sich 
schneidenden  Ebenen  des  Krystails  parallel,  so  ist  nach  §.  24.: 


k>  =«'*r, 

U  =k'L, 

M<  =f'M; 

AC"=«"Jt, 

L"=l"L, 

M"  =f."M; 

k'"=%'"K, 

L<"=\"'L, 

M'"  =  f'"M; 

rationale  Zahlen  sind.     Also  ist  nach  7) : 

11) 
X',"   =GV'OV"-C'»")iil'.  l","=G',"(uV— »VOiHK, 

Z',"  =  G',"{*H."  —  i.'*")KL-i 

X",'"=G"»'{l"f."'-i,«).»i)LM,    r",'"=G","V'»'"-*V»)jHA', 

Z",'"  =  C",'"  («"!'"—  LV)KL; 


Z«. 


"10  ln,   r 

=  C» '(«"'1' 


.'O'" 


V)  AW, 


i"V)JCfts 

folgenden  Gleichungen  bestin 


12) 

+2(iy- 

+  2<>*«» 
+  2(»'l"- 


(£-)' 


■  ii'k")  Qt V  ~  Jt  V")  ^ i-ü!/2  cos  (xj) 
-  x VO  (*'*"  —  *'*")  -Piil/  cos  (y*) 
IV)  (l'fi"—  i»'*")  JSX2;>/ cos(kc). 


« 


<")*Z?M*+(li"x«'-  *'  V'")a  M*K  H(*"V"-  l'V")"  K*I? 

+2(l'V'"-ft"i'")(f'V'-K"fi'")AXit/;icos(iff) 
+ •2(fa"x'"-x"^'"){  *"i'"-l"K'")-fi'2i  -V  cos(y;) 

+2(u"i'"-i'V')(il'V'"V''l'")^'aAi,eos(M), 


CÄJ 


= (i"v— ti"v?inp+  («'" 


"V')IJ»aJfs+<«' 


-i'"»')"f*i* 


+2(i»y-«'»'.')<c'" 


+  2(V"»'-."V)0'" 


-»"'w')^i^acos(ji 

-i"V)ä:2lj/cos(i/: 

-i»'".l')tfLaÄ'co3(i* 
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Well  aber  nach  §.  24. 

K0  =  HK,     JV 

=  J«£,     Jtf0 

e*# 

ist. 

so  ist  nach  10)  und  11): 

13) 

Ä«' 

«t%(Ly>-jiafHr-Wtir* 

-*v')+m*'*"- 

-1V)1C 

•klm. 

W 

«t^V-VVÖ-M^V- 

-fjfXffA* 

'!*- 

i"**)IG", 

"KLM. 

M0' 

=  !ViV~^'i')  +  ^(f"'*'- 

-*V)  +  f>o(* 

"V- 

A"V)  1  Gm 

■KhM. 

Weil  nun 

«.(iVV^  +  W 

~xV")  +  ^(*'A"— l'*"). 

«„a  vvn +**(!*"*'"-  *v") + m*"a"-*y>. 

«f,(i>'-fl'V)+i0(f*% 

—  »"VO  +  Hut*" 

'  —  l"V) 

rati 

nale  Zahlen  sind,   weil   ferner 

G',°r    6  V,     G'",' 

von 

der  Lage  der  durch  die  Gleichung; 

Ka{x— a0)  +  L0(y 

-60)  +  jV0(: 

—  c0 

=  0 

ciiaraltleristrten  Ebene   gar  triebt  abhanden,   als 
des  Kryi stall.-  dieselben  sind,  und  »eil  es  endli 
■ji'ii  auch  offenbar  verstattet:  ist,    diese  Grasen 
nehmen;    so  sieht  man,   dass  man  für  alle  Elie 
setzen  kann : 

für  alle  Ebenen 
h  nach  dem  Obi- 
als  positiv  anzu- 
en  des  Krystalls 

V 

=V-  G',"KLM,     V=  V 

G".mKLM, 

,I/U 

=  p0'.Gm 

'KLM 

*5' 

=*l'.G',"gLlH,    V  =  V 

G","'KLM, 

,V, 

asft,'.  C" 

'KLM 

*V 

snJ.&.'MLM,     V  =  V 

G",mKLM, 
G",-KLM, 

46 

J»3 

=  pi'.Gm 
=  f3'.G'n 

'KLM 
'KLM 

*V 

=%,,'. G',"KLM,     Z*'  =  V 

u. 

S.       Vf., 

WO 

*0*.      Vi      «3 

V.    Vi    ^ 

Po'.     V>     Pe 

.   »3'.   V. 

,  v.  v* 

.     Ca'.     Pi 

positive  oder  negative  rationale 
bar  auf  den  folgenden 

Zahlen  sind 

Dies  fGhrt  u  n  mittel - 
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Satz. 

Jeder  beliebige  Punkt  kann  als  Mittelpunkt  des 
Krystalls  angenommen  werden,  und  die  drei  Durch- 
schnittslinien jeder  drei  durch  denselben  gelegter, 
drei  beliebigen  sieh  schneidenden  Ebenen  des  Kry- 
stalls   paralleler  Ebenen  sind  Krys tall- Axen. 

Weil  nach  7)  und  10)  allgemein,  nämlkh  Tür  jede  drei  durch 
die  Gleichungen  5)  charakterisirle  Ebenen: 

H) 
KJ  ^G'.^KoiL'M'1  -M<L''nLa(M'K''-K'M")+Ma(K4L"  —  L'K°)\, 
L0'  =  G",m{Ko(L"Mm  —  M"Lm)  +  L0(31''K'"—K''M'") 

MQ'=Gm,'{K0{.LmM<-MmL>)\L0{MmK>-KmM')+M0(En'L'-LmK<)\ 
ist,  und,   wie  schon  erinnert,   die  Grössen 
G',",     G",'\    gv 
von  der  Lage  der  durch  die  Gleichung 

*(*-«,■) +i»(ir-W  +  »o  (»-««)  =  0 
charakterisirfen  Ebene  ganz  unabhängig  sind,  so  würde  man,  um 
zu  prüfen,  ob  die  Uurehsehniltslinien  der  drei  durch  die  Glei- 
chungen 5)  charakterieirten  Ebenen  Krystall- Axen  sind,  nur  zu 
untersuchen  haben,  ob  es  drei  positive  rationale  oder  irrationale 
Grössen 

K,    L,    M 
und  solche  positive  oder  negative  rationale  Zahlen 


giebt,   dass 

Ko  (L'MU  —  M'L")  +  U  (M'R"-K'M<<)  +  M0  (JTL"— Z,'J")=  x0'K, 
Kt  (L'M"—M'L")  +  L,  (MW-FM")  +  Mt  {K'L"—L'K")=  «,'K, 
Kt  (L'M"—  M'L")  +  L%(M'K"-K>JH")  +  jtf,  (Jf L"  -  L'E")=H'k, 
K3  {L'M"  -  M'L")  +  L3  (M'K><-  K'M")  +  /*,  (K'L"—L>K")=Ki'K, 


I 
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KQ{L"M,l,-M"L'"HL0(M"K",^K"M"'ma^K"Lm—L"K"')^l(t'\,, 
Kl(L"M'"-iJl"L'")+Llaa"K'"^K"31'")+Ml(,li"Lm-L"K"')=X1'h, 

K3  (Iß  M'"  -  M"hm) +L3  ( J7"ÄW—  K"  ;«'"}+  l>h{K"L'"-L"K '")=13'L, 

endlich 

K^L-'M'—M-L1)  +  L0(M"S'-E-M')  +  M^K-L'—L-K1)  =  fc'Mi 
St  (L'"M'—M'"L-)  +  L,  (M'"K-  -  IV  M1)  +  JU,  (K"'L-  —  LmJC)  =  f.,  'M, 
£j  (L'"M'  —  M"'V)  +  L^M'"!?  —  SmiV)  +  M^K'"  L- — L'"  K')=  ^'M, 
Kt  (L'"M'  —M'"V)  H-  L3(M'"K-  -  K'"M')  H-  M3(£"'L,—L'"K')  =  n3'M, 

ist. 


Unter  einer  Zone  versteht  man  einen  Inbegriff  von  Ebenen 
eines  Krystalls,  welche  sich  sämmllich  in  lauler  parallelen  Ge- 
raden schneiden,  und  also  einer  und  derselben  Geraden  im  Räume, 
welche  die  Zonenlinie  genannt  wird,  parallel  sind.  Alle  einer 
und  derselben  Zone  angehörende  Ebenen  Herden  tautozonale 
Ehenen    genannt. 

Zuerst  und  vor  allen  Dingen  müssen  wir  untersuchen,  welche 
Bedingungen  erfüllt  sein  müssen,  »enn  drei  Ebenen,  deren  Glei- 
chungen 

15) ...  j  A,  (*-„,)  +  L,  (,/~  6,)  +  tf,  (:-Cl)  =  0, 

Nach  II.  38)  sind  die  Gleichungen  der  Durchschnittslinien 
dieser   Ebenen : 


I^Mi—MoL,  "^oÄ-, -Ä^tf,  ~K0L1  —LaKY ' 


x  —  n^0         '  y  —  blltl        _       ~-  —  ca,o      . 
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und    die    Bedingungen   der    Par 
nach  I.  58): 

iillellität 

dieser 

drei    Li 

1      Xu^-WoA         ^O*-! 

-jsr,jtf9 
-tfa.w0' 

-L\Ki 

f    L2M0  —  MtLn     M*fC0- 

-■M"o 
--Mi' 

Dass  das  dritte  System  aus  den  beiden  ersten,  überhaupt  jedes 
System  aus  den  beiden  anderen,  durch  blosse  Multiplicatfon  folgt, 
rsieht  man  auf  der  Stelle.  Aber  leicht  l.i'sst  sich  zeigen,  dass 
das  dritte  System  schon  eine  Folge  bloss  aus  dem  ersten  Systeme 
Denn  wegen  des  ersten  Systems  ist,  wenn  G  einen  gewis- 
sen Factor  bezeichnet: 


also,  wenn 

tniultiulicjrt: 
und  folglich 
mit  einandei 


L,  jtfa  —  tt-L^W-Mfl  -  *nii). 
M,K.t  —  KlMi  =  G(.Ma£i  —  JMA)» 
JT,La  —  L,  JTa  =  G^tt  —  L0K,) ; 

in  diese  Gleichungen  nach  der  li'eihe  mit 

ä'ü,     La,     ,W0 


ÄiLiJBa— £oJW,is=  G^L,,^,  — JTojWot,), 
inJtf,^,  — io*i^B  =  6,(£o<1Mi  ~  L^M,), 
MoKyLt  —  MaL^  =  fffAtföA  _JB0£„Äi); 

und  folglich,  wenn  man  diese  Gleichungen  je  zwei  durch  Addition 
ider  verbindet: 

{L0Ml—MaLl)Ki+(LllM0  —  MiLl))Kl^-GKo{L0Mi  —  Mo7Jl), 
(M^  —  A'Ä^  +  Wfo  — Aa<Vo)ii=—  GL^M^-K^Mi); 
also: 


L»+GLC 


(L0Ml-MtiLl), 


A'4  /j„  —  tj  Ä  „  MB  — 
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£,»,— M,L,=  G(£„»,  -.»„£,), 
itf.K,  — iC1ü/s=G(»0JC,  -  K„m,), 
KtLa  —  L,X1  =  6'(KU£,  —  L0KtY, 


folgt  aber : 


fj»,  +  G»„)  I,  =  (ij  +  GL„)  *, , 
(Äj  +  GX„) Af,  =  («,+  G«„)  K, , 
(X,  +  GL,)  K,  =  (iL,  +  GJE„)  L, ; 


*T,+  GA'IJ 

folglich 

nach 

lein  Obige 

—  *«/* 

-Loa,' 

wie   bewiesen  werden    st 
der  drei  Systeme  17)  die 
wendigkeit   auch   aus   ga 
der  Stelle  erbellet. 

Ute.      »an 
beiden  an  de 

iehl     also,    das«    aus 
ren  Folgen,  wovon  die 
geometrischen  Grünt 

jeden. 
Noth- 
en  auf 

Ma 

such  au 

kam 

die  Gleichungen  17)  in 
nde  Art  ausdrücken: 

der  Form  f 

on  Proportionen 

Sind  die  dn 
mgehiirig,   so  i. 


18) 
L0MV  —  jV0Li  :  il/0Ä,  —  Äo/tf, :  K^LX  -  L„K, 

Ebenen  dem  Systeme  der  Ebenen  eines  Krystalls 


also  nach   17) : 


19)  . . . 


ittHZZJhh  =  to**  —  "ifrt  *i*a— *i*3 

Vo— Mo        i«i*o  —  *a(*u  Mo~  *2*o  ' 

Vo^Mo  _  (!■(«.,  — xaftQ  '  Xg-V— ^Xp 

^Q,11!  —  Ml            *%*!  »Oft  Ml  "  *0*1 
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20)  ...    .       iof»i  —  Mi:M~ *o,<*i-Mi  —  Vi 

=  llCo  —  ftl^O  !  f  2*0  -  «aPo  ■  Mo  —  *s*o- 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  vorsieh  enden  Bedin 
gen  erfüllt  sind,  sind  die  Gleichungen  der  Zonenlinie  die  t 
chungen  lti),  oder,  unter  Voraussetzung  eines  Systems  von 
neu  eines  Krystalls: 


21*) 


,   JC(»- 

1  V.- 

-o0„)        Z.(,y- 

«ol,  - 

-^o.i) 

-Vi' 

-fi^a      (*i*a- 

-6i.a) 

*1*9- 

-1.«.' 

-  ttiAo      f  s*o  - 

-  fori 

-«»fo 

Jf(«- 

-  Ca-o) . 

-w 

# —  i 

»ou                     ff 

~*0-l 

I  — Cn-i 

A>d  —  Peh\      (H*i 

—  *o(*i\      /"Vi  —  lo' 

•>) 

X~t 

•*!.*           y- 

-*».-» 

I  — C,., 

S*i 

■hW\     />i*i 

,PB)     (- 

1 A2  — A,  x.  A  ' 

a;-, 

'i-o                S- 

-•*«> 

*  —  cti> 

fhL*>=tek' 


,\       /(^«o  — «a^       /Mo  —  iiHnV 


Die  Coordinaten 


<-o-i>  *o-i>  co>i !     °i>ai  *nii  ci)a;     Oj*,,  öa,0,  c1H) 
bleiben  natürlich  willkührlich,    da  man   sich  die  Zonenlini 
jeden  beliebigen  Punkt  im  Räume  gelegt  denken  kann. 
Wenn  die  Gleichungen  einer  beliebigen  Geraden 


22)  . 


K 


3  =  uz 


111 


sind,  und  die  Gleichung  einer  Ebene 
23)  .  *i(*-«i>>  +  't»<sr-'.)+»oh>- 


210  Grvn'trX:    Die  allgemeinsten  Gese/se  der  h'rijstalUigraphie, 

ist;  so  kann  die  Frage  entstehen,  ob  diese  Ebene  einer  Zone 
angehört,  welcher  die  durch  die  Gleichungen  22)  charakterisirte 
Gerade  als  Zonenlinie  entspricht.  Dies  wird  offenbar  der  Fall 
sein,  wenn  die  in  Rede  stehende  Gerade  und  die  in  Rede  stehende 
Ebene  einander  parallel  sind,  oder  wenn  eine  durch  den  Punkt 
(o0ö0C|j)  der  durch  die  Gleichungen  22)  cbarakterisirten  Geraden 
parallel  gelegte  Gerade  ganz  in  die  durch  die  Gleichung  23)  cha- 
rakterisirte Ebene  füllt.  Nach  I.  08)  sind  aber  die  Gleichungen 
der  durch  den  Punkt  (a0bucu)  parallel  mit  der  durch  die  Gleichun- 
gen 22)  cfaarabterisirten  Geraden  gelegten  Geraden  offenbar 


I 


~«o     y- 


m 


und  die  Bcdingungsgleiclmrig,  dass  diese  Gerade  ganz  in  die  durch 
die  Gleichung  23)  charakterisirte  Ebene  lallt,  ist  folglich: 

24) »Äo  +  ffto  +  MUfo^O, 

welche  Gleichung  also  erfüllt  sein  rauss,  wenn  die  durch  die  Glei- 
chung 23)  charakterisirte  Ebene  einer  Zon«  angehören  soll,  der 
die  durch  die  Gleichungen  22)  charakterisirte  Gerade  als  Zonen- 
linie entspricht. 

Die  Gleichung24)  pflegt  man  -die  Zonen  gleichnng  zu  nennen*). 


Durch*  cliniltg- 
i   dieser  beiden 


«-, 

Gewöhnlich    betrachtet   nmn    die   Gerade  22) 

link-  ■ 

weicr  Ebenen   des  Kristall*.     Sind   die  Gleicht] 

Ebern 

^(i—O  +  My-M-H/.O-r,) 

*■«(*-*.)  +  *.  (»-*.>  +  *.  (»-f.1) 

die  Znnenfileichung  wird  dann: 

*■„(£,«,  —  *,£,)  +  £„(#,/■,  —  *■,.!',,)  + J/„  (*-,£„  -LsXa)  =  i 
>,    weil,  in  an  fern   die  Gleichung  2;i)   die  Gleir.hung   einer  Ebene  dn 


(„A", 


La=luLs 

.fffl =«.„#; 

£l=i,Z, 

.W1  —  fl,.W; 

£»=i,£, 

J/a  =fi^Hf 

■ 


»,(^*-<^)  +  ^l>i*— «./•*) +  M"l4i  —  *i  >■)  =  <>. 


i   den    Grund -Cacffiuicntcn    (Grund- Parametern)    unabhängig. 
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.■Sollen  die  drei  durch  die  Gleichungen  13)  Charakter  isirten 
Ebenen  einer  und  derselben  Zone  angehören  können,  so  rouss 
nach  24) 

B*'0  +  .ff£0+:ma7ll  =  o, 
mi  +  cA  +  m^^o, 

»Äj  +  £Lt+  WjWj  =  0 

sein.     Aus  diesen   Gleichungen  folgt  aber,    wenn  man   dieselben 
nach  der  Reihe  mit 

multinlicirt  und  dann  zu  einander  addirt,  die  Gleichung: 

25) 
Ä^L,^— JwVLa)  +  K^LtMo  —  M^)  +  JE^tf,  —  1U0L,)  =  0, 
oder: 


L0(jW,jra— AT,itfi)  +  L^a/jAi— JTsJf0)  +  La^Xj 
oder: 


Ab^srO, 


jtfo  (JE,  £,  —  X,  JST9)  +  Mv  ( Ä^L,, — LtK0)  +  J7a  (Ä^i,  —  L^K- , )  =  0 ; 

und  jede  dieser  Gleichungen,  die  natürlich  nur  verschiedene  Aus- 
drucke einer  und  derselben  Gleichung  sind,  niuss  also  erfüllt  sein, 
wenn  die  drei  durch  die  Gleichungen  15)  charakterisirten  Ebenen 
einer  und  derselben  Zone  sollen  angehören  können. 

Für   Ebenen   eines    Kryslalls    werden   die   vorstehenden   Glei- 
chungen : 

V(*i*a— *if*a)  +  *i  (Wo— «atO+^Cr*»!  — «ofi)=0. 

Cof»!^  —  ^«iJ  +  MVo—  *2«o)  +  r<2(*01l  —  *o*l)=0. 


8-27. 


Wenn  nir  den  von  den  beiden  durch  die  Gleichungen 
K„(a:-o„)  +  i(,(ä,-6,)  +  Jf0{.-c0)=0, 
-c,)=0 
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charakterisirten  Ebenen  eingeschlossenen  Winkel   durch 
zeichnen,   und  der  Kürze  wegen 


+  2(L0Ml—M0L,)(M0Kl ~  KalBJcmteg) 
+  '2(A/0Ä,  —  S^^iK^Li  —  i0X,)cos(yi) 
+  2(KoLl-L0Kl)(L0Ml  —  tö0L1)ca*(_vt:), 

31)     .    .    .     B0,i=äK0Kl+HL0Ll+l£/aaMt 
+  A(LoIUl  +  M0Ll)  +  B(MaKl+KtlMt)  +  C(KoL1  +  LnK1) 

setzen,   so  ist  nach  II.  25): 

JVf,,,  . 


32) 


tan?Fc,,«  = 


und  ganz  eben  i 
Gleichungen 


den  von  dei 


beiden  durch  dir 


33).. 


charakterisirten  Ebenen  eingeschlossenen  Winkel  bezeichnet,  um 
der  Kürze  wegen 

34) 

*o.i'=  UW— A>'*i')*  +  (I»'*i'—  J"o'*iO*  +<»0'^i'— *o'*i1 

+  2(L0'jtf,'-  Ü/0'£,')  W*i'—  Äo'jWi'JcodCay) 

+  2(JH0'X,'— JQ/JW,')  (Äfl'X-j'  -  V^'Jcos^) 

+  2(Ä0'X,'-  VJTjO  (V»i'~*o'^««£»). 

35)  .  -,    .    Hon,  =  MK0'Kl'  +  -BLa'Lli  +  *MB'Ml' 

+  A(L0'MI'  +  Ma,Ll')+B(Ml)'Kl'+K0-Ml-)  +  C(Ko'Ll'+L0'g1') 

gesetzt  wird : 

36) taog:F0„'3  = 

Also  ist: 

37)    .    .    .    tangl 
oder: 


=  3W 


«*:ton(t  ro'i'I=7r;i:B^ 
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38).    .    •tangl>0,1*:tangr0,1'«  =  ^:(^)-. 

Sind  nun  die.  vier,   durch  die  Gleichungen  29)  und  33)  cha- 
rakterisirten  Ebenen  tautozonal,  so  ist  nach  17): 

Kt  L0' — L&'  "~  I*  Jlfo'— Mx  L0'  -  JbW — Ki  M0' ' 

VA '  -  A/*i ' "~  Lo'JUi'—  MjLi '  —  üf«'*, '  -  .«y  üf, ' ' 

I 

also  durch  Multiplication : 

K0LX  —  Lqk\ ^o^i  —  MJLX    MqKx — K^ltti 

Folglich  können  wir  offenbar 

!KqLx  —  L0KX  =  mGon , 
L0Mx-M0Ll=kGi}9l, 

und  \ 

setzen/  woraus  sich  ferner  nach  30)  und  34): 

41)         ' 
Fon  ={  iw*  +  A»  +  /*+2«cps  (ay)  +2/mcos  (yz)  +2inArcos(*r) }  G0,i*, 

also: 

42)   •   •   •   •    '   •    Fo,i'-Uo.i7* 

und  folglich  nach  38): 

43)  .  .  .  tangF0,l*:tangF0„-=(^;)^(|J), 

ergiebt.     Also  ist: 

44) 

G  H 

Tal.  abs.  tang  Von  :  val.  abs.  tang  Von  '= val.  abd.  77^ :  val.  abs.  tt^- 

t*o>i  -**0>1 
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Gehüren  nun  alle  vier  Ebenen   dem   Ebenen -Systei 

Krystnlls  an,    so  ist: 


43) 

j* 

=  *oK> 

£„  = 

*<,£,     «,= 

Mf; 

1    K, 

=  x,K, 

£,= 

l,i,      Jlf,  = 

!„» 

und 

46) 

\K° 

=  «0«, 

A>'= 

Vi.    ■»»'= 

fo'M; 

U- 

=  «,'■*■'. 

i,= 

1,'i,    »,'= 

ft*M 

«o, 

*o.  H 

*i.  h 

>  f*a ; 

V.  V.  ft>' 

%', 

rationale  Zahlen  sind :    also  ist 

Vi 

-AA 

=  («0* 

-lo*i)AX 

=  mGo, 

L,M, 

-AI, 

=  (*op 

-MJ,)iJ» 

=  4Go, 

üfcX, 

-üi», 

=  (flOX 

— KOPi)^ 

=  HÄk, 

ines 


Kit' Li'  — /-o'ij'=(sco'Ai'— io'«i')jfi  =mGo,i' 
Lo'JI/i'-JBb'i|'=(V(«i'— f«o'l1')iJtf=AGo,i' 
Wo'-firi'-Äo'iH^^Cfio'Ki'-Äo'/ti')^-6-"^  *Go>i' 


folglich  : 


47) 
und  daher 


Go,!   _    mo*,  — Ap^  *of*|  —  Mi 


~  xo'V—  *o'*i'       *o>i'- 

ein  rationaler    Bruch. 


pvx,~_xm__ 


Gm' 

Für  //„.,  uml  HM'  erhält  man  nach  31),  35)  und  45),  46)  die 
folgenden  Ausdrücke: 

18)  .  .  .  Ä0,1  =  «o«,ilÄ:a+ViBia  +  «<)^tf'»a 
+  (Vi  +  MiM-t« 
+  (,10«!  +kHl1)BMK 
+  («o*i  +  lo*i)  CiSTi 


und 

49)  . 


Ha„  •  =  «o%  'JJ^*  +  h%  "KL*  +  uo  V«  JH* 
+  (lo>,'  + ^'VM-t-^ 
+  (f»o'«i'  +  »o>i')Ä'MA' 
+  (W  +  *o%')CÄi, 
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Nach  dem  Obigen  ist  aber: 

f*o*i  —  «ofh      f*o%i  —  «o>i 
^r  _     iw<?q,i mGo,!^       . 

also : 

Aof*!—  po^i  P0*i  —  «Oft  «0^1  —  Ao«i  * 

und 

Ferner  ist  nach  dem  Qbigen  offenbar: 


K-=: 


j,— P»*»*"" *•**!  KLM 
l  G0n  % 


m  %  G 


0>l 


und : 


O'l 


a/  es 5- •  -== — . 


„     »„V-W   KLM 

Auch  ist 

(*oh  —  *o*i)<*ofh  —  Poh)  (f*o*i  -  *ofh)  (*£#)*  =  Mm  Gon* 
und 

<*o  V  -  V*i7  (Vf*i'~  f*o'*iO  <*#'*i'-  VttO  (KLM)*= Mm  G0fl  *  v 
also : 
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and 

fc<>*  -  r       Ate  V  G07/ 

Folglich  ist  nach  dem  Obigen,  wenn  wir  der  Kürze  wegen: 

'  *  "     ^,l  klm 


und 


51)    J^  _  ^^  ' 


so  wie: 


52)    ro.-Mkf^ü1^)* 

und 

83)   r0v=«oV(W7'to'V)'ii 

*o  f*i  — f*°  *1  f*0  xl  ""  ^0  f*l  *©  Ai  —  *0  Xl 

setzen : 

54) #o»i  =  ^o*  •  \~G~7~  ) 

und 

55) /w^'.^gf)*; 


also: 


i*AX  "o>i  Jon    /fim'V 

J*0*l  10U      \«0»l/ 

Folglich  ist  nach  43) : 
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oder : 

57)  .  .  .    tangn*,:tangPoa*H(|^)4:(iH),> 
also : 
58) val.  abs.  tangPon  :val.  abs/tangP0„' 

=  val.  abs.  (  yr^-, )  :  val.  abs.  7^5  > 
\wo»i  /  -*0>1 

G 

und  es  wird  folglieh,  da  nach  dem  Obigen  yr*n    ein    rationaler 

**0>1 

Brach  ist,   das  Verhältnis« 

val.  abs.  tang  F0>1 :  val.  abs.  taug  V09l' 

rational  sein,  wenn  yr^h  ein  rationaler  Brach  ist. 

Wenn  das  Axen- System  rechtwinklig  ist,  so  ist  bekanntlich: 
4=1,    *=1,    «=1;    ^=0,    B=zQ,    C==0; 

also : 


.  59)  n,,^*,  Q^^y 


und 


60)  r„'=^v  (Wr*'v)' 


Im  Allgemeinen  ist  bekanntlich: 

4  =  sin(y*)a,    #  =  sin  (**)*,    (£=sin(a?iy)2 

und: 

il  =  cos  (za?)  cos  (a?y) — cos  (yz) , 

B  =  cos  (#y)  cos  (yz) — cos  (zx) , 

C  =  cos  (yr)  cos  (zx) — cos  (ay). 

Theil  XXXIV.  ♦  15 
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Bezeichnet  nun»  Aber  die  an  deh  positiven  Thcilen  der  Axen  c 
x,  y,  i  liegender)  Winkel   der  von  diesen  T  heilen  der  Axen  } 
bildeten   dreiseitigen  körperlichen  Ecke  durch  (A),  (Y),  (Z); 
ist  nach  den  Lebren  der  sphärischen  Trigonometrie: 


COS(-X): 


Sil') 


cos(Z) : 


cos  h/2)  —  cos  (;.(■)  cos  (.rif)  _ 


cos(:.r)  —  eos(.ry)cos(-i/i)  _  _ 
sin  (xy)  sin  {yx)  i 

cos  (ay) -cos  (yi)cw{ix)  _ 

sinf^sinf«:)  =      , 


n^sinfa-y)' 


in(yi)sin(S.T)' 


A  = — sin(ij')sin(a:y)ct)s(A), 
£  =  -  Wh  (xy)  sin  {yx)  cos  ( Y) , 
G  =  —  ein  (yx)  sin  (xx)  cos  (Z). 


Man  vergleiche  bei    diesem  Paragraphen:     lieber  die  R 
tionalität    der    Tangenten-Verhältnisse     tautozonali 

Krystallflächen    von     .\ I latiri .    in    deii    Abhandlung« 

der  mathematisch  -physischen  Classe  der  Kiiniglic 
Sächsischen  Gesellschaft  der  Wissenschaften.  Zwe 
ter  Band.    Leipzig  1855.     S.  506. 


Ein  anderes  sehr  bemerkenswerthes  allgemeines  Gesetz,  wel- 
chem die  Winkel  tautozonaler  Ebenen  unterworfen  sind,  hat  neuer- 
lich W.  II-  Miller  In  der  schon  oben  angeführten  Abhandlung; 
On  the  anharmonic  ratio  of  radii  normal  to  four  faces 
of  a  erystal  in  one  zont;  and  on  the  e hange  of  the  axes 
of  a  crystal.  (Philosophical  Magazine  for  Febraary 
1857.)  bewiesen,  welches  wir  in  diesem  Paragraphen  in  anderer 
Weise  als  sein  Erlinder  beweisen  und  aus  unserer  im  Obigen 
entwickelten  allgemeinen  Theorie  ableiten  wollen*). 

Es  seien  vier  Ebenen  gegeben,  deren  Gleichungen  wir  durch 


*)  Die  mit  Sternchen    im   Folgenden    Versehe  Dt 
mein  Leziehen   sii-lt  nur  auf  diesen  Paragraphen.     In  den 
grapfem  fat  (Irr  Fortging  drr  Niim«icrn  nirhl  »nlerbrochi 


der  For- 
igon  Para- 


B 


^m 


!•)... 
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i  M*-«o)  +  i-o<J-»»>  +  ü/„(.-co)=0, 

j  A",  (i  -  „,)  +  L,  (y-  »,)  +  »■  (»-«!>  =  0, 

(  X,lm-a,)  +  Z,(y-6,)  +  Jtf,(.-c,)  =  0 
bezeichnen,  uikI  die  wir  nach  der  Ordnung  dieser  Gleichungen  die 

lste,    2te,    3te,    4te 
Ebene  nennen  wallen.     Die  von  der 

Isten  und  2ten,    2len  und  3ten,    3len  und  4ten,    Jli-n  und  Ixten 
Ebene  eingeschlossenen  Winkel  mügen  der  Reihe  nach  durch 

*m»      ?!*.     Vwti     Pfco 

bezeichnet  «erden. 

Setzen  wir  dann  der  Kürze  wegen ; 


.,! 


2") 

+  2(Jtf0fiI  —  Au^XÄfli,  —  ZuÄ,)cos(yi) 
+  2<K0£,  -  I„Jt.) (i0»,  —  «,£,)»•(<*), 

+  2(Lta/a-  ^i^CjWiAa  — -Kj^Jcos^) 
+  2(#iJÜ— K,MMK,t,  -  L,A,)cos(yi) 
+  2(J£,L,  —  l^Ki,  (£,«„_»,£,)  cos(ar), 
=  (A-,i,-  i,A-,)a  +  (LJH,-AI,L^  +  (M,A-,  -  K,)!,)' 

+  2(»aff3— Ä-Sitf,)  (*SZ3  -ia^Jeosfffi) 
+  2«A,  --Mi)  (i,ü/,-J»,i»)eo»(««), 
=  <jr,2„  — iji-»)»  +  (L,»0-  ü/,£0)»+(«,ii—  *,*»„)* 
+  2  (i,jtf0  —  jöji,,}  ( M3Ko  —  ÄaJWu)  cos  (zy) 
+  2(MSK„  —  K3MuHKiL0  -LsAoJcosfyi) 
+  2(A-,I„  -L,A-„)  'L,M„- M,La) co.(*r) 

G0=ÜV+BV+«'I'i>a+2^i,»o+2BjHoJio+2CAiL11, 
G,=ÜA-i'-|-»IiHS»,H2<<l,/!/,+2B»1A'1+2CA'Ii.,, 
Cs=aif,»+»t.,+«''V+2<<ii'Ws+2B»sA-,-I-2CA-Ii„ 
G,=lIA',«+»Z,"+e«iI+2'<l.»i+2fi»,jr,+2CA,/.,; 
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so  ist  nach  II.  24),  wenn  N  seine  gewöhnliche  Bedeutung  hat: 

/ 


8inF3^=i?r^; 


G8<?o 


also: 


s,n  F0)1».sin  F..«  =  g^^  > 

8,n  Fm« . sin  F8)0»  =  GoGiG^Go  > 

folglich;  wenn  man  dividirt: 

^  sin  Fpng.  sin  ra>3a  __  ^ß>1  &g>3 

)   •     •     •     •    sinP^.sin  FU90*~~  &i*&9* 

Sind  nun  unsere  vier  Ebenen  tautozonal,  so  können  wir,  wenn 
Cn2>  Q*»  ^8*o  gewisse. Constanten  bezeichnen 9  nach  17)  offenbar: 

KXL2  —  Li  K%  =  Cm  (K0Ll  —  L0  Kx) , 
LxMi— MtL2  =  C192(L0Ml  -  M0Lt) , 

£2^/9  —  X2Ä3  =r  Ca,3  (K0LX  —  L0Ki), 

L*M3  —  d/a**  =  ^2*3  (A>^i  —  ^A)  > 
^2JT8  —  K2M3  =  C**  (iWoÄi  —  JTo^i ) ; 

K3Lq  —  L$Kq  =  C$,0  {KqLh  • — L0Ki), 
LSM0  —  üf3io  =  ^,0  (£0^i  —  ^Mt) > 
üf3Jir0  -  jr3M0  =  Q,o(iMi  — *i»i) 
setzen,  und  nach  2*)  ist  dann  augenscheinlich: 

5*) 

also  nach  4*): 

sin  Fo5la.sin  V^J*  __        Ca,3a 
sin  F^a2. sin  Fs,0a  ""  4«9-<*i09' 


woraus : 

C 


sin  Fon  sin  Fa>3  __  + 

/      ••••••         ain    |/_    _  ein   ¥^_   _  "^ 


2>3 


sin  F1>2sin  J^^  Q>2^j 


3>0 
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folgt,    wenn  man  das 
auf  der  rechten  Seite 

geraden  Linie  im  Räume  und  < 
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188  die  Grus  ee 
:tv  ausfällt. 

Zeichen  immer  so  nimmt,    di 
des  Gleichheitszeichens  posil 

Gehören  nun  die 

vier  Ebenen  einem  kiystall  an,   so  ist : 

' 

Ko  =  *„X,    L„  =  l,t, 

«,  =  »,;»; 

»,  =  «,»1 

«,  =  «,itf; 

K,L, 

*r,i0 

—  £0ff,  =  (*„!, - 
-1,  K,  =  o,v 
^i,fY,  =  (»,1,- 

-  i,K0  =  (%1„- 

-io*i)»l. 

- 

L„M, 
1*11, 
£,Af, 

-»„i,  =  (»oCi- 
-«,£,  =  (;,«,- 
-J»,i,=(Va- 
—  J/sXo-^f.,,- 

-«,!,)  i», 

rnUMii 

-*o«i)^fiY, 

-*3«o)jW/V; 

„igH 

ch  nach  dem  Oh 

igen  offenbar : 

*i*»— 

*i*a        *i«*— «i*s       «i*a~ 
Ao*i        *o«i  —  "o^i        Po*!  - 

*iP* 

/,          **,*s  — 

*a*a        *»«3  —  Ms        «a*3  — 
Ao*i         io"  i  —  Ml         "0*1  — 

HP* 

Ci'»  -«,!.- 

*3*0           *3«0—  «3*0           «3*0  — 

*o*i        *o«i  — «0*1        «0*1  — 

Also  ist  nach  6*) : 

,.,     sin  Poo  «i 
7>     «ioP„,.l 

"  Fa.s  .     ,  (*o*i 

-io*i)(*A- 

-*a*s) 

nr,„    ^  <*,»,■ 

-*l*l)(*3*0- 

-AsV 

,  0o«i- 
*KrV 

-MiH*,««- 
-«i*a)(*8«o 

-hK) 

-*o«i/(*i*s 
-*i«ti)(«3*o- 
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Bestimmt  man  die  Grössen 

aas  den  .Gleichungen: 

*0  =  **o'(*jf*3  -/h**)  -  V  («1^3  —  ^1^)* 

fto«  V  0*1*3 .— «ifh)— V  (Aif*s— Ms) ; 

so  ist,  wie  man  leicht  findet: 

*o*i  —  *o*i  =     (*i  *3  —  *i *s)  (  V«i  +  V*i  +  f*oVi) » 

«3^0— As»o  =  —  (*i*3  —  hH)(*oH  +  V^  +  ^Vs); 

also : 

^o^t  ~-  AqX,  __      Xp1^  -f  V^  -f-  ^Vt 
Xj^  — Vfo  V»3  +  V  *s  +  Mo' j*3  * 

Bestimmt  man  die  Grössen 
aus  den  Gleichungen: 

*2  =  V(Ä1*3  —  ^J»3)  —  ^»'(^1*3—  *lf*3)> 

f*a=Ä2/(f*ix3  —  »if*3)— V(^if*3— Ms); 

so  ist  ganz  eben  so  wie  vorher: 

*<&  —  hfo  =     04  A3  —  kx  «3)  (xa'xs  +  V  A3  +  j^'pa) , 

*1  h~  *I*«  =  —  (Xl *3  —  *1*3)  (*a'*l  +  V*l  +  f*2>i)  ; 

also : 

X2A3—  A^s^.      ^a#x3  +  VA3  +  ^^ 
»xAa— A,*a  ««'«i  +  V^i  +  fVPi 

Folglich  ist  nach  7*): 

»*) 
sin  ^emF»^     x0S+V^+fVf»i    Ht'jfr+VAa-f /^Va 
sin  Fi  „sin  F^     ~"  *o'*s  +V^3+f*o'f*i  *  *t'*i+V*i+f*»Vi 

oder 

9*) 

sin  F0>1  sin  F»»  _     Jfa^-f  Ap^-f  fn/ft  .  V*»  +  V*3  +  Pote 
sin  F^sin  F9t0     —***i+l%%+li%Pi '  V«3  +  V*s  +  ^Vs " 
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Was  nun  die  Bestimmung  der  Grössen 

«o'-  V,  h'   und  kj',  Vf  e*' 

s  den  obigen  G|eiebungen  betrifft,  so  ist  darüber  Folgendes  zu 
Wenn  man 

welche  zur  Bestimmung  von  «„',  Xn' ,  fi,,'  dienen,  nach  der  Reihe  mit 

*I  f*3  —  f*l  h  I       "■  1*3  <*•  «lf  3  .       »*l*a  —  *1»S 

multipiicirt  und  dann  zu  einander  addirt,  so  erhält  man  i 

«o(lif*s  —  f*ila)"+lu((*i«3—  *if*3)  +  M*i*3  —  *i«a)  — 0, 

und  die  Bestimmung  der  Grössen  x0' ,  V>  f*i>'  aus  den  drei  obi- 
gen Gleichungen  ist  also  nur  dann  möglich,  wenn  vorstehende 
Gleichung  erfüllt  ist.  Dass  dies  aber  der  Fall  ist,  erhellet  auf 
der  Stelle.  Denn  weil  die  lste,  2te,  4te  Ebene  tautozonal  sind, 
so  können  wir  nach  J7) 


lemerKen. 
Wenn 

man  die  drei  Gleichungen 

i    Ko  =  V(*i*a  —  *i**)-|*o'0*i*a-*i!*s). 

W)  .  . 

i   *p=^**o'(*ift]— Ms)  —  «o'£«j*a  —  h*t)' 

'   Po=*o(H*a-"*iH)~i*'{hH^mh)* 

I 


L,  M3  -M,L3  =  C,  ,3  (L0  W,  -  *0i, ) , 

«,  ff„^  *:,  m, = c,  ,3  (üf^Ä, — ÄoJtf, ) , 

setzen,  woraus  unmittelbar 

und  also  nach  dem  Obigen  offenbar  um  h 

*o(^if^  — fiis)  +  io(fli,<8~'<ifii)  +  f*oC»i^3  — *l*ä)  =  0 

folgt,  wie  es  sein  soH.  Zugleich  sieht  man  nun  aber  auch,  dass 
sich  eine  der  drei  Grössen  x0' ,  1/ ,  ji0'  immer  willkiihrlich  anneh- 
men lässt,  mittelst  welches  Werthes  dann  die  beiden  anderen 
Grössen  so  bestimmt  werden,  dass  zweien  der  Gleichungen  10*) 
genügt  wird,  worauf  dann  die  dritte  dieser  Gleichungen  von  seihst 
erfüllt  sein  wird. 

Ganz  ähnliche  Bemerkungen  sind  über    die   drei  Gleichungen 
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!**  =  h!(*ih  —  *i*s)-fV(Pi*3  —  HH)> 
f»a=«a'(fti«3  —  *iPs)— V(*ifc>—  Pth), 
welche  »ur  Bestimmung  von   %' ,  *a' ,  fi^'  dienen,  zu  machen. 


§.  29. 

Die  ISO'1  nicht  übersteigenden  Winkel,  welche  eine  der  bei- 
den Richtungen  einer  durch  den  Punkt  (nie)  gehenden  Geraden 
mit  den  positiven  Theilen  der  Äsen  der  x,  y,  i  einscblicsst, 
wollen  wir  durch  er,  ß,  y  bezeichnen.     Setzen  wir  dann: 


J¥=ücos«  +  Ccos/S  +  Bcos)-, 


62) 


F=Ccoaß  +  33cosj3  +  ^cosy, 
f     Z=Bcosu+Aco&ß   |-  £  cosy; 
so  sind  nach  1.  23)  die  Gleichungen  dieser  Geraden: 

63> £js»*y-«sjs. 

Wenn  nun  ferner 
64)   .    .    .    *■„(*-«„) +  Ito(jr-(b)+-»o(»-fl6)  =  0 

die  Gleichung  einer  durch  den  Punkt  («„6()'o)  gehenden  Ebene 
und  (nis)  deren  Durchschnittspunkt  mit  der  obigen  Geraden  ist. 
so  hat  man  zur  Bestimmung  der  Coordinaten  r,  f),  j  die  folgen- 
den Gleichungen  : 


foW-"o)+io(ij-4o)4»o(;-»o)=.0; 

oder,  wenn  wir  der  Kürze  wegen 

65)  .   .   .  O0  =  A,0((70-a)  +  t0(60-6)+Jlf0(cb-c) 
setzen,    die  Gleichungen: 


K0(x-a)+L0(v-b)+lß0(y 
aus  denen  man  auf  der  Stelle: 


-c)  =  D0; 


Die  Entfernung  des  Punktes  (rnj)  von  dem  Punkte  (abc) 
betrachte  man  als  positiv  oder  negativ,  jenachdem  der  Punkt  (rtij) 
in  Bezug  auf  den  Punkt  (abc)  als  Anfangspunkt  oder  als  Aus- 
gangspunkt in  der  durch  die  Winkel  a,  ß,  y  bestimmten  Richtung 
unserer  Geraden  oder  in  der  entgegengesetzten  Richtung  dersel- 
ben liegt,  und  bezeichne  mit  Rücksicht  hierauf  diese  Entfernung 
durch  u;    so  ist  nach  I.  18): 

M*  =  ir-tf)a  +  (n-6)a  +  (j-t)B 

+2(T-a)(lj-6)cos(3:ff)  +  2(t)-6)()-c)cos(9:)+2(j-C)(r-n)CM(M:), 

oder,  wenn  wir 


setzen : 

u*=G2[X?+r*+Z*+'ZXrcos(a:li)+,2rZcoB(yz)  +  'ZZXcoitW„ 
also  nach  I.  29): 
67) u*=G°iVa,     u  =  ±GN; 


wo  sich  nun  Trügt,  wie  das  Zeich« 
auf  folgende  Art  entscheiden  kann. 
Punkt  (abc)  gehende  Äsen  der  v  um 
den  Punkt  (abc)  gehenden  Geraden 
trachten,  senkrecht  stehen;    »o 


i  zu  nehmen  ist,  was  man 
Man  nehme  zwei  durch  den 
to  an,  welche  auf  der  durch 
die  wir  als  Axe  der  u  be- 
nenn wir  uns  durch  den  Punkt 


(abc)  ein  dem  Systeme  der  (xyz)  paralleles  System  der  (x'i/'i') 
gelegt  denken,  und  die  Coordinaten  des  Punktes  (riij),  auf  den 
sieh  überhaupt  alle  Coordinaten  beziehen  sollen,  in  diesem  Systeme 
durch  r'i  »' ,  }'  bezeichnen,  nach  1.  7)  offenbar: 

w-fi)COs(uc)+wcos(wB)  =  r'cos(M.T')+n'cos(ay')-(-j'cosfm'), 

also,  weil 

(t»)  =  90°,    (mh)  =  90° 
und 
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{ux')  =  {xu)  =  a,     (u&')  =  (yu)  =  ß,     (uz')  =  (iu)  =  y 

ist: 

u  =  x'  cos  u  +  n'  cos  ß  +  ?'  coey. 

Nun  ist  aber  bekanntlich 

t=*+x'.    »=*+"',    }=«+»' 


X'=X— a, 
also: 

u-(t~a)ooSa 

folglich  nach  dem  Obigen 

v=G(Xt 

also  nach  I.  33): 

68) 

woraus  sich  ergiebt,    dass   man  in  der  Gleichung  67)  das  obere 
Zeichen  nehmen  tnuss.     Nach  66)  ist  aber  offenbar: 


+  (h-6)cos/I  +  (j-C)c 
osa+rcosfä+Zcos)-), 


'  oder  entwickelt: 


69 

J  u~  tKu(acosa+Ccoeß-yBcosy)  +  Lv(CcQ£a+%coafi~+ÄcÖByj~i 
(  +J/0(Bcosß+^cos^+tfcosy)) 

Mittelst  dieser  Formein  kann  man  also  die  Entfernung  des  Durcli- 
schnittspnnkts   einer  Ebene  mit  einer  Geraden  von  einem   belie- 
bigen Punkte  (abc)  in  dieser  Geraden  bestimmen. 
Wenn 

<  Kl{x-f)^li^-g)-VMl{%-h)=iQ, 
'."  I  Ki(x-f)  +  L%(3/-g)  +  3rt(?~A)  =  0 
die  Gleichungen  zweier  durch  den  Punkt  {ffjh)  gehender  Ebenen 
sind ;   so  sind  nach  II.  38)  die  Gleichungen  der  Durchscbnittslime 
dieser  Ebenen : 


x-f y—  9 i-h 

LxMi  —  «iLt~  itf.tf,— Ä,jtfa—  KiL^-LiKt 


■ 
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die  v 


Bezeichnen  «ir  die  von  einer  der  beiden  Richtungen  dieser  Durch- 
schoittslinie  mit  den  positiven  Theilen  der  Axen  der  x,  y,  r 
eingeschlossenen,  180°  nicht  übersteigenden  Winkel  durch  f(i)t. 
ßi""  Yi'-i  l""-'  *c,/t'11 

IXiJa  =  Hcosa,^+Ccos(3,,B  +  Äcosj'm, 
F„j  =  Cco*oI^+BcoB|3I^+^cosj'„3, 
Zll2  =:Z?cosai.,a  +  .<4coej3,,3  +  tfcos)'1,); 
^o  sind  die  Gleichungen  der  Durchschnittslinie  bekanntlich   auch; 
x—f__y—g_z—h 


X\. 


1... 


i  also,  wenn  Gj,j  einen  gewissen  Factor  bezeichnet, 
l'i.a=Gl,2(jW1A'a— Ä,jtf2), 


in  jetzt 


/■)  +  £o(öo-fl>  +  W0(c0-A) 


gesetzt,  so  ist  nach  tiü),  wenn  jetzt  u  die  Entfernung  des  Punk- 
tes (/.'//')  von  dem  üurchschnittspunlcte  der  Durchschuittsliuie  der 
Ebenen  70)  mit  der  Ebene  04)  bezeichnet; 

74) 

l^N 

"-G,,,!«,^,*,— »1A,)+i0(/M,Ki-K,14)+.«„(K,A,— l,*j)l 

Weil   bekanntlich 

lf  =  W+  ''i«*+  %<*+  2*,..  r„,ec»(«,)  +  är„,Zi„coi(»i) 
+  2Z1„A,„eos(i*) 
ist,  so  hat  man  zur  Bestimmung  von  G,„  die  Gleichung: 

7S) 

[  (i,Af,-»,i,j>+(»1«2_KlJw,)s+(*r1i,-i.1ir,)»  < 

+2(1,«,  — J^mJ^Kj-K^Jcoslij)  I 
+  2(üf,^a—  KtM,)(KtLa  —  L,Ära)cos(yi)  j' 
+  2(K,i,  -  £,*,)  (ii*s  -  Jf,IJco.(i*) 


iV"=G,„s 
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Also  kann  man  nach  72)  auch  Xjjg,  1'14,  Zt,.,  Gnden,  und  zur 
Bestimmung  von  er,,,,  ß,^,  y„2  bat  mau  nach  I,  32)  die  folgen- 
den Formeln ; 

/                    -*it»+  I'ii!tC08(a:j)  +  ZJiaco8(i^) 
coSRl„= ^j , 

7fi,  ) „     _Xlncoe(xy)  +  r1,a-t-Z1<cos(,yt) 


Jmcos<i.r)+riw 


■  (y»)  +  Z;„ 


§.  30. 

Von  vorzüglicher  Wichtigkeit  ist  die  Theorie  der  Zwillings- 
Systeme.  Wir  wollen  uns  eine  beliebige,  durch  den  Anfang 
der  xyz  gehende  Gerade  denken,  welche  die  Zwillings- Axe 
genannt  wird,  und  uns  dann  vorstellen,  dass  das  Axen -System 
der  xyz  sich  um  die  Zwillings  -  Axe  als  eine  feste  Axe  gedreht 
habe,  bis  der  positive  Theil  jeder  der  drei  Axen  der  x,  y,  %  eine 
halbe  Kegelfläehe  beschrieben  bat,  und  also  in  seiner  neuen  Lage 
mit  der  Zwillings- Axe  und  seiner  ersten  Lage  in  einer  und  der- 
selben Ebene  liegt;  nimmt  man  nun  die  positiven  Theile  der 
Axen  der  x,  y,  x  in  ihren  neuen  Lagen  als  die  positiven  Theile 
der  Axen  der  x' ,  y' ,  i'  eines  neuen  Axen -Systems  der  x'y'z'  an, 
so  heisseu  die  beiden  Systeme  der  xyz  und  x'y'z'  ZwilMngs- 
Axen-Systerae  mit  einerlei  Anfang").  Legt  man  aber 
durch  einen  beliebigen  Punkt,  dessen  Coonlinaten  in  dem  Systeme 
der  xyz  durch  a,  b,  c  bezeichnet  werden  mögen,  ein  dem  Systeme 
der  x'y'z'  paralleles  Axen -System  der  x''y"z"\  so  heissen  die 
Systeme  der  xyz  und  x"y"z"  Zwillings-  Axen-Sys  lerne  mit 
verschiedenem  Anfang.  Solche  Axen-Systeme  wollen  wir 
nun  einer  genaueren  Betrachtung  unterwerfen. 

Die  180°  nicht  übersteigenden  Winkel,  welche  eine  der  bei- 
den Richtungen  der  Zwillings- Axe  mit  den  positiven  Theilen  der 
Axen  der  x,  y,  z  einscbliesst,  bezeichnen  wir  durch  a,  ß,  y. 
und  setzen : 

iX=&coaa+  Ccosß  +  Bcosy, 
T=Ccose-t-%co8ß  +  Acasy, 
Z=Bcos«-Mcos|9-|-  ttcasy. 


')  Man  vcrgl.  Naurr 
ttngrnphie.     S.  62. 


:  !■;!<■ 


Ibeo 


.  Kry- 
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Die  180°  nicht  übersteigenden  Winkel,  welche  die  positiven 
Theile  der  Axen  der  x1 ,  y1 ,  z1  mit  den  positiven  Theilen  der 
Axen  der  x,  y9  z  einschliessen,  bezeichnen  wir  durch 

(**'),  (yxf)9  (xa/);    (xy')9  (yy>),  (zy*);    (xz')9  (yz')9  (**') 

und  setzen: 

Xx  —  &£0&(xx')  +  Ccoe(yx')  +  Bco8(zx')9 

78)  .  .   {  Yx=Cc<>8(xxl)  +  T$Q08(yxt)  +  Aco8(zx,)9 

ZZ  =  B  cos  (xx9)  +  A  cos  {yx1)  +  <£  cos  (zx*) ; 

ferner : 

Xy=:&co8(xy')  +  Ccosfyy')  +  B  cos  (zy'), 

79)..    {  Yy  =  Ccoe(xy,)  +  T$co8(yy')  +  Aco8(zyl), 

Zy—B  cos  (#y')  +  A  cos  (y#')  +  tf  cos  (xy') ; 
und 

X%z=:AcÖ8(xzf)  +  Cco8(yzf)  +  Bco8(zz'), 

80)  .  .    {  Yz  =  Ccos(arx')  +  »  cos(yx')  +  ^  cos(m')» 
Zs=Beo8(xz')  +  ^  cos(yz')  +  <S  ces(*x')- 

Mach  I.  3ö)  haben  wir  zuförderst  offenbar  die  folgende  Gleichung: 

81)  ....  Ncosazz JTxcosa+  F*cosj5  +  ZÄcosy. 

Ferner  sind  die  Gleichungen  der  Zwillings  -Axe  und  der  Axe  der 
x'  nach  L  23): 

£._£_£    und    £__JL__L. 

bezeichnen  wir  also  die  Gleichung  der  Ebene  dieser  beiden  Gera- 
den durch 

ax  +  fy  +  tz  =  09 

so  ist 

aX  +  5F  +  tZ  =0, 
a2f«  +  SF«  +  (Z*s=:0; 

da  aber1  in  dieser  Ebene  auch  die  Axe  der  x  liegen  soll,  deren 
Gleichungen  y=0,  z=0  sind,  so  muss  fljr  jedes  x  offenbar 
&r=0  sein,  woraus  sich  tt=0,  und  daher 


SSO  Grünerer  Me  aH§emetmten  Qestt%e  d$r  IfrystaliofrapMe. 

tiY  +  cZ  =s0, 
8F*+cZ*  =  0 

ergiebt,   welche  zwei  Gleichungen  sogleich  auf  die  Gleichung 
82) ZYS  —  YZx=0 

f&hren.    Aus  den  beiden  Gleichungen  81)  und  82)  erhält  man  leicht: 

(N—Xx)  Fcosa=(Fcos0  +  Zcosy)  F„ 
(iV—  Xx)  Z  cos  a = (  Fcos  ß  +  Z  cos  y)  Zx ; 

also,  weil  nach  I.  33) 

Jfcos  a  +  Fcos  ß  +  Z  cos  y = 2V 
ist: 

((IV—  IT  cos  a)  F*  =  (N-  Xx)  Fcos  «, 
(Pf  -  Ä  cos  a)  Zx  =  (iV-  Jtr)  Z  cos  a. 
Nun  hat  man  aber  nach  l.  32)  die  Gleichung 

iVcos  (xx')  =  JE*  +  Yx  cos  (#y)  +  Z*  cos  (zx) 
oder 

iV|l—  co^ar*')}  —  (N—X*)  —  Yxt*a(xy)—Zgco8(zx); 

folglich  nach  83) : 

N(N—Xcosa)  { 1  -  cosfcra:')  | 

=  (N-  Xx){N—[X+  Ycos(xy)  +  ZcosC*z)]cosa|, 

also  nach  I.  32): 

(iV—  2:  cos  a)  { 1  —  cos  (xx1)  }  =  (iV— X,)  sin  a* , 

woraus : 

«r      v      2  (2V—  X  cos  a)  sin  Xxx*)* 
*-Xx-  ~r^ 

Verbindet  man  hiermit  die  Gleichungen  83),  so  erhält  man: 

2  (2V—  Xcas  a)  sin  h(xx')* 


i    iV-AV-  .     « 

I  sin«2 


v      2  Fsin  j(ara^)g  cos  a 
84)  .  .  .  .   <  *  x  —  »     ©  » 

_  _  2Z  sin  g(#ar')a  cos  cc  m 
&x  — •_    « 5 


sin«2 
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also,   weil  offenbar 

(xx')**$v>    \{*a')±2a 
ist:' 

85)     2:*=2*cos«— iV,     F,=2Fcosa,    Z*  =  2Zcosa. 

Nach  I.  32)  ist: 

iVco«  ($z')  ;=  Xs  cos  (ary)  +  Ys  +  ZmCos  (yz) , 

ZV  cos.  (zx4)  =s  -X*  cos  («r)  +  F*  cos  (yz)  +  %% ; 

v 

also  nach  85): 

ZV  cos  (yx4)  =2{  Jfcos  (xy)  +  F  +  Z  cos  (yz) )  cos  a — Ncm(xy) , 
ZVcoö  (»rv)  *£  2 1  Jl  cos  (zfc)  +  Fc«s  (yi) + Z\  cos  tt~-  ZV  cos  (*r)  ; 
und  folglich  nach  I.  32): 

de*  (jj**)  ^=  2  c*S  »  cos  ß — cos  (ay) , 
cös  (*£')  ^s  2  cos  y  cos  ft  —  cos  (zw). 
Daher  ist: 

[     cösfcfcr7)  =  cos  2a, 

Ganz  eben  so  ist: 
87)     Xy^$X cös ß,    Ty^Tcbsß—N,    Zy^Zcosß 

und 

!cfcS  (xy4)  =  2  co»«  cos  ß~-  cos  (ary) , 
cos  (yy4)=z  cos  2/3, 
ros(xy')  ^2eo6/?cosy  ^cpfetyz); 
ferner : 

89)  -Xa=*itfc*>*y,     F«3=2FdoH7>    ÄefcSZcosy—ZV 
und: 

nOtoixz4)  cas  2  coft  y  cos  «  *-»«(«  («r)  , 

90)  ...  .   ^    ces(ys')  a±2ooi0€Otty~- cos(yz), 

•co*  (zz4)  e=c#sfly. 


86)  .....  \    cos  (y#0  ==  2  cös  a  cos  0  —  cos  (xy) , 

cos  (za?')  =  2  cos  y  cos  a  —  cos  (zx). 
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{xy')  =  {yxl),     (51*0  =  (zy*).      Ikt0  =  («*0- 


Die  Gleichungen  der  Axen 


2Pcosa      "iZcoatt 


j  2X coaß  ~  2Yco8ß  —  N ~~  2Zcosß' 


IX 


_       V 

— 2Fci       " 


_2Zc< 


Wenn    man 
cob'2k  =  '2cos«s  — I,     cos  "iß  =  2<ntoßi  —  \,     cos2y=  2cosya— 1 
setzt,    so  liadet  man  sehr  leicht: 

11  cos (xx1)  -f  CcoaQfx1)  +  fleos (t»0 
=  2(dcos«  +  Ccosj3+ßcoaj')cos«  — (Ü+Ccos(a;j)+ßco8(*a:)i, 

;1  cos  (a-y)  +  Ccos  (yyO  +  ^cl>8  (*s0 
=  9(J»costt  + Ccos  jS  +  ßeos^cos/S  —  lil  cos  (a;#)  +  C+.B  cos  (y*)|, 

ÜGOa(n0  +  Ccos(y*0  +  fico8(**0 
=  2(ÜCüS«  +  Ceos/3+ßcos)')co6)'-iJlcos(ra:)  +  Ccos(yi)  +  ß}; 
also  nach  77)  und  II.  1): 

Hcos(xx')  +  Ccosfyx')  +  Bcoa(zx')  =  2Xco8a—N, 
Jc«(ajO  +  C«M<jijO  +  *«M(*$O=2*ew0, 
Äcos(a;iO  +  Ccos(yzO  +Bco»(«0  =  2.Xcosy; 
und  ganz  eben  so : 

Ccos  (xx')  +  »cos  (yarO  +  Jcos(*j:0=2Fcoso, 
Ccosf.ryO  +^CO9(äfS'0  +  ^Cu6(iy0  =2J'cos(J — iV, 
Ccos(a:zO  +Bco8(y*0+-4cos(K0  =iYcoay; 


Bcoa(xx')  -f-  AcoB(yo:')-i-<teo8(ix')—'iZcoBu, 
Bcos{xy<)  +  Äxo8(*/y')  +  ecos(iy')=2Zco&ß, 
5cos(a:*0  +  ^cos(«/*0  +  Ccos(mO  =2Zcosy  —  JV. 
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Also  ist  offenbar  nach  2) : 

93) 
JV(ä— a)  =  (2Acosa— JV)^"  +  2^"cos(J+2A:i"cosy, 
iV{y— 6)  =  2IVcosa  +  (2Fcos0— ^)y"+2Fi"coay, 
JV(s—  c)=2Z:r''cos«  +  2Zycosß  +  (2Zcosy— ff)»"; 


94) 

iV;r=(2.S:cosK— iV)*'+2JycoBj3+2Jrt'cosy, 

%  =  2IVcos«  +  (2I'co8/J— iV)y+2Fi'cosy, 

Ai  =  2Z:c'  cosß  +  2Z;/'co8/3+(2Zcosy— R)if. 

Mittelst  77)  und  I.  32)  kann  man  aus  diesen  Formeln  entwe- 
der X,  V,  Z  oder  «,  0,  v  ganz  eliminiren.  Dieselben  dienen, 
um  unmittelbar  von  dem  Systeme  der  xyz  zu  dem  Systeme  der 
x" ,  y",  z"  oder  x' ,  y' ,  i'  überzugeben,  und  sind  ganz  allgemein 
für  alle  Coordinatensysteme  gültig.  Dieselben  Irinnen  jedoch  noch 
auf  eine  andere  Art  ausgedrückt  werden,  wie  wir  jetzt  zeigen 
wollen. 

Die  auf  der  Zwillings-Axe  senkrecht  stehenden  Ebenen,  von 
denen  man  die  durch  den  Anfang  der  xyz  gebende  besonders  her- 

r  vorheben  und  durch  eine  Gleichung  von  der  Form 


95) 


%x  +  £y  +  mi  =  Q 


eharakterisiren    kann,    nennt    man    Zw 
i   der  Kürze  wegen 


Wir 


>~*Ht 


setzen,  so  ist  nach  §.  19.: 


setzen, 

»97) 
und 
98)  . 


=  ©»,    cos|3  =  «£. 


1x  =  <B(&n  +  cc+Bm), 
r  =  «(«t+Bir+  Am), 
z  ^©(BH  +  ^r  +  eni). 

Setzen  wir  nun  aber  der  Kürze  wegen: 
Th»il  XXXIV. 


Grnntrti    bto  (Utgtmeimten  Qtoetit  der  MrystältoprapMt. 

99)      *==il^  +  »ir2  +  tfnP+2C»lt+2^jOH  +  2ÄJtf«, 
.   so  ist  nach  93)  offenbar: 

100) 
taXW  +  C£+Bm)     ..  . 

x  —  a=    12 j- l\ar 

.„£(**+ C£  +  BVtl)  „ 

+  2- -g y 

,  0m(M±C£±Bm  „ 
+2 ~*~ — ~z ' 

y-b=     jWCM  +  Xt  +  AMDj 

.  am(c*+m+Am  „ 

„*(g*+Jg  +  CTt) 
.  n£(BZ+  M\  gUt)   „ 

+  2 _ y 

M(#B-Mlt  +  (£Pt) 
Auf  diese  Weise  sind 

bloss  durch  die  Coefficienten  der  Zwillings -Ebenen  ausgedrückt. 


§.  31. 
Sei  jetzt 

101)  .  •  .  K0(x-a0)  +  L0(y-  b0)  +  M0(z-c0)  =  0 

die  Gleichung  einer  beliebigen  durch  den  Punkt  (a0b0c0)  gehenden 
Ebene  im  Systeme  der  xyz,  welche  wir  nun  auf  das  System  der 
x"y"z"  übertragen  wollen. 

Zu  dem  Ende  seien  üq" ',  b0" ,  c0"  die  Coordinaten  des  Punk- 
tes (a0^oco)  >ra  Systeme  der  x"ynzn;  dann  haben  wir  nach  100) 
die  folgenden  Gleichungen : 
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o0  — a=    {2 ^ lUo 

+  2 — ^g — ■ o0' 

mC%m(**+c&+ßm)  „ 

+  2 jg c0   , 

60— 6  =      2 ^ a0" 

£(C*+»lt  +  ,«tt) 

+  {2 — jg— ^  —  1  |60" 

.  nm(cn+m+Am)  „ 

+2 __ — .Ä0» 

.  iCtm(B*+ At+  am)  1(  „ 

+  (2 ^ l|c0"; 

also  Dach  100)  durch  Subtraction  t 

.  ^mm+,c£+Bm),„ 

+  2 ^ — — (*"— V)» 

+a«(51±Jf±:«B(/_.o; 

16' 
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Setzen  wir  nun  der  Kürze  wegen:. 
102) K=    K0(&n  +  C£  +  Bm) 

+L0(cm+m+Am) 

+  M0(BX+A£+<£m, 

so  ist  die  Gleichung  unserer  Ebene  im  Systeme  der  x"y"i" ,  wie 
leicht  erhellet: 

103).   ...  .      (2*H-tf0*6)0r"-O 

+  (WX  -  Ivb)  (y"  -  b0")  }  =  0. 

+  (21101— d/o^X*"-«?,,") 

Wenn  die  durch  die  Gleichungen  95)  und*  101)  charakterisir- 
ten  Ebenen  Ebenen  de»  Krysialls  oder  wenigstens,  solchen  Ebe- 
nen parallel  sind,   so  ist: 

K0=k0K,    L0=XoL,    M0=zii0M; 
also: 

104).   .   .   -••-.»=     ^o(^K  +  XCL  +  iiBM)K 

+  X0(xCK+  XXL  +  p,AM)L 

+  fio(xÄÄ+  XA  L  +  fitf  M)  M 
und 

105)  .  .  .    *=       **&K*  +  X*»L*  +  ll2<£M* 

+  2kXCKL  +  2X(iALM + 1\jmBMK  ; 

'    die  Gleichung  103)  nimmt  aber  die  folgende  Form  an : 

106)  ...   .       (2xH— x0*)K(x"-a0")  \ 

+  (2i«— ao^LC^-V)  [  =0. 
+  (fyl*^0*)jtf(s''-c0'')  ' 

Wenn  das  System  der  (xyz)  rechtwinklig  ist,  so  ist  nach 
dem  Obigen,   weil  in  diesem  Falle 

«=1,    »  =  1,    tf=l;    ^=0,    J5=0,     C  =  0 

ist : 

H  =  ÄXo  +  £L0+»T^/o,    ^6  =  Ä2+£2  +  m2; 
also,   wie  man  leicht  findet: 


Neue  Theorie  der  geraden  Linie  im  Baume  und  der  Ebene.    237 

2jm-K0-s  =  (»»-p-ins)K<1+2juri0+i>sm«0, 

2£K  —  2v6=2Jt£X0  +  (£=-)ir«—  IT»)L„+ 2£>ltMo, 
21DB  -  »„-6  =  2KJ1IK,,  +  2£OTZ„  +  (DP — K*  - £=)  »„ ; 
folglich  die  Gleichung  unserer  Ebene  im  Systeme  der  .r"y"i" : 
107) 
|<ita-f*—  lll2)K<)+2»££o+2Hm^ol(^"-fl0'')  ) 
+  |2»£«,,  +  (£«-liP— JP)10  +  2£!1Ij«oI(j"— 40")  f  =0. 
+  l2jntIü<,  +  2£ltt£„  +  (.l!i*-K«— £■) »„!{:" -c0")  I 
Nach  104)  und  105)  ist  in  diesem  Falle: 

M  =  »«0x«+lloi>+(.u<1»1,   *  =  «"K>+i,£I+c2«1; 

also: 

2»lI-»„-6  =  ^«0K>  +  *(2»io-J«o)i»  +  ti<2«"o-"«o)«', 

2iM  -  io-6  =  »(21^-kIo)  K"  +  M0I»  + K2i"o-r>W»'. 

2»H  -  h-6  =  » (2u«o- »u„)  S» +»(2|>»o  -  »Co)  iHf'fc**! 

und  folglich  nach  106)  die  Gleichung  der  Ebene : 

108) 

|«%K»+l(2«J„-l«„)l>  +  c(2«ft,-C«o)iW!l  *(*"-oo")  1 

+'|.(21xo-»»o)X'+l'lol-,+  c(21"o-cW«'l£(»"-»o")  [: 

+  U(2«Ko-«|.0)Ks+l(2rt-Ju,)i»+a>„/H2|J»(,»_co")  ' 


{.  32. 

Bezeichnen   wir  die  mit  den  gehörigen  Zeichen  genommenen 
Entfernungen  der  Durchschnittspunkte  der  durch  die  Gleichung 

109)  ...    A„(*-.i,)  +  Lo(y-6o>  +  »o(>-Co)  =  0 
charakterisirten  Ebene  mit  den  Äsen  der  x' ,  y',  z'   von  dem  ge- 
meinschaftlichen Anfangspunkte  der  Systeme  der  xyi  und  x'i/i' 
respective   durch  wo',  t>o'.  Mo'l   so  haben  wir,    wenn  der  Kurse 
wegen 

110)  ....     ß0  =  Xo<Io  +  £o6o  +  JnVü 

gesetzt  wird,  nach  139)  und  78),  79),  80)   die  folgenden  Formeln: 
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"0     ^KoXy  +  LoYy+MoZv' 

0      KqXz  -f-  L0  ¥%  +  Sf0Z% ' 


also  nach  85),  87),  89): 


*°  _2(Ä0X+I,oF+  itfoZJcosa-Ä«,^' 


/    h. 


woraus 


, DoN 

"°  -acji^K+i^F+j^co.jj-.Loir 
, w . 

w°  ~2(Ki>X+L0Y+M0Z)cosy— M0N' 


2  (*0X + L0  Y+  M0Z)  cos/J  ss  (Lo  +  %  N, 
2(KoX+ L0  F+üf0Z)  cosy  =  (4f0  +  ^,)tf; 


also: 


111)        cosa:co8ß:cosy=K0  +  ^r.L0  +  ^iM0  +  -n 

Uq  Vq  WO 

JTo.    1     Lo      1     Ab  .1 


=Tv:  +  ~/:  nI  +  ~/:  n:  + 


folgt. 

Bezeichnen  wir  die  Entfernungen  der  Durchschnittspunkte  der 
durch  die  Gleichung  109)  charakterisirten  Ebene  mit  den  Axen 
der  x,  y,  z  voq  dem  Anfange  der  xyz  und  x'y'z1  respective  durch 

^o*  v0)  wo>    so  tets 

1 

Ko(*o-~-ao)  —  io6o**^^fbco  =  0, 
—  K oüq  +  Lo  (vq — 60) — Moco  =  0 , 

— JToao— io6i5+itfo(wo— co)  =0; 
also: 
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> 

Kqoq  +  -^o^o  +  Mqcq      £fa 


uq 


Kq  Kq  ' 


Kqüq  +  io^o  +  Mqcq     .  Z>o 
-M)  MjQ 

Kqoq  +  Iffio  +  Mqcq       Dq 

m== W r==Sb'  . 

folglich  nach   111) : 

1.1.1.    1       11 

112)  cosa:cosp:cosy=' — f-  —7  : 1-  —7:  —  4- — ;. 

7  r       '     «o  .  m    vq  *  vq '   tcm     wq' 

Bezeichnen  wir  die  mit  den  gehörigen  Zeichen  genommenen 
Entfernungen  der  Durchschnittspunkte  der  durch  die  Gleichung 
109)  charakterisirten Ebene  mit  den  Äsender  *»"„  y">  **  vo^  dem 
Punkte  (abc)  respective  durch  wo",  vq" ,  wq";  so  erhalte«  wir, 
wenn  nur  jetzt 

113)  .  .  .  Z>o  =  Ä>(flo— e)  +  LQ(pQ— 6)+üfo(<o--c) 
gesetzt  wird ,   ganz  eben  so  wie  vorher: 

2(ÄbX  +  £oF+  üfoZ)cds«=  (Ä>4-  ^)JV, 

•Hl 

1 

2(ÄbI  +  tfY+MZ)eoaß  =  {La  +  ^)flT, 


2  (JT0*+  £oF+'ilfoZ>e«»y  =  (üf0+ Q)  tf ; 


also: 


114)      cosa:eps/?:cosy«Ä  +  jj^:I«+^:itfo+^r,- 

Wir  sind  folglich  berechtigt, 

_  ^^      » 

cos«=Go(Äb+^)»    cos/Jss<7o(Lo+-s),    cosy=Go(üfo+^); 

also  nacb  77): 

HS) 

X=G0\*(Ko  +  %  +  C(L0  +  %  +  B(M0  +  !k)}, 

f=  $>t  c(ii + ^>) + *  d» + £i) + ^Jfo + $ü  i, 

«O  vO  wO 

2=6?0{Ä(Äb+§)+  -4(£0+§)  +  €(if0  + A)} 

«o  «ö  «H> 
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zu  setzen»   so  dass 

i 

x 
116)  7j 77- jj- 

«o  vq  Wq 

ff 

u0  v0  wQ 

z 

«o  ~0  w0 

die  Gleichungen  der  Zwillings- Axe  sind. 

Zur  Bestimmung  von  G0  hat  man  nach  I.  34)  die  folgende 
Formel:  • 

117) 

«o  v0 

N=Gn*  . 

+2A(L0+%(M0+-*) 

Weil  nach  dem  Obigen: 

1         2 (KoX+L0F+M0Z)  cos a-~K0N 


ist;  so  ist 


JL^  _  2(jr0^  +  XoF  +  J/0Z)cos/g  — X0iV 

_1 <2(K0X+  L0Y+  M0Z)cosy—  M0N 

w0"-  D0JS 


u0»  +  t>0"  +  w0" 


(K0X+LpY+  M0Z){<2(Xco8a+  Ycoaß+  Zcosy)— N) 
woraus  sich  nach  I.  33)  die  bemerkenswerthe  Relation: 
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_KaX  +  Lnr+MnZ 


Wir  kommen  nun  mit  b  eiligen  Worten  zurück  auf  den  in  §.24.  auf- 
gestellten Begriff  eines  Krystalls.  Ob  dieser  Betriff  mittlem  überein- 
konimt  und  im  Einklänge  steht,  was  man  gewöhnlich  in  der  Naturlehre 
einen  Kry  stall  nennt,  kann  nur  durch  .-in  den  Krystalleu  ange- 
stellte sorgfältige  Messungen  entschieden  »erden,  welche  jederzeit 
den  Zweck  bähen  müssen,  die  Coeflicienten  der  Krystall-FIächen 
oder  wenigstens  deren  Verhältnisse  zu  einander  zu  bestimmen. 
Messen  kann  man  aber  bekanntlich  au  den  Krystallen  mit  erfor- 
derlicher Genauigkeit  nur  die  Neigungswinkel  der  sie  begrenzen- 
den Ebenen  gegen  einander.  Also  wird  sich  die  hier  zur  Sprache 
kommende  Aufgabe  dahin  näher  bestimmen  lassen,  dass  man  aus 
solchen  an  den  Krystallen  vorgenommenen  Winkelmessungen  die 
Coefficienten  der  sie  begränzenden  Ebenen  oder  wenigstens  deren 
Verhältnisse  zu  einander  abzuleiten  suchen  muss,  eine  Aufgabe, 
die  natürlich  nur  eine  Auflösung  in  besonderen  Fallen  und  unter 
besonderen  Bedingungen  gestattet,  also  eigentlich  nicht  in  den 
Kreis  der  von  uns  hier  beabsichtigten  Betrachtungen  gehört. 
Jedoch  wollen  wir  in  den  beiden  folgenden  Paragraphen  ein  Paar 
solche  Fälle  einer  etwas  genaueren  Untersuchung  unterwerfen. 


Zuerst   wollen  wir  annehmen,    dass  es  möglich  gewesen  sei, 
die  von  einer  durch  die  Gleichung 

119)  .  .  .  K0(x-a0)+L0(y~b0}  +  M0{i~ c0)  =  0 

charakterisirten  Ebene  mit  den  Ebenen  der  xy,  yz,  ix  einge- 
schlossenen Winkel,  welche  wir  durch  V0>xy,  Va,y*,  Voax  be- 
zeichnen wollen,  zu  messen. 

Schliessen  wir  nun  alle   unsere   jetzigen   Betrachtungen    un- 
mittelbar an  §.20.  an,   setzen  demzufolge  wie  dort; 


<*c-±\  fljrD*+»I,0»  +  l£jWü2  +  -2CJr0L0+  2ALaM„-}- WM„Ka' 

und  nehmen  nach  und  nach  an,  dass  die  zweite  in  §.  20.  betrach- 
tete Ebene,  welche  dort  durch  die  Gleichung 
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charakterisirt  wurde,  die  Ebene  der  yz,  zxf  xy;    dass  also  nach 
und  nach 

Äi=0,  Zx  =  0,  ^  =  1 

sei;  so  ist  nach  §.  20.,  wenn  ohne  irgend  weiche  Beariehung  der 
oberen  und  unteren  Zeichen  auf  einander 

gesetst  wird: 

*  GoVy^fiK*  +  CLQ  +  £i»f0) 

cos  rQ9y%  =  - — £ — jy : * 

cos  ro^*= — ■ — ^ : * 

„~      _  G+Gxy(BXo  +  AL0  +  gif») . 

COS  r0fxy —  ja 9 

oder  kürzer,  wie  aus  §.  20.  unmittelbar  hervorgeht: 

Q*y*  =       jf      »      COS  r 0,ajX  =  — JV^  *      C0S  *Q>**  =  — ■&—  ? 


also: 


(*yz  °  Crzx  ^*y 


/ 


Nun  ist  aber  nach  I.  32),    wenn  ccB,  ß0,  y0  dieselbe   Bedeutung 
haben  wie  in  §.20.: 

X0  +  Y0  cos  (xy)  +  Zö  cos  (zx) 
cos«0  =  - ^ ^_Z, 

Ä  __ Xo cos (gy)  +  F»  +  Z«cos(ys) 

COS  po  — ISp — "" — '  > 

JC«cosfcg)  4-  F0co*(yO  +  £<>. 
cos  y0  = jy= Ä ; 

* 

und  nach  §.  20. : 

KQ:L0:M0  =  cosa0:cosßö:cQByOT 
also  nach  dem  Vorstehenden: 
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!£,+  F„co6(a:i/)  +  Z0cOfl(i3:) 
:X0cos(a:y>+  F0  +  Z„cos(yi) 
^„^(«J  +  F^OBfsiJ  +  Z,,, 
fiilglich  nach  dem  Obigen  i 

cos  F„,™    ,  cos  F„,=,        ,     ,  .  cos  Fo.rti 


-  cos (ac)  + 


cos  (yi)  +  - 


6>„ 


g  »i.o  Vi*y  T g 

Die  Gleichungen  des    von   dem  Anfange  der  Cnnrdiuateii  t 
ilie  gegeben«,  durch  die  Gleichung 

tbarakterisirtc  Ebene  gefüllten  Perpendikels  sind  bekanntlich 


j:.  ~  r»  —  z„ ' 

«o  dass  also,  wenn  (.r0j/uiri)  ein  beliebiger  Punkt  in  diesem  Per 
pendikel  ist,  jederzeit 

also  nach  dem  Obigen 


;  und  da  man  nun  gewiss  immer  leicht  wird  beurtheilen  kiin- 
,  was  für  Zeichen  die  Conrdinaten  des  Punktes  (ic..y„i0)  in 
dem  in  Re'le  stehenden  Perpendikel  haben,  so  wird  man  mittelst 
Forstehender  Proportionen  immer  auch  die  Combination  der  Zei- 
chen beurtheilen  künuen,  mit  denen  niao  die  Grossen 

Gyl,        Gtx,        Gjg 

nehmen  hat.     Bezeichnen  wir  aber  diese  Zeichen  -f  nmnination 


(-l)S    (~l)K    (-1)'; 

i  können  wir,  da  es  hier  bloss  auf  Verhältnisse  ankommt, 
gen  für 

'  ■      .  >         '•..'■  Gl 

snbar  respective 
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(—  l^sinty:)'     (- 1)* .  sin  (zx) *    (-l)c.sin(ay) 
setzen,  und  erhalten  dann  nach  dem  Obigen  für  die  Verhältnisse 

K0:L0:Mo 
den  folgenden  Ausdruck: 
120)     .....    .     K0:L0:M0=z 

(—  l)a.cos  V0,yzBin(yz)  +  (— 1)* .  cos  P0,a*  sin(«ar)cos(^) 

+  ( —  l)c .  cos  V0,Xy sin  (ar^)  cos  (zx) 
:(— l)a.cosF0,,,zsin(yr)cos(a?y)  +  (—  1)*  .cosF0,»xsin(za?) 

+  (—  1)« .  cos  F0 ,Xy  sin  fcry)  cos  (#2) 
:(—  l)a.cos  F0,y*sin(yz)cos(zo:)+(— l)B.cos  F09z«sin(z^)cos(^z) 

+  (—  l)c .  cos  F0,jy  sin  (xy). 

§.  35. 

Wir  wollen  jetzt  noch  kurz  das  in  nachstehender  Figur  dar- 
gestellte Octaeder  betrachten ,  welches  von  acht  Ebenen  begränzt 
wird,  von  denen  je  zwei  gegenüberstehende  einander  parallel  sind: 


£ 


I 
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Die  Ftächenwiukel,  welche  sich  allein  messen  lassen  und  im 
Folgenden  als  gemessene  Stücke  betrachtet  werden,  bezeichnen 
wir  durch  die  Kanten,  an  denen  sie  liegen,  indem  wir  über  die 
Bezeichnung  der  betreffenden  Kante  das  Zeichen  /■..  setzen. 

Fassen  wir  nun  etwa  die  Ecke  A  und  die  drei  in  derselben 
ziisammenstossenden  Ebenen  SAB,  SAD,  S'Ati  in's  Auge,  so 
überzeugt  man  sich  leicht  vnn  Folgendem.  Der  Winket  zwischen 
SAB  und  SAD  ist: 


Der  Winkel  zwischen  S'AB 


SA  = 

;  S'C. 

S'AB  und 

SAB 

ist: 

A 

ah  . 

A 
CD. 

SAD  und 

S'AB 

ist: 

A 
0°— Sö  = 

1S0Ü_ 

A 
SB 

In  der  von  den  drei  oben  genannten  Ebenen  an  A  gebildeten 
dreiseitigen  körperlichen  Ecke  liegt  dem  Winkel  SAB  als  Seite 
der  Winkel  zwischen  den  Ebenen  SAD  und  S'AB  gegenüber; 
also  ist  nach  der  sphärischen  Trigonometrie  und  dem  Obigen: 


.s  (180°  -SD)  +  cos  A  B .  c 


i  SA 


sogleich 


l-cos.SZJa-coa.S,J^cos^/y+2.cos.S7>.cosS.^.cosJjg 


nAB.t 


i  SA 


folgt,  in  welcher  Formel  man  die  Grösse  unter  dem  Wurzelzeichen, 
um  dieselbe  zur  logarithmischen  Rechnung  bequem  einzurichten, 
bekanntlich  in  vier  Factnreu  zerlegen  kann,  was  wir,  als  altge- 
mein bekannt,  hier  füglich  dem  Leser  überlassen  dürfen.  Ganz 
auf  ähnliche  Weise  ist 
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$in^i$JB= j7- — ^— -r 

sin  &1.  sin  AB 

üeberhaupt  hat  man  •  non  aber  auf  diese  Weise  die  folgen- 
den Formeln: 

t/^  A  A  A  A         A        A 

.    0.Ä     t    l-cosÄD2-cosÄ/42-cos^Ä«+2.cosÄÄcoSiS^.cos^Ä 

sm<S2lo= — -r- ■ f 

sin  AB.  sin  SA 

.    ^njt     w   1-co8SB*-co8SC*-cosAB*+±co8SB.cosSC.cosAB 

sin  SBA= t r 9 

A  A 

sin  AB .  sin  SB 

,  •    l/"         TT        7Tm       Ä  Ä       Ä      Ä 

.    or>^     *    l-cosÄJ«^cosÄÄ^co«ilZ)2+2.cosÄii.cosA5ÄcoSii/> 
siu&/*C= r r- 3 

A  A 

sm  AD.  eün  SB 

\f         Ä         Ä  Ä  Ä       7v      A 

.    o^»     *    l-cosÄCa--eosÄ/>a-cw^Z>a+2.cosÄC:cosÄ/).cos^Z> 

A  A 

&m  AD. sm  SC 


V  l-cosSÄ«-cosic,*-< 


.    0„  .   _™     ™ -coSiiÄ2+2.cosSÄcos^C.eosi4Ä 

A     #      A 

sin  AB. sin  £C 

\f  A  Ä  Ä  A  Ä        A 

.    c,^     *    l-cosÄ/>2-cos*S^2-cos^Ä*+2.cosÄ/>.cosÄil.cosi4Z? 

A  A 

suxAB.smSD 

\f~        Ä  Ä  Ä  Ä         Ä         Ä 

.    „,     T    l-cosÄC^-^cosÄ^^cos^DH^.cosÄCcosÄD.coSil/) 
sin<3/>il= t — 5 

A  A 

^m  AD. sin  SD 


sin  SAD±= 


V  l-cos^2~cos^a-cosi4D2+2.cosÄi4.cosi!ß.coSilD 


A  .        A 
sin  JZ).sin&4 


und : 


sin.: 

d 
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V  1-cosS^-cobSB^cosAAJ^A^cosSA.cosSB.cobäD 


B.nS/J.siiiSB 


fi^„.sV 


is  SC-cob^BH^cosS. 


iB.cosSC.tx 


VI 


.sS'f --co.sS/J^cosJj/3 1  -2.es  SCcusAV/cos 


.,',< 


ttSfi.s 


^-».Sk 


s.S'.P- 


*•&* 


+2.cosSö.cosSA 


,,/ß 


Sfl^cosiöHS.cosS^.coBSB.cosjb, 


«OS.ÜSJ=: 

sin  SO. sin  AM 
Setzen  wir  jetzt  der  Kürze  wegen: 

Wat=\  l-*o«sV 

WJr=V  l-cos./ß3-«>s/c2-cos.Jßs+2.co8Sß.cosSC'.eos/ß, 

*/  Ä         "*       Ä       "  "Ä  Ä  Ä  TT 

Wrf-=V  X-cosSZ^-cosS^»- 

ist; 


- 


sin  SAB  = 

IFj. 

A 

»ill.lB    Sil 

A 
]  S.l 

sin  SBC  = 

IV.. 

A           A  ' 
sin.40.  sin  SB 

sin  SCZ>  = 

Wl. 

A 
sin^fß.sii 

A  ' 
1  SC 

sin  SM  = 

W,j 

A 

A  ' 

sill.l.S«:- 

W.l 

A 

sinSJ.sil 

/ 
i.sv; 

■    /'«« 

W.i 

>sAB*+'b.cosSl).co8SA.coliAß; 


n  SB  J  = 


sin  St»  = 


sin/IB.sinSB 

A  A  ; 

siiUI>.8iiiSC 

Wia 


smAD.ulaSA 

~       A  A   ' 

sinSB.sinSC 

Wäa 
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Hiernach  und  nach  der  ebenen  Trigonometrie  ist  min  : 


SB=~mi 

.S^.SA 
sin.S.I 

.inSß 

Wa.Wj. 

~  n;..w,«' 

uml 

**« 

3^.SA; 
sin  SA 

Aß=-  .1,    ■ -t—  .  SA , 

bC  sin  SA 

Al>=^ 

um 

Eh  offenbar: 

SA:  SB:  SC:  SD:  AB:  AD 

=  Wtc    Wcd.dnSA:  Wcd.  Wä«.s\nSB:  Waa.  Wab.s\itSC 
:  Wri.Wh.  sin  SD:  Wm.  Wcd- sia  AB:  Wt».  Wdo-ünAD. 

Auf  diese  Weise  kann  man  also  die  Verhältnisse  der  Linien 
SA,  SB,  SC,  SD,  AB,  AD  berechnen,  und  findet  dann  auch 
leicht  die  Verhältnisse  der  Halbaxen  AO,  BÖ',  SO,  tveil  nach 
einem  bekannten  Satze: 

4.JÖe  +  4.FÖ;i=2.iß*  +  'J.3öa, 
i.ÄO*  +  4.SÜs=2.SÄ*  +2. SC", 
4.flüH4.«Ö'  =2.S52  +  2.ÄÖ2 
ist,    woraus  sich  ferner  leicht  ergiebt: 

4. ÄÖZ  =  AB*  +  ÄD*  +  SA*  -  SB*  +  SC*—  SD*, 
4.ßÖa=,lßa+  ÄT)*-SA'*+SB*-~SC*+iny>, 
4.SÖ~*  =  ~Ä~B*-Äl}i+  SA*+  SB*+SC*  +  ~SD*. 

Die  von    den  Axen    eingeschlossenen  Winkel   kann   mai 
aber  offenbar  auch  leicht  berechnen. 


ng.     S.  188.  Z.  13.  und  14.  i 
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XII. 


Privatleislungen  auf  astronomischem  Gebiete.  Ein  Ver- 
trag gehalten  bei  der  feierlichen  Sitzung  der  kaiserlichen 
Akademie  der  Wissenschaften  in  Wien  am  30.  Mai  1859. 


Herrn  Karl  v.  Litlr 

i  .llilglicde  der  kiiUerl.  Alinder: 


■r  Wisacnneli :i fl et 


igezeichnetsten  Mitglieder  im  Auslande 
echte  hervorhob,  dass  die  Astronomie  mehr 
tensebsft  der  Unterstützung  von  Seite  der 
bedarf,  dass    glänzende  Epochen  in  der  Ge- 


Wenn  eines  unserer 
einmal   mit    vollem    Recl 
als   irgend   eine    Wi 
Mächtigen   der   Erdi 

schiebte  der  Sternkunde  sich  grossen! hei Is  auf  den  besondere 
Schutz  zurückführen  lassen,  den  Fürsten  ihr  geschenkt,  so  kann 
man  andererseits  auch  behaupten,  dass  solcher  Schutz  keinem  an- 
dern Fache  in  gleichem  Maasse  wirklich  zu  Tbeil  wurde  und  dass 
die  Regenten,  deren  ausnehmender  Gunst  die  Astronomie  dank- 
bar zu  gedenken  hat,  den  regsten  Antbeil  nahmen  an  den  von 
ihnen  hervorgerufenen  Fortschritten.  Fragt  man  nach  der  Ursache 
dieser  Erscheinung,  so  findet  man,  dass  die 
einzelne  Aeusserung  eines  überhaupt  weit  über  die  Männer  des 
Berufes  hinaus  verbreiteten  Interesses  ist,  welches  unsere  Wis- 
senschaft von  jeher  kennzeichnete  und  eines  ihrer  wirksamsten 
F<>rderungs mittel  war.  Gestatten  Sie  mir  heute  diese  Ansicht  zu 
begründen,  und  den  wohlthätigeu  Einfluss  nachzuweisen,  den  viil 
lig  freiwillige  und  unabhängige  PQcger  der  Astronomie,  die  in 
dem  Fache  eben  nur  eine  Lieblingsbeschäftigung  suchten,  durch 
ibre  eigenen  und  die  Arbeiten  ihrer  Gehalten  auf  die  Entwickelung 
dieser  Wissenschaft  genommen  haben. 

Die  socialen  Verhältnisse  der  älteren  Vorzeit  sind  so  ver- 
schieden von  den  unseren,  dass  es  oft  grosser  Schwierigkeit  un- 
terliegen würde  zu  entscheiden,  ob  ein  Gelehrter  Privatmann  in 
der  heutigen  Bedeutung  des  Wortes  war.  Die  Biographien  be- 
rühmter  Männer  Jener   Epochen    gehen    überdies   selten    auf  ihre 

Tlieil  XXXIV.  l; 
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iisumstände  naher  ein  und  enthalten  gewöhnlich  eben  nur 
■eschichte  ihrer  Leistungen.  Endlich  biltlen  diese  Leisfnn- 
im  zu  häutig  Glieder  aus  der  Kette  menschliche!  Forschung, 
eiiiii  Ganzen  erforderlich  waren,   aber  längst   ihren    VVerlli   an 


unsere  Blicke 
i;  Jahrhunderte 


filier   die 


sich  beinahe  verloren  haben.     So    wollen 

zunächst  der  neueren  Zeit  zuwenden  und  auf  frühei 

nur  gelegentlich   oder    insofern«    Rücksicht    nehmen, 

Zusammenhang  unserer  Betrachtungen  erfordert. 

Zu  den  Hauptstützen  unserer  heutigen  Annahm 
Dichte  de»  Erdkörpers  gehören  die  Experimente  von  Henry 
Cavendish,  dem  Sprössling  eines  der  edelsten  und  begütertsten 
Geschlechter  Englands,  der  sein  ganzes  Leben  der  Wissenschaft 
gewidmet,  ohne  je  eine  öffentliche  Stellung  anzunehmen,  „der 
reichste  unter  allen  Gelehrten,  und  wahrscheinlich  auch  der  ge- 
lehrteste unter  allen  Heichen",  wie  Biot  ihn  bezeichnet.  Die 
Apparate  und  Methoden  aber,  welche  Cavendish  in  Anwendung 
brachte,  waren  ebenfalls  von  einem  Volontär  der  Wissenschaft 
Kev.  Job»  Michell  erdacht.  Was  Cavendish  noch  allenfalls 
zu  wünschen  übrig  gelassen  hatte,  lieferte  Francis  Baily,  sei- 
nes Zeichens  ein  Geldmakler,  durch  eine  wahre  Musterreihe  von 
Versuchen,  die  mit  bewunderungswürdiger  Ausdauer  und  Umsicht 
Jahre  lang  fortgesetzt  wurden  bis  sie  die  nöthige  Genauigkeit 
erreichten.  Einige  Jahre  früher  hatte  gleichfalls  F.  Baily  auf 
äusserst  mühsamem,  aber  allein  untrüglichem,  experimentellem 
Wege  die  richtige  Methode,  durch  l'endelbeobachlunge»  die 
Schwere  zu  bestimmen,  festgestellt,  um)  durch  Berechnung 
der  Messungen,  die  der  unglückliche  Capt.  Fuster  nach  Baily's 
Vorschriften  am  Bord  des  Chnnücleer  im  Jahre  1831  augestellt 
hatte,  einen  wichtigen  Beitrag  zu  diesem  Zweige  der  Astro- 
nomie geliefert.  —  Die  ersten  gelungenen  Fallverstiche  rüh- 
ren von  einem  wohlhabenden  Dilettanten  —  ich  nehme  diesen 
Ausdruck  im  ursprünglichen,  etymologischen  Sinne  —  von  J.  f. 
Benzenberg,  der  zwar  später  durch  wenige  Jahre  eine  Pro- 
fessur versah,  bald  aber  seine  Freiheit    dem   Berufsleben  wieder 

Die  an  sich  nicht  glückliche,  aber  immerhin  sinnreiche  und 
als  Anregung  zu  wichtigen  Arbeiten  folgenschwere  Idee,  den 
Dimensionen  des  Erdkörpers  das  Grundmaass  der  Längen  zu 
entnehmen,  ging  zu  Ende  des  siebzehnten  Jahrhunderts  von  Ga- 
briel M  ou  ton,  Chonneister  in  Lyon,  aus.  Rev.  Richard 
Sheepshanks,  ein  Liebhaber  der  Astronomie,  stellte  nach  Bes- 
sel's;  berichtigenden  Ansichten  über  diesen  Gegenstand  81*500 
mikrometrisehe   Messungen   an,   um  die    englische   Längeneinheit 
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zu  bestimmen.  Das  Standard-Yard,  welches  unsere  Akademie 
vor  kurzem  von  der  englischen  Regierung  zum  Geschenke  erhielt, 
i.si  eine  Frucht  dieser  viele  Jahre  langen  Arbeit. 

An  Beobachtungen  von  Verfinsterungen  der  Sonne,  des  Mon- 
des und  der  Jupitersatelliten,  von  Sternhedeckungen,  Berechnungen 
geographischer  Langen  und  Breiten  verdanken  «vir  Laien  so  vieles, 
dass  wir  hier  nur  einiger  hervorstechenden  Leistungen  Erwäh- 
nung thun  können.  Rev.  Thomas  Catton  in  Cambridge  über- 
wachte bina  aus  Liebe  zur  Sache  den  Himmel  in  Bezug  auf  die 
eben  genannten  Phänomene  durch  einen  Zeitraum  von  vierzig 
Jahren  so  sorgfältig,  dass  der  k.  Astronom  G.  B.  Airy  die  grosse 
Arbeit,  diese  Beobachtungen  zu  sammeln  und  der  Rechnung 
zugänglich  zu  machen,  unternahm,  und  die  k.  astronomische  Ge- 
sellschaft in  London  die  Kosten  der  Publication  bestritt.  In 
ähnlicher  Weise  wirkten  Hofgerich  tsrath  von  Heiligenstein  in 
Mannheim,  Getane!  Beaufoy  in  Bushey  Heath,  Consistorialrath 
Hfilsmann  in  Elberfeld,  Amtmann  Bayer  zu  Hradisch,  Ferd. 
Freiherr  von  Ende  zu  Celle,  Erblandmarschall  Graf  von  Hahn 
in  Remplin,  Professor  H  nllasch  ka  in  Prag  und  unzählige  andere 
Liebhaber  der  Astronomie.  —  Will  iam  G  albrai  t  h,  Privatlehrer 
der  Mathematik  zu  Edinburg,  gab  im  Jahre  1837  den  Anstoss  zur 
Wiederaufnahme  der  Vermessung  von  Schottland  durch  genaue 
geographische  Bestimmungen ,  die  er  an  seinen  Feiertagen  vor- 
nahm, und  durch  die  er  bewies,  dass  die  bis  dahin  existirenden 
Karten  Fehler  von  I  bis  1%  Meilen  hatten  —  ein  Verdienst,  das 
durch  die  R.  Society  of  Sciences  ehrenvoll  anerkannt  wurde. 

Die  Topographie  des  Mondes  beruht  in  ihren  Grundlagen 
fast  ausschliesslich  auf  Leistungen  von  Privaten.  Die  ersten  ge- 
naueren Mondkarten  mit  einer  für  solche  Anfänge  bewunderungs- 
würdigen Naturtreue  lieferte  Johann  H  ev  el,  der  gelehrte  Raths- 
herr  von  Uanzig,  auf  seiner  prächtigen  Sternwarte  im  Jahre  1640, 
Ute  ersten  bedeutenden  Dctailzeichnungeu  einzelner  Mondgegenden 
erhielten  wir  um  den  Anfang  des  neunzehnten  Jahrhunderts  von 
Oberamtmaiin  Schröter  zu  Lilienthal.  Den  Schlussstein  dieses 
Zweiges  unserer  astronomischen  Kenntnisse  bilden  bisher  die 
grossen  Arbeiten  von  Mädler  und  Beer  an  des  letzteren  Stern- 
warte in  Berlin.  Ihnen  schlössen  mit  besonderen  Beiträgen  sich 
rühmlich  an;  der  Mechaniker  James  Nasmyth  in  Patricroft  bei 
Manchester  durch  sehr  gelungene  Studien  einzelner  Thcile  der 
Mondoberfläche;  Hofräthin  Witte  u  a.  durch  plastische  Darstel 
lungen  dieses  Himmelskörpers;  Warren  de  la  Rue  in  Cranf'ord 
durch  stereoskopische  Bilder  des  Mondes  vermöge  einer  sinnrei- 


■ 
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eben  Benützung  der  Librationen.  t—  Die  räthselhafte  Erscheinung, 
dass  Sterne,  vor  welche  der  Mond  tritt,  kurz  bevor  sie  von  ihm 
bedeckt  «-erden,  zuweilen  mehrere  Secunden  lang  auf  ihm  sich 
projiciren,  ist  am  gründlichsten  von  einem  Liebhaber  der  Astro- 
nomie, Sir  James  South,  behandelt;  alle  Erfahrungen,  die  wir 
bisher  darüber  besitzen,  darunter  viele  Beobachtungen  vnn  Dilet- 
tanten, sind  durch  ihn  sorgfältig  gesammelt  und  discutirt.  —  Ein 
genialer  Liebhaber  der  Wissenschaft,  Jeremies  Hnrrnx,  wen- 
dete 1638  zuerst  die  Kepler'schen  Gesetze  auf  die  Mondbewe- 
gutig  an,  und  machte  die  ersten  fortgesetzten  Benbachtungen  filier 
Ebbe  und  Flutb. 

Auf  eine,  wie  das  eben  er«  ahnte  Phänomen  bei  Sternbe- 
deckungen  bisher  unerklärte,  bei  Vorübergängen  des  Mondes  oder 
der  unteren  Planeten  vor  der  Sonne  stattfindende  Erscheinung 
die  aus  einem  eigentümlichen  Zerbrechen  des  ersten  und  letzten 
Lieh  t  lad  ens  der  Sonnenscheibe  in  einzelne  Perlen  besteht  und 
desshalb  unter  der  Bezeichnung  der  ,,beads"  bekannt  ist,  hat  uns 
zuerst  der  schon  genannte  astronomische  Freiwillige  F.  Baily 
aufmerksam  gemacht  und  mit  einer  classischeii  Arbeit  darüber 
beschenkt.  —  Zur  Kenntnis*  der  Sonnenflecken  und  Fackeln  ha- 
ben bei  weitem  das  bedeutendste  Material  Dilettanten  geliefert. 
Nicht  nur  verdanken  wir  dem  astronomischen  Volontär  Job,  Fa- 
brlcius  die  erste  Entdeckung  der  Flecken  (Hill),  sondern  auch 
den  Nachweis  der  Rotation  des  Sonnenkürpers  an  diesen  merk- 
würdigen Erscheinungen.  Die  längste  überhaupt  bekannte  Reihe 
solcher  Aufzeichnungen  aus  den  Jahren  1 749  bis  179!)  rührt  von 
einem  Liebhaher,  (J  ob.  Staudaeher  in  Nürnberg.  Von  einem 
anderen  Volontär  der  Astronomie,  Ref.  J  T.  Hussey,  wurden 
nicht  weniger  als  1100  Zeichnungen  gesammelt,  die  eine  vollstän- 
dige Geschichte  dieser  Erscheinungen  aus  den  Jahren  1826  bis 
1837  darstellen.  Hofrath  Schwabe  in  Dessau  hat  durch  mehr 
als  zwanzig  Jahre  durchschnittlich  a»  300  lagen  des  Jahres,  die 
Sonnenscheibe  untersucht,  von  lS'Jö  bis  185?  an  etwa  4700  Grup- 
pen von  Flecken  und  Fackeln  heiläufig  11000  Beobachtungen  ge- 
macht, die  an  Genauigkeit  und  Umsicht  alles  in  diesem  Gegen- 
stände bis  dahin  Geleistete  übertreffen  und  uns  zuerst  die  grosse 
Wahrscheinlichkeit  einer  Periodizität  dieses  Phänomens  kennen 
lehrten.  Von  Domherr  Stark  in  Augsburg  besitzen  wir  ähnliche 
Beobachtungen  von  1813  bis  1830;  in  der  neuesten  Zeit  hat  ein 
ausgezeichneter  Volontär  der  Astronomie,  R.  Ch.  Carrin  gton, 
der  mehrere  Jahre  an  der  Durhamer  Sternwarte  Dienste  leistete, 
Mos  um  mit  dem  Fache  genau  bekannt  zu  «erden,  auf  seinem 
Observatorium  Hedhill  eine  fortlaufende  Reihe  von  ähnlichen  sehr 
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genauen  Bestimmungen  unternommen.  Aber  nicht  nur  solche  ge- 
treue und  reichhaltige  Aufzeichnungen  über  den  Zustand  der  Son- 
nenoherfläche,  sondern  auch  tief  huckende  Untersuchungen  der 
Natur  jener  Erscheinungen  verdanken  wir  freiwilligen  Pflegern 
des  Faches,  und  hier  habe  ich  einen  Namen  zu  nennen,  der,  von 
doppelter  Gierte  umstrahlt,  mit  der  Geschichte  der  Wissenschaft 
für  alle  Zukunft  eng  verflochten  ist.  Sie  errnthen,  dass  ich  von  den 
beiden  Herschel  spreche.  Sir  William,  der  Vater,  zählt  als 
Organist  zu  Math  in  seinen  astronomischen  Anfängen  entschieden 
eu  den  Liebhabern  der  Astronomie,  aber  auch  die  spatere,  bei- 
nahe vierzigjährige  staunenswürdige  Thätigkeit,  welche  er,  in  die 
Nähe  seines  Königs  nach  Slough  bei  Windsor  berufen,  ganz  der 
Sternkunde  zuwenden  konnte,  gehört  auf  das  Gebiet  von  Privat- 
leistungen,  wenngleich  so  Sir  William  aus  der  Reihe  der  Frei- 
willigen in  die  der  Verpflichteten  übertrat;  denn  Georg  III.  von 
England  versah  Herschel  mit  den  nöthlgen  Mitteln  nicht  als 
Monarch,  sondern  aus  persönlichem  Interesse  für  die  Astronomie, 
das  wir  durch  des  Königs  wohl  ausgerüstete  eigene  Sternwarte 
zu  Riehmond  und  von  ihm  angestellte  Beohactungeu  bewiesen 
linden;  Sir  William  war  des  Königs  Privatastronom.  Sein  Sohn, 
Sir  John,  hat  immer  nur  aus  ganz  freiem  Antriebe  der  Wissen- 
schaft gedient,  und  entschloss  sich  überhaupt  erst  am  Abende 
seines  Lebens  für  einige  Zeit  eine  öffentliche  Stellung  mit  dem 
Amte  eines  „Masler  nf  the  mint"  anzunehmen,  womit  auch  Newton 
belohnt  ward.  Von  den  eben  so  zahlreichen  als  grossen  Ver- 
diensten dieser  beiden  trefflichen  Männer  um  die  Kenntniss  des 
Himmels  haben  wir  vorerst  anzuführen,  dass  man  ihnen  eingehende 
Begründungen  und  Ausführungen  unserer  heutigen  Ansichten  über 
das  Wesen  der  Sonnenilecken  verdankt.  —  Der  erste  und  bis 
zum  Jahre  1842  einzige  vollständige  Bericht  i'iber  die  merkwür- 
digen Erscheinungen,  welche  sich  bei  totalen  Sonnenfinsternissen 
unseren  Blicken  bieten,  gründet  sich  auf  die  Bereitwilligkeit,  mit 
welcher  schwedische  Lami^eistliche  der  Aufforderung  entsprachen, 
die  von  der  R.  Society  of  Sciences  für  die  Finsierniss  von  1733 
erlassen  war;  in  unseren  Tagen  aber  haben  bei  solchen  Gelegenheiten 
eine  grosse  Zahl  von  Privaten  aus  allen  Ständen  sorgfältige  Beob- 
achtungen, zum  Theile  auf  entfernten,  erst  nach  langen  Reisen 
zu  erreichenden  Stationen  geliefert.  —  Die  erste  Beobachtung  eines 
Venusdurchganges  im  Jahre  1630  verdanken  wir  Horrox  und  sei- 
nem Freunde  Crabtree,  einem  vermögenden  Privatmanne  bei 
Manchester.  —  Die  grosse  Entdeckung  der  Bewegung  des  gan- 
zen Sonnensystems  in  der  Richtung  auf  1  Hercuüs  ist  Sir  Wil- 
liam Herscliel's  Werk,  und  die  entscheidendste  Bestätigung 
derselben ,  nämlich    durch   die    Eigenbewegungen    der   Sterne   des 
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südlichen  Himmels,  verschaffte  uns  der  Actuar   einer  Lehensi 
Sicherungs-Gesellschaft,    Thomas  Galloway  in  Li 

Nachdem  man  Jahrli linderte  lang  nicht  mehr  Planeten  ge- 
kannt, als  deren  eben  jeder  .Schüler  am  Himmel  sich  ergnibelt, 
reigte  Sir  William  Herschel  uns  an  Uranus  im  Jahre  17SI 
den  ersten  teles  konischen  Planeten,  dessen  Bahn  zuerst 
Justizpräsident  Jean  B.  de  Saron,  eine  wahre  Stütze  der  Pari- 
ser Astronomen,  richtig  erkannte.  Wenn  der  nächste  Fund  dieser 
Art  im  Jahre  ISO!  einem  Astronomen  von  Profession,  Piazzi  in 
Palermo,  an  der  Ceres  gelang,  so  war  dieses  ein  blosser  Zulall, 
und  die  Folge  sollte  lehren,  dass  die  Liehhaber  der  Wissenschaft 
dieses  Dominium  sich  vorzugsweise  attse rsehen  haben.  Olbers, 
der  berühmte  Arzt  in  Bremen  und  nebenher  astronomischer  Vo- 
lontär, bei  dem  aber  die  Meister  vom  Berufe  sieb  Kalbs  erholten, 
der  durch  einen  seltenen  Reichthum  an  herrlichen  (iedanken  wie 
keiner  seiner  Zeitgenossen  auf  astronomischem  Gebiete  anregend 
wirkte,  eröffnete  im  Jahre  1302  mit  der  Pallas  die  Bahn  zu  den 
zahlreichen  planetarischen  Entdeckungen  unserer  Tage;  denn  damit 
war  die  seither  so  glänzend  bestätigte  Verninlhnng  einer  Multi- 
plicitlit  von  Planeten  an  dieser  Stelle  des  Weltalls  gegeben.  Der 
nächste  Fund  gelang  an  Schriiter's  Sternwarte  in  Lilienthal 
durch  Harding,  der  vierte  neuerdings  durch  Olbers.  Beinahe 
vierzig  Jahre  verflossen  ohne  weitere  Bereicherung  unserer  Kennt- 
nisse in  dieser  Hinsicht,  bis  wieder  ein  Dilettant,  der  k.  preussi- 
sehe  Postbeamte  K.  L.  Hencke  in  Drieseu,  nach  fünfzehn  jähriger 
Bemühung  sich  Detailkarten  von  einzelnen  Theilen  des  Himmels 
zu  verschaffen,  wie  sie  damals  niemand  beeass,  durch  Auflindung 
von  zwei  neuen  Planeten  den  Anstnss  gab  zu  den  vielseitigen 
ähnlichen  Bestrebungen  der  neuesten  Zeil.  Von  dem  halben  Hun- 
dert seitdem  bekannt  gewordener  Asteroiden  verdanken  wir  eil! 
dem  Observatorium  des  Herrn  Itishnp  in  London,  die  gleiche 
Zahl  dem  Maler  Goldschmidt  in  Paris,  je  einen  dem  Observa- 
torium des  Herrn  E.  Conper  in  Markree,  das  an  reicher  Aus- 
stattung viele  Staatsanstalten  übertrifft,  und  der  Privatsternwarte 
von  Valz  in  Nismes.  Im  Ganzen  also  sind  von  den  sechsund- 
fünlzig  bis  heute  gelungenen  Entdeckungen  dieser  Art  mehr  als 
die  Hälfte  dem  Liebbaberthume  entsprossen,  wobei  der  mittelbare 
Antheil  der  Dilettanten  auch  an  ilen  übrigen  Funden  durch  ihre 
an  anderer  Stelle  zu  erwähnende  Hilfe  bei  Anfertigung  der  Ber- 
liner Sternkarten  wohl  zu  beachten  kommt,  so  nie  dass  jene  un- 
erwarteten Erfolge  nicht  etwa  blos  emsigem  Suchen  zu  verdanken, 
sondern  dass  dazu  der  an  Bishop's  Observatorium  von  Hind 
zuerst  ausgeführte  leitende  Gedanke,  die  Nachforschungen  auf  die 
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Gegend  <ier  Ekliptik  zu  beschränken ,  wesentlich  beitrug.  —  Zwei 
Satelliten  lies  Saturn  wurden  von  Sir  William  Hergehe),  ein 
anderer  Saturnsatellit,  zwei  Trabanten  des  Uranus  und  der  Neji- 
tunsmnnd  von  W.  Lassell  auf  seinem  Observatorium  zu  Starüeld 
bei  Liverpool  entdeckt. 

Was  «vir  von  der  physischen  Beschaffenheit  der  Planeten 
wissen,  haben  wir  grossentbeils  von  Schröter,  Beer,  Hussey, 
Justizrath  Kunowsky  in  Berlin  oder  von  ihren  Geholfen.  Ins- 
besondere ist  das  in  seiner  Art  einzige  Aeusserc  Saturn's  durch 
solche  freiwillige'  Astronomen  durchforscht  worden,  wie  denn  der 
Dilettant  W.  Ball  in  Mainhead  (1665)  zuerst  erkannte,  dass  der 
King  aus  zwei  enncenfrisehen  Reifen  bestehe,  der  Liebhaber 
Short  gegen  Ende  des  vorigen  Jahrhunderts  eine  mehrfache  Thei- 
lung  des  Ringes  zuerst  wahrnahm,  die  Captain  Kater  und  Las- 
sei I  später  bestätigten  ;  Schwabe  die  schon  von  Proust  J.  C.  Gal- 
tet in  Avignon  (11)84),  später  von  W.  Herschcl  und  South 
erwähnte  merkwürdige  Excentricität  des  Ringes  zuerst  constatirte, 
der  riithselh;ifte  dunkle  Ring  durch  den  seit  fünfundzwanzig  Jah- 
ren ununterbrochen  auf  astronomischem  Gebiete  t batigen  Ret , 
W.  R.  Dawes  unabhängig  von  anderen  Entdeckern  zu  unserer 
Kenntniss  kam.  Dawes  bemerkte  auch  in  Europa  zuerst  die 
Durchsichtigkeit  dieses  dunklen  Ringes.  —  Olbers  erklärte  die 
beim  Verschwinden  des  Ringes  und  an  dessen  Stelle  sich  zeigen- 
den hellen  Punkte,  über  deren  Bedeutung  man  lange  im  Zweifel 
war,  aus  optischen  Gründen.  —  Warren  de  la  Rue  ist  bei  seinen 
photographischeii  Untersuchungen  auf  eine  merkwürdige  chemische 
Verschiedenheit  des  Lichtes  der  einzelnen  Planeten,  so  wie  ein- 
zelner Gegenden  der  Mondscheibe  gekommen. 

Es  sind  jetzt  eben  hundert  Jahre,  dass  Joh.  Georg  Palitzseh, 
ein  Landmann  in  der  Gegend  von  Dresden,  der  sich  auch  in  an- 
deren Naturwissenschaften  hervorgethati,  den  Halley' sehen  Kome- 
Pten  zuerst  auffand,  obsehnn  die  Astronomen  aller  Länder  nach 
diesem  ersten  in  seiner  Wiederkehr  vorausgesagten  Himmelskör- 
per solcher  Art  seit  länger  als  einem  Jahre  umsonst,  weil  wahr- 
scheinlich zu  sehr  nach  vorgefassten  Meinungen  über  seinen  Ort 
gespäht  hatten.  Von  den  ändert  halb  hundert  nicht  erwarteten 
Kometen,  die  seit  jener  Zeit  zu  unserer  Kenntniss  kamen,  ver- 
danken wir  nicht  weniger  als  etwa  ein  Viertel  Liebhahern  der 
Astronomie,  ungerechnet  etwa  zwanzig  Fälle,  wo  spätere,  aber 
unabhängige  Entdeckungen,  demselben  Boden  entsprossen,  wenn 
auch  nicht  die  neuen  Gestirne  uns  zuerst  kennen  lehrten,  so  doch 
diese  Kenntniss  sicherten  und  häutig  den  grossen  Vortbeil  allge- 
meinerer früher  Beobachtung  verschafften.     Unter  jenen  Ursprung- 
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liehen  Funden  aber  haben  viele  hohen  kometogranhi sehen  Werth. 
Der  Komet  von  1772,  entdeckt  von  Montagne  in  Limoges,  des- 
sen Hilfsmittel  in  einem  18  Zoll  langen  Fernrohre  von  Ramsden 
bestanden,  envies  sich  im  Jahre  18Ü6,  wo  ein  anderer  Dilettant, 
Hauptmann  Biela,  den  berühmten  nach  ihm  benannten  Kometen 
auffand,  als  die  älteste  uns  bekannte  Erscheinung  dieses  letzten, 
und  zeigte  uns  zu  grossem  Vortheil  der  Rechnung  diesen  Him- 
m  eis  kürner,  der  spater  durch  seine  Spaltung  in  zwei  Gestirne  uns 
in  Erstaunen  setzte,  als  einen  liiiii/.iu'iulirigcu  Bekannte».  Ja  wir 
kiiuuteu  hier  noch  einen  dritten  Liebhaber  der  Wissenschaft  Hen- 
nen, der  in  Bezug  auf  diesen  Kometen  sich  zu  Bieln  ganz  in 
gleicher  Weise  verhalt  wie  in  Bezug  auf  Neptun  Le  Verrier  zu 
Galle,  wenn  es  eben  jenem  Liehhaber,  den  wir  hier  noch  an 
anderer  Stelle  anzuführen  haben,  gefallen  wollte,  aus  seinem  be- 
scheidenen Dunkel  zu  treten.  —  Als  Enuke  den  ersten  Kometen 
von  1819,  der  in  gerechter  Anerkennung  seiner  unvergänglichen 
Arbeiten  über  denselben  seinen  Namen  führt,  als  periodisch  er- 
kannt hatte,  »usete  man  den  Dienst  erat  zu  schätzen,  den  Süss 
Caroline  Herschel,  die  unermüdliche  Gehultin  ihre»  Bruders 
Sir  William,  durch  Entdeckung  des  im  Jahre  I7Ö5  sichtbaren 
Kometen  der  Wissenschalt  geleistet  hatte,  der  sich  eben  auch  als 
eine  frühere  Erscheinung  des  Encke'schen  Kometen  erwies.  — 
Der  grosse  Komet  von  181)7,  dem  eine  für  alle  Folgezeit  lehr- 
reiche Musterarbeit  Bessel's  gewidmet  ist,  wurde  von  dem 
Augustiner  Paris!  zu  Castro  Giovanni  in  Siciüen  zuerst  aufgefun- 
den. —  Der  berühmte  Komet  von  1811,  der  bisher  für  Europa  und 
in  unserem  Jahrhunderte  nur  an  dem  glänzenden  Gestirne  des  eben 
abgelaufenen  ■Jahres  einen  ebenbürtigen  Rivalen  fand,  wurde,  und 
zwar  teleskopisch,  von  Honore  Flaugergues,  einem  eifrigen 
Liebhaher  der  Astronomie  in  Viviers  entdeckt,  der  über  vierzig 
Jahre  im  Fache  thfttig  war  und  uns  noch  in  seinem  71.  Lehens- 
jahre (182'i)  mit  einem  zweiten,  nur  von  ihm  beobachteten  Kome- 
ten beschenkte.  —  Den  merkwürdigen  Kometen  von  1815,  den 
wir  1887  wieder  zu  erwarten  haben,  verdanken  wir  Olbers.  — 
Der  VI.  Komet  von  1847  wurde  von  vier  verschiedenen  Beobach- 
tern unabhängig  entdeckt,  darunter  zweimal  von  astronomischen 
Freiwilligen  (Rev.  Dawes  in  Oanbrook,  Mad.  Rümker  in  Ham- 
burg) :  den  II.  Kometen  von  1850  fand  man  an  fünf  Orten  ursprüng- 
lich aul",  darunter  zwei  Privat-Sternwarten  (Senftenherg,  Markree); 
unter  den  vier  Entdeckern  des  grossen  vorjährigen  Kometen  kommt 
ebenfalls  ein  Dilettant  (Park hurst  in  Perth  Ambny,  New-JerBey) 
vor,  was  gewiss  rühmliches  Zeugnies  gibt  für  eine  Wachsamkeit, 
um  nicht  zu  sagen  Eifersucht,  die  man  sonst  nur  hei  Liebhabern 
anderer  Gattung  zu  vermuthen  geneigt  ist. 
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Vielleicht  vermissen  Sie  einen  hei  solcher  Gelegenheit  oft  und 
gerade  als  Dilettant  genannten  Mann:  den  glücklichen  Kometen- 
jäger Pons,  der  trotz  seiner,  wie  er  seihst  sagte,  „paralytischen" 
statt  „parallactisehen'-'  Instrumente  üher  dreissig  Kometen  ent- 
deckte: aber  Pons  war  von  allem  Anfange  seiner  agronomischen 
Laufbahn  an  bei  Staats- Sternwarten,  wenn  auch  durch  viele  Jahre 
nur  als  Oncierge  beschäftigt.  Wollte  man  den  Umstand,  dass 
er  seine  ganze  Thäügkeit  auf  das  Durchspürendes  Himmels  nach 
neuen  Gegenstünden  beschränkte,  gellend  machen,  um  ihn  den 
Dilettanten  einzureiben,  so  müsste  dasselbe  z.  B.  mit  seinem  Riva- 
len, dem  Director  des  Pariser  Observatoriums,  Messier,  ge- 
schehen, den  Ludwig  XV  das  ,,KometenfroMchen"  nannte,  und 
der  sieb  nach  der  Schwierigkeit  seiner  Leistungen  keinem  irgend 
namhaften  Liebhaber  gegenüber  überheben  durfte,  wenn  er  gleich 
mit  Ehren  überhäuft  wurde,  ja  einige  Jahrzehende  hindurch  als 
Sternbild  am  Himmel  glänzte. 

Aber  nicht  hlos  auf  die  Existenz  vieler  dieser  Gestirne  über- 
haupt wurden  wir  durch  Dilettanten  geführt,  sondern  auch  in  der 
Kenntniss  ihrer  Hahnen  verdanken  wir  den  astronomischen  Volon- 
füren  einen  grossen  Theil  des  Fortschrittes,  dessen  wir  uns  heute 
rühmen.  G.  P.  Dürfet,. Pastor  in  Plauen,  führte  im  Widerspruche 
mit  gewiegten  Fachmännern  der  damaligen  Zeit  an  dem  grossen 
Kometen  von  lßSO  zuerst  die  richtige  Ansicht  durch,  dass  die 
Erscheinungen  dieser  Himmelskörper  durch  ihre  Vorübergänge  an 
der  Sonne  häufig  in  zwei  Abscbnitfe  zerfallen,  die  man  bis  dahin 
gewöhnlich  als  verschiedenen  Gestirnen  angehflrig  auffasste,  und 
stellte  zuerst  mit  der  Sicherheit  inniger  Ueberzeugnng  die  kurz 
vor  ihm  schon  von  Borelii  geinnthmasste,  der  Wahrheit  sehr 
nahe  liegende  Hypnlhese  auf,  dass  die  Kometen  sich  in  Parabeln 
hewegen.  Olbers  gab  uns  unter  dieser  bei  den  meisten  Korne- 
teil  unvermeidlichen  Voraussetzung,  eine  Methode  der  Babnbe- 
stimmung,  die,  so  oft  man  auch  versucht  hat,  an  ihr  zu  bessern, 
beute  noch  in  ihrer  ursprünglichen  Gestalt  die  Grundlage  heinahe 
aller  kometarischen  Rechnungen  bildet.  Es  muss  ferner  die  Lieb- 
haber der  Wissenschaft  immerhin  mit  gerechtem  Stolze  erfüllen, 
wenn  sie  in  unseren  Kometenverzeichnissen  als  beste  Berechnun- 
gen der  Kometen  des  eben  abgelaufenen  Jahrhunderts  nicht  weni- 
ger als  etwa  ein  Sechstel  ihrer  Mitte  entnommen  sehen.  —  Die 
Kenntniss  der  physischen  Beschaffenheit  der  Kometen  hatte  von 
jeher  in  den  Arbeiten  von  Dilettanten  eine  Hauptstütze.  Von 
Hevel,  dem  Vater  der  heutigen  Kometographie,  bis  zu  den  wahr- 
haft unzähligen  Beobachtungen  der  grossen  Kometen  von  1843  und 
1858  müssen  wir  in  dieser  Beziehung  uns  allenthalben  auf  Zeug- 
nisse astronomischer  Liebhaber  oder  ihrer  Anstalten  berufen. 
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Von  den  beiläufig  300,000  Fixsternen,  deren  Existenz  consta- 
tirt  ist,  verdanken  wir  reichlich  ein  Drittel  Volontären  der  Wis- 
senschaft. Wir  «ollen  wieder  nur  einige  der  Hauptleistungen 
namhaft  machen.  Lord  John  Wrottesley  lieferte  an  seinen 
Sternwarten  lilaekheath  und  Wrottceley-Hall  mit  John  Hart- 
nup,  Richard  Philpott  und  Frederic  Morton  als  Gehalten 
17,000  Bestimmungen  der  geraden  Aulsteigung  von  2327  Sternen. 
Ebenfalls  zu  Blackheath  Iialte  1806  Stephen  Groombridge, 
von  Berufswegen  ein  Tuchhändler,  in  einem  Alter  Von  zweiund- 
füirfzig  Jahren  sieb  die  eben  so  nützliche  als  schwierige  Aufgabe 
gestellt,  die  bis  dahin  wenig  explorirte  Gegend  um  den  Nordpol 
zu  beobachten.  Während  eilt' Jahren  angestrengter  Arbeit  bestimmte 
er  an  Instrumenten,  wie  sie  von  gleicher  Vorzüglichkeit  damals 
keine  Sternwarte  besass,  den  Ort  von  mehr  als  4000  Sternen  in 
etwa  25,000  Beobachtungen,  deren  hohen  Werth  man  daraus  er- 
sehen mag,  dass  das  Board  of  Longilude  nicht  nur  sofort  die 
Kosten  der  Reduetion  und  des  Druckes  zu  bestreiten  Iteschlnsa, 
sondern,  als  sich  zeigte,  dass  hei  dieser  Bearbeitung  sich  Fehler 
eingeschlichen,  die  erste  Publication  verwarf,  um  das  Ganze  in 
völlig  geänderter,  des  Inhalts  würdiger  Form  erscheinen  zu  las- 
sen. Dieselbe  besonders  mühsame,  weil  nur  mit  ungewöhnlichen 
Vorsichten  ausführbare,  daher  auch  von  Fachmännern  gern  ver- 
miedene Aufgabe  loste  in  noch  rühmlicherer  Weise,  sowohl  was 
die  Genauigkeit  der  Bestimmungen,  als  die  Nähe  der  beobach- 
teten Sterne  am  Pole  betrifft,  in  der  neuesten  Zeit  Richard 
C.  Carringtnu  mit  seinem  Gehülfen  G.  H.  Simmonds  und  lie- 
ferte in  mehr  als  13,000  Beobachtungen  gegen  4000  Positionen 
der  trefflichsten  Art.  Endlich  hat  Edward  J.  Cooper  mit  sei- 
nem Gehülfen  A.  Graham  den  Drt  von  zwar  nur  50  Sternen 
gegeben,  von  denen  aber  keiner  über  2  Grade  vom  Pole  absteht, 
und  deren  Bestimmung  immerhin  eine  zweijährige  Arbeit  forderte. 
Unter  den  eben  Genannten  führte  Carringtnn  die  ganze  Arbeit 
am  vollständigsten  durch,  indem  er  nicht  blos  selbst  einen  wohl- 
geordneten Katalog  aus  seinen  Messungen  ableitete,  sondern 
überdies  auf  Grundlage  desselben  zehn  Sternkarten  herausgab, 
die  alles,  was  wir  bis  dahin  dieser  Art  von  der  Umgebung  des 
Poles  kannten,  weit  hinter  sich  zurück  lassen.  Speciell  zu  die- 
sem Zwecke  reichhaltiger  Sternkarten,  aber  für  eine  andere,  nicht 
weniger  wichtige  Zone,  nämlich  die  der  Ekliptik,  und  mit  einer 
Genauigkeit,  die  weit  über  jenes  Ziel  hinausreicht,  hat  Mr.  E. 
J.  Cooper  zu  Markree  in  den  Jahren  1848—1856  mit  seinen  Ge- 
hülfen Graham  und  Robertson  uns  über  60,000  Sternpositionen 
geliefert,  von  denen  zum  wenigsten  acht  Neuntel  völlig  neu  sind, 
und  die  auf  Kosten  der  englischen  Regierung  seither  in  vier  Bau- 
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den  veröffentlicht  wurden.  Eine  ähnliche  Bearbeitung  des  Zodia- 
kns  in  Karten,  die  alle  Sterne  bis  einschliesslich  10.  Grösse  be- 
greifen, ging  von  Mr.  Bishop's  Observatorium  durch  Hind  aus. 
An  der  grossen  Unternehmung:  der  Berliner  Akademie,  einen  Gürtel 
von  30  Grad  Breite  um  den  Aequalnr  zu  mappiren,  nahmen  meh- 
rere Liebhaber  (Regierungs- Beamter  J.  J.  Morstadt  in  Prag, 
Thomas  J.  Hussey  in  Chislehurst,  Heneke  in  Uriesen  u.  a.) 
Theil  und  lehrten  uns  so  viele  Tnusende  von  Sternen  kennen. 
Sir  Thomas  Brisbane,  der  als  Gouverneur  von  New-South- 
Wales  aus  eigenen  Mitteln  eine  iler  ersten  Statten  für  benbach- 
leude  Astronomie  auf  der  süllliehen  Hemisphäre  in  Paramatta 
gründete,  brachte  mit  seinen  Geholfen  Rümkcr  und  Dunlnp 
einen  Katalog  von  7385  Sternen  jener  Himmelsgegenden  zu  Stande, 
der  Halley's  spärliche  Bestimmungen  in  St.  Helena,  sowie  La 
Callle'a  unvollkommene  Messungen  am  Gap  der  guten  Hoffnung 
und  auf  Isle  de  France  viillig  verdrängte.  —  Aber  nicht  blas  durch 
eigene  Beobachtungen,  sondern  auch  durch  Ordnung  und  Sichtung 
des  von  Anderen  gesammelten  Material  es  erivarben  sich  Private 
grosse  Verdienste  um  unsere  Keuntniss  des  Fixsternhimmels. 
Wie  einerseits  zu  Anfang  des  siebzehnten  Jahrhunderts  der  Pastor 
Jnh.  Bayer  die  seitdem  allgemein  angenommene  Bezeichnung 
der  helleren  Sterne  (ein  früherer  ähnlicher  Versuch  von  Ales. 
Piccoloinini  war  unbeachtet  geblieben)  auf  seinem  Atlas  ein- 
führte, und  Sir  John  Herschel  der  bis  dahin  herrschenden 
Verwirrung  auf  den  südlichen  Sternkarten  durch  eine  eben  so 
scharfsinnige,  als  mühevolle  Sichtung  ein  Ziel  setzte,  so  rührt 
andererseits  der  erste  brauchbare  Katalog  von  Hevel,  und  lie- 
ferte Francis  Baily  das  erste  allgemeinere  Verzekhniss  genauer 
Positionen  von  2S8I  Sternen  in  neuer  und  so  zweckmässiger  Form, 
dass  spätere  ähnliche  Arbeiten  auch  von  Fachmännern  sich  die- 
sem Muster  anschlössen.  Von  Baily  besitzen  wir  überdies  sorg- 
fältig redigirle  Ausgaben  der  älteren  Kataloge  von  Flamsteed, 
Ptolnmaeus,  Ulugh  Beigh,  Tychn  Rrahe,  Halley,  Hevel,  La 
Caille  und  Tob.  Mayer,  eine  riesige  Leistung,  die  allein  hinge- 
reicht hätte,  Bai  ly's  Namen  zu  verewigen.  Haben  die  eben 
genannten  Quellen  nur  für  seltenere  Untersuchungen  Werth, 
so  ist  die  Katalogisiruug  der  gegen  50,000  Sterne  enthaltenden 
Lalande'schen  llistoire  Celeste  ein  Werk,  dessen  immerwäh- 
render Gebrauch  den  praktischen  Astronomen  täglich  an 
den  Dank  erinnert,  den  er  Baily  dafür  schuldet.  Aber  auch 
dabei  licss  es  dieser  unermüdliche  Freund  unserer  Wissenschaft 
nicht  bewenden,  und  bewog  die  British  Association  den  von  ihm 
ausgearbeiteten  grossen  Katalog  von  etwa  10,000  Sternen  heraus- 
zugehen,   der    ein    Grundwerk    der   heutigen    Astronomie    bildet. 
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Neben    solchen   bewunderungswürdigen   Leistungen    wäre   es  i'ibi 
flüssig,  unserer  Thesis  zu  Liebe  kleinere  Arbeiten ,  so  verdie 
lieh    dieselben    an    sich    auch    sind,     wie    die    Ergänzungen 
Flamsteed's  Katalog  durch  Miss  Caroline  Herschel,  das  Ver- 
zeichniss   von    Zodiakalsternen,    die    Pear sou    an    seinem    Ob- 
servatorium   in  South  Kilworth    beobachtete  etc.,    hier  Heiter  an- 
zuführen. 


Die  i 


tes  \ 


lerkwürdige  Erscheinung  der  Veränderlichkeit  des  Licb- 
xsternen  ist  in  ihren  ersten  Spuren  zu  Ende  des  sech- 


zehnten  Jahrhunderts  an  o  des  Walfischi 
cius,  einem  Pastor  in  Ostfriesland,  aufgefunden.  Von  den  etwa 
fünfzig  Veränderlichen ,  die  wir  heute  kennen ,  ist  ein  grosser 
Theil  von  Dilettanten  oder  im  ihren  Sternwarten  erkannt,  darun- 
ter an  Bishop's  Observatorium  von  Hind  etwa  das  Viertel  der 
Gesammtzahl.  Die  erste  genauere  Bestimmung  der  Periodic! tat 
des  Lichtwechsels  wurde  an  Mira  Ceti  von  Ismael  ßoutliau, 
einem  jirivatisirenden  Gelehrten,  die  zweite  an  Algol  von  John 
Goodrike,  einem  englischen  Edelmanne  in  York,  und  dem  schon 
erwähnten  astronomischen  Bauer  Palitzsch  vorgenommen.  Die 
eben  genannten  Veränderlichen  gehören  wohl  mit  tf  Argus  zu  den 
merkwürdigsten,  und  dieser  letztere  wurde  von  Sir  John  Her- 
schel zuerst  näher  erforscht.  Joseph  Baxendell,  ein  Privat- 
mann in  Manchester,  bat  neuerlich  sich  einer  regelmässigen  Beob- 
achtung dieser  interessanten   Erscheinungen  unterzogen. 


Als  vor  etwa  achtzig  Jahren  der  ältere 
den  Doppelsternen  zu  beschäftigen  anfing,  fi 
vielfache  Sterne  und  die  allgemeine  Meinung 
seilige  Nahe  von  Fixsternen  rühre  nur  dahei 


I   sich  mit 

f   notorisch 
he   gegen- 

dass  sie  beiläuiig 


in  derselben  Richtung,  wenngleich  durch  ungemessene  li 
einander  getrennt  sich  befänden.  Bis  zum  Jahre  1804  hatte  Sir 
William  nicht  nur  «her  800  solche  Gruppen  einander  sehr  naber 
Sterne  entdeckt,  sondern  auch  die  Zusammengehörigkeit  der  Com- 
ponenten  in  vielen  Fällen  nachgewiesen  und  so  eines  der  herr- 
lichsten Wunder  der  Schöpfung  uns  kennen  gelehrt:  Sonnensysteme 
höherer  Ordnung,  in  denen  leuchtende  Centralkürper,  jeder  viel- 
leicht von  zahllosen  Kometen,  von  Planeten  und  Satelliten  beglei- 
tet, um  einander  kreisen.  Diese  Arbeiten  Sir  Williams  nahm 
zuerst  um  das  Jahr  1820  Sir  James  South  anfangs  allein  und 
mit  sehr  massigen  Werkzeugen  wieder  auf;  später  standen  ihm 
„fürstliche"  Mittel  zu  Gebote,  die  er  in  Gemeinschaft  mit  Sir 
John  Herschel  zu  gleichem  Zwecke  benutzte.  Im  Ganzen  er- 
fahren so  nahezu  alle  von  Sir  William  entdeckten  Vielfachen 
eine  wiederholte  Untersuchung,   die  eine  Menge  der  merkwürdig- 
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slen  Resultate  zu  Tage  förderte.  Sir  John  setzte  einige  Jahre 
später  diese  Messungen  in  noch  grösserem  Maussstabe  fort  und 
vermehrte  die  Zahl  der  bekannten  Doppelsterne  unserer  Hemisphäre 
um  nahe  dreitausend.  Rine  andere  grosse  Leistung  in  dieser 
Beziehung  rührt  von  seinen  vierjährigen  Beobachtungen  in  Feld- 
finusen  am  Caji,  deren  Gedächtniss  von  seinen  dortigen  Mitbür- 
gern durch  ein  Denkmal  geehrt  ivurde  und  durch  die  er  nicht 
weniger  als  '2005  völlig  neue  Gestirne  dieser  Art  entdeckte.  Sir 
John  fand  dabei  eben  nur  die  Arbeiten  von  Duniop  vor,  der 
zuerst  an  Brisbane's  Observatorium  und  später  mit  eigenen 
Hilfsmitteln  in  Paramatta  sich  mit  diesem  Gegenstände  beschäf- 
tigt hatte.  Eine  besonders  werthvnlle  Reihe  von  ähnlichen  Be- 
stimmungen führte  Dawes,  den  Sir  John  Herschel  für  den 
besten  heutigen  Beobachter  auf  diesem  Gebiete  hält,  zuerst  mit 
sehr  dürftigen  Hilfsmitteln  von  1834  bis  1844  an  seiner  Sternwarte 
zu  Urmskirk,  dann  an  Bishop's  Observatorium  aus,  von  welchem 
letzteren  wir,  so  wie  von  seinem  anderen  Assistenten  Hind  eben- 
falls zahlreiche  Messungen  dieser  Art  besitzen.  Admiral  W.  II. 
Smyth,  der  berühmte  Hydrograph  des  Mittelmeeres,  lieferte  an 
seiner  Sternwarte  in  Bedford  von  1830  bis  1843  Messungen  von 
680  Vielfachen  und  begleitete  dieselben  wie  Bishop  mit  sehr 
interessanten  Erläuterungen,  die  uns  gleichsam  die  Geschichte 
jedes  dieser  merkwürdigen  Gestirne  erzählen.  W.  S.  Jacob, 
später  Director  der  Sternwarte  in  Madras,  beobachtete  als  Captain 
der  Bombay  Engineers  244  Doppelsterne  in  Poona;  Isaac  Flet- 
cher,  dessen  Ausrüstung  in  einem  einzigen  Fernrohre  von  nur 
4"  Oeffnung  bestand,  lieferte  zu  Tambank  (Cumberland)  Messun- 
gen von  282,  John  Miller  in  ähnlicher  Weise  zu  Whitehaven 
Beobachtungen  von  einer  nur  wenig  geringeren  Anzahl  Doppel 
sterne.  Beer  und  Madler,  Dembowski  in  Cremano  bei  Nea- 
pel, der  mit  grosser  Beharrlichkeit  in  etwa  vier  Jahren  gegen 
200  dieser  Gestirne  mass,  Aivan  Clark  in  Boston,  der  uns 
zwar  nur  zwölf  neue  Doppelsterne,  aber  der  schwierigsten  Art, 
kennen  lehrte  und  so  viele  Volontäre  wären  hier  noch  zu  nennen, 
wie  denn  in  der  That  nur  W.  Struve  auf  diesem  Felde  die  Ehre 
der  Berufsraänner  glänzend  rettete,  das  sonst  in  seinem  prakti- 
schen Theile  allein  von  Privaten  bebaut  wäre.  Diese  haben  es 
übrigens  anch  in  der  Theorie  nicht  au  sich  fehlen  lassen:  wir 
besitzen  von  Sir  John  Herschel  eine  sinnreiche  Methode  der 
Bahnbestimmung  physischer  Doppelsterne.  Sir  James  South 
zeigte  bei  61  Cygni,  dass  die  umliegenden  Sterne  an  der  Eigen- 
bewegung dieses  Sternes  nicht  Thcil  nehmen,  somit  femer  von 
uns  stehen  als  dieser;  ebenso  wiesen  Sir  James  und  der  jün- 
gere Herschel  nach,  dass  der  kleine  Begleiter  von  a  Lyrae  nur 
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apiisch  mit  diesem  verbunden  sei  und  trugen  so  wesentlich  hei 
£u  dem  grossen  Sebritte,  der  uns  auch  ausser  den  Grenzen  un- 
seres  Sonnensystems  Entfernungen   bestimmen   half. 

Von  Nebelflecken  und  Sternhaufen  waren  vor  Sir  William 
Herschel  etwa  anderthalbhundert  bekannt.  SirWMIiam  führte 
wunderbar  genug  nährend  derselben  Jahre,  in  denen  er  uns  die 
Uojiuelsternc  nach  Tausenden  zählen  lehrte,  uns  beiläufig  1800 
auch  solcher  Objecto  vor,  deren  Positionen  von  seiner  Schwester 
gerechnet  sind  und  denen  sein  Sohn  spater  noch  etwa  500  bei- 
fügte. Auf  der  südlichen  Hemisphäre  begründete  Dunlop  in 
Paramattu  nach  Brtshane's  Abgang  von  New  -Smith-  Wales  mit 
sehr  geringen,  zum  Theil  von  ihm  selbst  verfertigten  Mitteln  die- 
sen Tbeil  der  Astrognosie  durch  Entdeckung  von  beiläufig  600 
solcher  Gestirne,  deren  nur  etwa  50  bereits  von  Lacaille  beob- 
achtet waren.  Sir  .lohn  Herschels  Capreise  steigerte  diese 
Zahl  auf  1708  und  verbreitete  über  eine  Menge  wichtiger,  früher 
sehr  unvollständig  bekannter  Gegenstände  wie  die  Capwnlken. 
den  Kohlensack,  den  grossen  Nebel  bei  ij  Argus,  den  Lauf  der 
Milchstrasse,  die  Sternhaufen  <a  Centauri  und  x  Crucis  etc.  klares 
Licht.  Den  beiden  Herschel  reihen  sich  neuester  Zeit  würdig 
au:  W.  TL  Sniyth  mit  einer  ebenso  gediegenen  als  anziehenden 
Beschreibung  von  170 Nebeln  und  Haufen,  W.  Lassell  bei  seinem 
Aufenthalte  auf  Malta  mit  Untersuchungen  des  Orioiiuebels  und 
ahnlicher  Gegenstände.  Eine  neue  Epoche  aber  durch  Auf- 
schliessung buchst  überraschender  Details,  die  in  Hinsicht  auf 
den  Bau  dieser  Himmelskörper  alles  Vorangehende  eben  nur  als 
Anfänge  erscheinen  lassen,  begründete  Lord  Rosse  mit  seinen 
riesigen  Instrumenten  in  Parsonstown.  Dass  unsere  heutigen 
Vorstellungen  von  den  Fixsternen ,  diesen  eigentlichen  Bürgern 
des  Weltalls,  einigermassen  hinanreichen  an  die  für  uns  nie  ganz 
zu  ergründende  Herrlichkeit  der  Schöpfung,  verdanken  wir  in  erster 
Reihe  den  beiden  Herschel  und  Lord  Rosse;  denn  wenn  jene 
uns  von  ihren  Himmelsaichungen  berichteten,  dass  sie  durch  das 
kaum  eine  halbe  Vollniondsbreite  messende  Feld  ihres  Fernrohres 
während  einer  Viertelstunde  1 16.000  Sonnen  ziehen  sahen,  ja  dass 
sie  mit  ihren  Teleskopen*)  auf  dem  ganzen  Himmel  zum  wenig- 
sten gegen  sechs  Millionen  Sterne  ausnehmen  konnten,  so  zerfällte 
hinwieder  Lord  Rosse  in  tausend  und  aber  tausend  Mittelpunkte 
von  Planetensystemen  Nebelflecke,  denen  gegenüber  jene  Werk- 
zeuge der  beiden  Herschel  eben  so  unzureichend  sind  wie  das  freie 
Auge  für  die  Milchstrasse.    Lord  Rosse   lehrte  uns  die  auffallend 
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symmetrischen  Bildungen,  die  wir  bisher  an  diesen  Körpern  an- 
nahmen, iils  Täuschungen  kennen,  die  von  nun  an  weniger  regel- 
,  aber  darum  nur  nm  so  staunenswerteren  Gestaltungen 
weichen  müssen  und  sich  zu  diesen  verhalten  wie  die  gerundete 
Sage  zur  verbürgten  Geschichte. 

Ich  konnte  Ihnen  noch  Proben  die  Hülle  und  Fülle  bringen 
von  dem  Autheile,  den  Liebhaber  der  Astronomie  an  deren  För- 
derung hatten,  könnte  daran  erinnern,  dass  die  gesammte  heutige 
Naturforsehung  auf  den  lichtvollen  Ideen  eines  Lord  Kanzlers  von 
England  beruht,  dass  von  den  52  wohlverdienten  Auszeichnungen, 
die  von  der  R-  Astronomicul  Society  seit  1823  bis  heute  verliehen 
wurden,  nicht  weniger  als  I!)  auf  Private  fielen;  könnte  Ihnen  ins 


vei  der  wichtigsten  Entdeckungen,  die 
s  und  der  Nutation  von  Bradley  mit 
n,  die  Dilettanten:  Molyneux  in  Ken 
d  in  Shirburu-  Castle,  ihm  zu  Gebote  stell- 
lass  wir  die  merkwürdige  Erscheinung  der 
zu  erforschen,  durch  astronomische  Lieb- 
den  nomadisirenden  Aknstiker  Chladni 
rurden,  dass  ein  Dilettant,  George  Lynn 
on   im  Anlange   des    vorigen  Jahrhunderts 


Gedächtniss  rulen,  dass  z 
der  Aberration  des  Lichti 
Hilfsmitteln  gemacht  wurd> 
undEarl  Macclesfield 
ten;  könnte  anführen, 
Sternschnuppen  nähei 
baber:  Benzenberg 
etc.,  zuerst  veranlasst 
in  Southwick,  uns  sc 
lehrte,  diese  flüchtigsten  aller  Himmelsphänomene  zur  Eixirung 
der  gegenseitigen  Lage  von  Punkten  der  Erdoberfläche  zu  be- 
nutzen; könnte  erwähnen,  dass  Josuah  Ohildrey,  Pfarrer  zu 
Upway,  uns  1661  der  Erste  mit  dem  Zodiakallichte  bekannt  machte 
etc.;  aber  ich  will  Ihre  Geduld  nicht  über  Gebfihi 
nehmen,  und  mich  begnügen,  Ihr  Augenmerk  nur  not 
biet  zu  richten,  das  einerseits  zu  wichtig,  aal'  den 
die  Leistungen  von  Volontären  der  Wissenschaft 
sind,  als  dass  ich  es  hier  mit  Stillschweigen  übergeben  durfte. 

Wir  sprachen  bisher  nur  von  eigentlichen  Forschungen  und 
liessen  die  dazu  nöthigen  Hilfsmittel:  Instrumente  und  Sternwar- 
ten an  sich  ausser  Acht,  und  doch  ist  die  Thatigkeit,  welche 
solche  Hilfsmittel  schafft,  noch  wichtiger  als  ihre  unmittelbare 
Anwendung,  denn  sie  setzt  nicht  den  Einzelneu,  sondern  die 
Menschheit  im  Grossen  und  Ganzen  in  den  Stand,  an  dem  ge- 
meinsamen Werke  der  Bildung  sich  zu  betheilen. 

Was  zuerst  die  Instrumente  betrifft,  so  haben  wir  an  einem 
Privatmanns  Jacob  Melius  in  Alkmaar  einen  der  unabhängigen 
Erfinder  des  Fernrohres  zu  verehren,  der  sich  aus  Liebhaberei 
mit  Coiistruction  von  Spiegeln  und  Brenngläsern  beschäftigte,  und 
so  dahin  gelangte,    unser  Auge  in  das  eines  Seraphs  zu  verwan- 


irlererseits 
bedeutend 
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dein.     Es  war  ein  junger  Mann  ohne  Amt  und  Würden,  William 

Gas  cui  ;nc  in  Middleton,  der  das  Teleskop  zuerst  als  Messwerk- 
zeug  verwendete,  der  in  dieser  Beziehung  zuerst  den  grossen 
Vorzug  des  Kepler'schen  Ocnlares  vor  dem  Gatilei'schen  erkannte, 
der  das  Mikrometer  erfand  und  schon  um  die  Mitte  des 
sechzehnten  Jahrhunderts  Resultate  damit  erzielte,  die  sich  seihst 
mit  beuligen  Bestimmungen  vergleichen  lassen.  Wir  danken  ei- 
nem Manne,  der  als  armer  Bauernknabe  am  Pfluge  seine  mathe- 
matischen Studien  begann,  später  in  der  Uhrmacherkunst  seinen 
Erwerb  suchte,  David  Rittenhouse  in  Philadelphia,  die  licht- 
volle, in  ihrem  seitherigen  Nutzen  kaum  hoch  genug  zu  schätzende 
Idee,  durch  zwei  mit  den  Objectiven  einander  gegenüber  gestellte 
Fernrohre  eine  fixe  optische  Linie  zu  bezeichnen,  so  wie  auch 
Rittenhouse  uns  {gleichzeitig  mit  Abbate  F.  Fontana)  die 
wichtigen  Vortheile  zeigte,  die  der  Spinnenfaden  vor  allen  künst- 
lichen Erzeugnissen  voraus  hat,  wenn  es  gilt,  gewisse  Punkte 
des  Sehfeldes  festzuhalten.  Thomas  Godfrey,  ein  Glaser  in 
Philadelphia,  erdachte  unabhängig  von  J.  Newton  den  Spiegel- 
sextanten, und  brachte  durch  Hadley  dieses  Instrument  zu  allge- 
meiner Anwendung .  das  für  die  nautische  Astronomie  eben  so 
wichtig  ist  wie  die  Bussole.  Die  eigentliche  Einführung  einer 
mi,  des  Kreismikrometers,  verdanken 
r  Dent  und  Bloxam  ersannen  eine 
u  der  wichtigen  Bestimmung  der 
(  durch  einen  bestimmten  Vertical. 
Captain  Kater  brachte  das  durch  ihn  unabhängig  von  dem  frühe- 
ren Erfinder  Bohnenberger  erdachte  Revcrsionspendel  in  die  Praxis 
und  leistete  dadurch  den  Pendelbeobachtungen  wesentlich  Vor- 
schub. Ein  Liebhaber  der  Wissenschaft,  der  erst  in  späten 
Jahren  in  öffentliche  Stellungen  trat,  Abbe  Rochon,  lehrte  uns 
doppelt  brechende  Krystalle  zu  Mikrometern  benützen.  Pearson, 
dem  wir  das  vollständigste  Werk  über  astronomische  Instrumente 
verdanken,  erfand  ein  astronomisches  Ocular  von  veränderlicher 
Stärke,  das  für  gewisse  Fälle  von  grossem  Nutzen  ist.  Dawes 
gab  uns  eine  Vorrichtung,  mit  der  eine  tiefere  Einsicht  in  die 
Sonnenflecken;  wie  Airy  sagt,  im  geometrischen,  nicht  im  me- 
taphorischen Sinne  des  Wortes  gewonnen  wurde.  Von  F.  Baily 
erhielten  wir  eine  gründliche  Behandlung  des  Mercurialpendels. 
Das  Spiegelteleskop  gelangte  in  den  Händen  der  beiden  Her- 
schel,  von  Oberamtmaun  Schröter,  W.  Lassei  und  Lord 
Rosse  zu  einer  Mächtigkeit,  die  das  dioptrische  Fernrohr  bisher 
nicht  erreichen  konnte.  Lassei  und  Dawes  fanden  zuerst  die 
Mittel,  katoptrische  Instrumente  parallaktiscb  zu  montiren,  und 
erhöhten    dadurch     sehr    die    Anwendbarkeit     dieser   Werkzeuge. 


der  nützlichsten  Vorrichtung?! 
wir  Olbers.  Die  Uhrmachei 
höchst  einfache  Vorrichtung 

Durchgangszeit  eines  Gestirn 
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wegungs 


i  brachte  eine    wichtige   Verfiel 
der  Aequaloriale  an,  etc. 


Von  Privatsternwarlen  haben  wir,  durch  besondere  von  solchen 
Anstalten  ausgegangene  Leistungen  veranlasst,  bereits  viele  ge- 
nannt; die  Bedeutung  derselben  aber  liegt  nicht  allein  in  hervor- 
ragenden, der  Wissenschaft  erwiesenen  Diensten,  sondern  ist 
eine  selhststßndige:  sie  bilden  an  sich  mehr  oder  weniger  dauernde 
Stalten  der  unmittelbaren  Förderung  unseres  Faches,  die  durch 
fortlaufende  Beobachtungen  der  verschiedensten  Art  überall  in  die 
astronomischen  Bestrebungen  ihrer  Zeit  eintreten,  und  bieten  über- 
dies Talenten,  die  auf  diesem  Wege  oft  ganz  der  Astronomie 
erhalten  »erden,  Gelegenheit  sich  zu  entfalten,  gehen  endlich 
häufig  zu  bleibendem  Gewinne  der  Wissenschaft  in  Landesiusti- 
tule  über.  Erlauben  Sie  mir  den  Belegen  hiefür,  die  sich  aus 
dem  eben  Gesprochenen  von  selbst  ergeben,  noch  einige  That- 
sachen  anzureihen,  die  bisher  keine  Erwähnung  fanden. 


Die    Ausrüstung    der    Li 

lienthaler    Sternwarte   kam    durch 

Kauf  von  Seite  der  engüschei 

i  Regierung  an  das  k.  Observatorium 

zu  Gtl Hingen. 

In  gleicher  Weise  bildeten  die  Instrumente  des  Grafen  von 
Hahn  zu  Remplin  die  erste  Ausstattung  der  Königsberger  Stern- 
wartej 

GrafMoritz  von  Brühl,  chursächsisch  er  Gesandter  am  eng- 
lischen Hofe,  hatte  zu  Ende  des  vorigen  Jahrhunderts  zwei  treff- 
lich ausgerüstete  und  mannigfaltig  thälige  Sternwarten, 
zu  London,  die  andere  zu  Harlield.  Bibliothek  sowohl  als  Instru- 
mente legten  spater  durch  Schenkung  an  die  Universität  Leipzig 
den  Grund  zum  dortigen  Observatorium. 

Die  Bilker  Sternwarte  wurde  1846  von  ihrem  Erbauer  Ben- 
zenberg der  Stadt  Düsseldorf  vermacht,  welche  sie  fortan  un- 
terhielt. Brünnow  und  Luther  leisteten  an  dieser  Anataft  der 
Wissenschaft  nichtige  Dienste. 


Karl  Nagy  sammelte  in  einem  von  ihm  tu  Bicske  bei  Pest.h 
errichteten  Gebäude  einen  prächtigen  Instrumenten  park,  der  nun, 
durch  Schenkung  in  iiffent liehen  besitz  übergegangen,  grossen 
Nutzen  zu  stiften  nicht  verfehlen  wird. 

Die  Observatorien  des  Herrn  Prälaten  von  Ünkrechtsberg 
zu  Olmütz  und  von  Baron  Parish  zu  Senftenberg  wetteiferten 
eine  geraume  Zeit  hindurch  mit  Öffentlichen  Instituten  in  astro- 
mi  sehen  Arbeiten;  an  jener  konnte  Julius  Schmidt,  jetzt  k.  Astro- 
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iioiti  xu  Athen,  a»  dieser  Th.  Brorsen  sich  «lern  Fache  widmen. 
Die  Ausrüstungen  heider  Anstalten  kamen  bei  deren  Auflösung 
grüsstentheils  «ländigen  Sternwarten  %a. 

Die  Sternwarten  des  Kammerherrn  v.  Reedtz  zu  Palsgaard, 
des  Proll  Habicht,  zuerst  zu  Bernburg,  dann  zu  Gotha,  liefer- 
ten zu  niederholten  Malen  werthvolle  Beobachtungen, 

Colonel  Mark  Beaufoy's  Instrumente  gingen  durch  Legat 
an  die  k.  astronomische  Gesellschaft  in  London  über  und  fanden 
dort  treuliche  Verwendung.  Dieselbe  Gesellschaft  überkam  durch 
Legat  eine  grosse  Anzahl  von  kostbaren  Instrumenten,  die  Sheeps- 
hanks  mit  seltenem  Kennerblicke  gesammelt  hatte. 

Die  schöne  Ausrüstung  van  Smyth's  Sternwarte  in  Bedford 
ist  jetzt  im  Besitze  eines  anderen  ausgezeichneten  Freundes  der 
Astronomie,  Doctor  Lee  in  Hartwell,  wo  Epps,  Pogsou  u.a. 
regelmässig  Beobachtungen  anstellten. 

Aus  Lord  Brisbane's  Sternwarte  in  Paramatta  entstand  das 
erste  Staats  -  Observatorium  auf  neubolländischem  Boden. 

Rear-Admira!  Shireff  in  Gibraltar,  dessgleichen  John  Drew 
in  Southampton,  Rev.  H.  II  Jones  in  Manchester  errichteten 
auf  ihre  Kosten  in  den  genannten  Häfen  Sternwarten  zur  Regu- 
lirung  der  Schiffschronometer,  und  wirkten  so  buchst  ivohltbätig 
für  die  Nautik. 

Anne  Jean  Duc-la-Chapelle  gründete  zu  Montauban 
im  Jahre  1792  mitten  unter  den  Schrecken  der  Revolution  eine 
Sternwarte,  der  wir  eine  Reihe  schöner  Bestimmungen  verdanken, 
und  an  welcher  Pierre  Bernier,  der  Schiffsastronom  bei  Bau- 
din's  Weltumseglung,  sich  ausbildete. 

Darquier  de  Pellepoix  beobachtete  nahe  um  dieselbe  Zeit 
durch  mehrere  Decennien  an  einem  von  ihm  in  Toulouse  erbau* 
ten  Observatorium,  aus  dem  später  die  jetzt  dort  bestehende 
Regierungsanstalt  hervorging. 

De  la  Nux,  das  gelehrte  Mitglied  des  Conscil  superieur  auf 
Isle  de  Bourbon,  de  Garipuy  iu  Toulouse,  J.  P.  Loya  de 
Chtfseaus  auf  seinem  Gute  gleichen  Namens,  entwickelten  Jahr 
zehn de    lang   eine  sehr   erspriessliche   Tliütigkeil  als  Beobachter. 

In  den  vereinigten  Staaten  von  Nordamerika  rief  der  Wunsch, 
auch  in  astronomischer  Beziehung  unabhängig  von  Europa  zu  wer- 
den, von  1836  bis  1854,  also  in  achtzehn  Jahren,  nicht  weniger 
als  vierundzwanzig   gross  ten  theils     sehr    bedeutende  Sternwarten 
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Iin'd  Lehen,  unter  denen  nieder  nicfit  weniger  als  sieben  von  Pri- 
maten (John  Jackson  in  Sharon  bei  Darby,  Lewis  Gibbes  in 
Cbarleston,  van  Arsdale  in  Newark,  W.  van  Dnzee  in  Buffalo, 
Campbell  und  L.  M.  Rutherford  in  New -York,  Friend  in 
Philadelphia)  gegründet  wurden.  Wäre  mir  hier  gestattet,  das 
Mäcenalenthum,  welches  eben  nur  materiellen  Vorschub  leistet, 
ohne  sich  an  der  Arbeit  selbst  zu  betheilen,  in  den  Kreis  meiner 
Bemerkungen  zu  ziehen,  so  mü'sste  ich  neun  weiterer  nordanteri- 
kanischer  Observatorien  erwähnen,  die  ihr  Entstehen  aus  solcher 
Quelle  herleiten. 

Die  Wärme  aber,  mit  der  gerade  ich  mich  des  astronomi- 
schen Liebhaberthumes  im  eigentlichen  Sinne  des  Wortes  an- 
nehme, mögen  Sie  mir  zugute  halten;  denn  die  erste  Sternwarte 
in  Wien  wurde  zn  Anfange  des  vorigen  Jahrhunderts  von  einem 
Privatiuanne,  dem  vielseitig  gelehrten  udinesiseben  Patricier  J,  .1, 
Marino«!  gegründet.  Sie  diente  dem  Observatorium  zum  Muster 
und  zur  Hilfe,  das  bald  darauf  in  den  Räumen,  wo  wir  jetzt  den 
grüssten  Theil  unserer  Collcgien  hallen,  errichtet  wurde,  und  ihre 
reiche  Ausrüstung  ging  nach  dem  Tode  des  Besitzers  als  Schen- 
kung der  um  das  Jahr  1753  erbauten  Staatsanstalt  zu. 

Poch  ich  will  zum  Schlüsse  eilen. 

PSo  weit  entfernt  das,  was  ich  eben  sprach,  von  allem  An- 
sprüche auf  Vollständigkeit  ist,  so  mag  es  doch  hier  immerhin 
genügen,  und  Sie  erlauben  mir  nur  noch  einige  Betrachtungen 
daran  zu  knüpfen. 

Wir  verfuhren  bisher  ganz  als  getreue  Baconianer  induetiv, 
indem  wir  aus  der  Erfahrung  nachwiesen,  welche  ausserordentli- 
chen Dienste  das  I.iebhaberthum  unserer  Wissenschaft  erwiesen 
hat  und  eben  daran  waren  den  Schluas  zu  ziehen,  dass  mau  fort 
und  fort  von  dieser  Seite  wichtige  Förderungen  der  Astronomie 
erwarten  darf.  Man  fängt  nachgerade  an,  uns  Naturforschern, 
was  eben  diese  induetion  betrifft,  eine  gewisse  Einseitigkeit  vor- 
zu«erfe«  —  vielleicht  nicht  mit  Unrecht;  denn  es  liegt  in  der 
menschlichen  Natur,  dem  Pendel  gleich  keine  Knhe  in  der  rich- 
tigen Mitte  zu  finden,  und  dann  erst  sich  zu  besinnen  und  an 
Umkehr  zu  denken,  wenn  man  in  dieser  oder  jener  Richtung  zu 
weit  gegangen.  Den  Philosophen  zu  Gefallen  also  wollen  wir 
jetzt  auch  noch  in  aller  Kurze  den  deduetiven  Weg  betreten  und 
uns  nach  den  inneren  Gründen  fragen,  die  dem  Liebhaberthume 
in  diesem  Fache  solches  Gedeihen  und  solche  Bedeutung  ver- 
schafften. 

Ich  sage:  in  diesem   Fache,    denn   ich  bin  der  hoffentlich 
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niefit  irrigen  Meinung,  dass  keine  andere  Naturwissenschaft  sicli 
solcher  ergiebigen  Unterstützung  von  Seite  der  Laien  erfreut.  Furch  - 
ten  Sie  nicht,  dass  ich  damit  zu  einer  Schilderung  der  oft  be- 
sprochenen Erhabenheit  des  Gegenstandes  aushole,  mir  welchem 
die  Himmelskuride  sich  belässt ;  denn  diejenigen,  die  in  astrono- 
mischen Beschäftigungen  nur  das  Vergnügen  suchen  sieb  an  der 
Schünheit  einer  sternhellen  Nacht  zu  weiden,  sind  nicht  die  Män- 
ner, denen  die  Wissenschaft  ein  dankbares  Andenken  weiht;  nur 
die  mühevolle  Vertiefung  in  FJiizelnheilen  nützt,  bringt  Ruhm  und 
Ehre,  im  Detail  aber  ist  die  Natur  nach  jeder  Kichtung  bewun- 
derungswürdig und  fesselt  überall  den  sie  Verstehenden.  Üvid's 
schöne  Worte : 


■ 


■  Os  homiiti  sublime  dedit,  coelumque  tueri 
Jussit,  et  erectos  ad  sidera  tollere  vultus 


haben  ihren  bildlichen  Sinn  nahezu  verloren,  seit  das  Mikroskop 
uns  die  Wunder  der  Schöpfung  so  gut  erschliesst  wie  das  Fern- 
rohr. Ich  finde  vielmehr  die  Ursache  der  Erfolge  des  Liebhaber- 
thumes  der  Astronomie  zunächst  in  der  Zugänglichkeit  dieser 
Wissenschaft.  Welche  andere  Doctrin  kann  sich  einer  gleichen 
Anzahl  trefflicher  populärer  Schriften  rühmen?  von  Fontenelle, 
Lambert  und  Laplace  bis  auf  unsere  Tage  bilden  dieselben 
nachgerade  eine  selbständige  Literatur,  und  es  würde  schwer 
halten,  irgend  einen  bekannteren  Namen  unter  den  Astronomen 
des  eben  abgelaufenen  Jahrhunderts  anzuführen,  der  sich  in  die- 
ser Richtung  nicht  auch  versucht  hat.  Glauben  Sie  ja  nicht, 
dass  diese  Häufigkeit  solcher  nichts  weniger  als  leichten,  geinein- 
fasslicben  Darstellungen  von  einer  besonderen  Liebenswürdigkeit 
der  Astronomen  rührt;  die  Männer  des  Berufes  sind  überall  ge- 
neigt, der  innungsstnlzen  und  bequemen  Maxime:  „nrcere  vulgus" 
zu  huldigen  und  dieselhe  so  zu  deuten,  dass  im  Allgemeinen 
eben  nur  wer  zur  Gilde  gehört,  zu  den  ihrigen  zählt.  Es  ist  hier 
die  Wesenheit  des  Faches,  welche  den  Gelehrten  gestattet  und 
eben  desshalb  sie  zwingt,  aus  ihrer  Studirstube  herauszutreten 
und  den  Kern  der  Wahrheiten,  die  sie  oder  Andere  gefunden, 
möglichst  entkleidet  vom  Nimbus  der  Kunstsprache,  dem  Laien 
mitzutheilen;  ihren  Absperrungsgelüsten  fröhnen  Messe  sich  eines 
der  schönsten  Vorrechte  ihrer  Wissenschaft  begeben,  das  dieselbe 
zu  einem  Hebel  höherer  Bildung  macht,  das  ihrer  Förderung  Hun- 
derte von  helfenden  Händen  gewinnt.  Solchen  jedem  Gebildeten 
verständlichen  Behandlungen  fügen  sich  nämlich  bloss  jene  Wis- 
senschaften ,  die  sich  eines  obersten  Grundsatzes  erfreuen ,  und 
daher  in  ihrem  eigentlichen  Gerippe  eben  nur  eine  ununterbrochene 
Kette  von   Schlüssen   bilden.     Die    Astronomie  rühmt  eich  dieser 
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Beschaffenheit  seit  Jahrhunderten;  dadurch  hat  sie  in  jener  Be- 
ziehung so  grossen  Vorsprang  vor  den  anderen  Naturwissenschaf- 
ten gewonnen,  die  neuester  Zeit  in  demselben  Maasse  ähnliches 
Streben  nach  gerneiiil'asslichen  Darstellungen  zu  äussern  beginnen, 
in  weichem  sie  der  Periode  des  Mystischen  oder  der  blossen  An- 
häufung von  Thatsachen  sich  entwinden.  Derselben  Richtung  des 
Popularisirens  hegegnen  wir  in  anderer  Weise  auf  streng  wissen- 
schaftlichem Gebiete;  der  Astronom  hal  so  viele  mechanische 
Operationen  im  Rechnen  wie  im  Beobachten  auszuführen,  bevor 
er  zu  Resultaten  gelangt,  dass  er  von  jeher  darauf  bedacht  war, 
durch  Kunstgriffe  aller  Art  jene  Vorarbeiten  abzukürzen;  er  hat 
überdies  für  Praktiker  im  eigentlichen  Sinne  des  Wortes :  für 
den  Nautiker,  den  Feldmesser,  den  Geographen  zu  sorgen,  die 
sich  nicht  damit  begnügen,  wenn  man  ihrer  Wirksamkeit  Über- 
haupt neue  Wege  zeigt:  dieselben  müssen  so  bequem  als  mög- 
lich sein,  sollen  sie  überhaupt  beschritten  werden.  So  kommt  es, 
dass  an  sich  sehr  verwickelte  Arbeiten  in  einer  Weise  verein- 
facht werden,  die  nichts  zu  wünschen  übrig  lässt,  dass  Instrumente 
zum  Gebrauche  einladende  Formen  annehmen,  auch  den  weniger 
Bemittelten  erreichbar  werden.  Unsere  Methoden,  unsere  Ephe- 
meriden  und  Tafeln  führen  die  meisten  Aufgaben  auf  elementare 
arithmetische  Verfahren  zurück.  Eine  heitere  Stunde  gibt  heute 
die  geographische  Lage  eines  Ortes  mit  grösserer  Priicision  als 
früher  Monate  lang  forlgesetzte  Beobachtungen.  An  die  Stelle 
der  unbehilflichen  astronomischen  Werkzeuge,  die  z.  B.  noch 
Karstens  Niebubr  auf  Kameelen  fortschaffen  musste,  sind  kleine, 
den  Reisenden  kaum  beirrende  Instrumeule  getreten,  ohne 
der  Genauigkeit  irgend  Eintrag  zu  thun,  ja  mit  bedeutendem  Ge- 
winne für  dieselbe.  Die  Errichtung  einer  Sternwarte  fordert  nicht 
mehr  wie  ehemals  notwendigerweise  einen  dem  Einzelnen  nur 
selten  möglichen  Aufwand,  die  Anstalt  ist  also  auch  nicht  mehr 
an  die  Scholle  gebunden,  wo  sie  eben  entstand:  als  Lassell 
von  Starfield  bei  Liverpool  durch  den  Kohlendnmpf  vertrieben 
wurde,  wanderte  er  mit  seinem  Observatorium  zwei  »eilen  weiter 
nach  Broadstones;  Daxes  wohnte  zuerst  in  Ormskirk,  dauu  zu 
Oanhrook,  später  zu  Wateringbury,  endlich  zu  Haddenham,  aber 
überall  hin  begleitete  ihn  seine  Sternwarte;  ja  man  kann  heute 
sogar  an  portative  Observatorien  denken,  wie  denn  Thomas 
Dell  ein  solches  von  sehr  zweckmässiger  Einrichtung  ersonnen 
hat.  Ein  gutes  Fernrohr  und  eine  verlassige  Uhr  in  freier  ruhiger 
Lage  können  richtig  gebraucht  oft  zu  den  schönsten  Ergebnissen 
führen.  Kein  Fach  ferner  gewährt  vielleicht  so  sehr  wie  das 
unsrige  die  Befriedigung,  die  im  Fördern,  im  Erzielen  von  Erfol- 
gen liegt;  kein  Fach  bietet  so  oft  nie  dieses  die  Erfrischung  der 
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ii «bestreit baren  Bestätigung  unserer  Ansichten;  kein  Fach  lädst 
wie  das  unsrige  die  Natur  fast  immer  selbst  und  im  Grossen  ex- 
perimentiren,  erspart  uns  beinahe  ganz  die  störenden  Mühselig- 
keiten, welche  eigentliche  Versuche  unausweichlich  begleiten;  die 
Astronomie  fordert  von  ihren  Jüngern  nicht,  das!)  sie  ein  uns  an- 
gebornes  Graun  vor  Leichen  überwinden,  dass  sie  abenteuerliche 
Keinen  unternehmen,  dass  sie  lebensgefährliche  Experimente  an- 
stellen. Vor  Allem  aber  hat  die  Astronomie  einen  Vorthe'd  ge- 
genüber den  übrigen  Naturwissenschaften,  der  hier  von  grosser 
Bedeutung  ist:  die  viillige  Freiheit  von  der  Cnlamität  der  Ter- 
minologien und  Classificationen.  Wahrend  andere  Naturforscher 
unter  der  Wucht  dieses,  ich  mochte  sagen,  administrativen  Theils 
ihrer  Thätigkeit  beinahe  erliegen  und  eben  desshalb  häufig  in  der- 
selben aufgehen,  ist  dem  Astronomen  diese  deprimirende  Aufgabe 
ganz  und  gar  abgenommen.-  Der  Begriffe;  Classe,  Ordnung,  Fa- 
milie, Gattung,  Art  und  wie  die  unzähligen  Abtheilungeu  alle 
heissen,  deren  andere  Fächer  für  die  Instandhaltung  ihres  wissen- 
schaftlichen Haushaltes  bedürfen,  kann  der  Astronom  sich  völlig 
entschlagen.  Die  Sorglosigkeit  des  Astronomen  in  Feststellung 
generischer  Unterschiede,  ja  der  Kunstausd rücke  überhaupt,  die 
ergötzliche  Verwirrung,  welche  in  dieser  Beziehung  in  unserer 
Wissenschaft  mitunter  herrscht,  zeigen,  wie  wenig  dem  Astre- 
inen an  diesen  Bingen  liegt.  Wenn  heute  Jemand  behaupten 
wollte,  die  Sternschnuppen  des  August  und  November  seien  Ko- 
meten, oder  Kometen  seien  Meteore,  so  werden  wir  uns  kaum 
die  Mühe  geben,  die  Gründe  für  und  wider  erst  sehr  genau  ab- 
zuwägen. Delambre  nennt  irgendwo  die  Kometen  Planeten  einer 
besonderen  Art,  er  halte  eben  so  gut  die  Planeten  eine  be- 
sondere Gattung  von  Knmeten  nennen  können,  ohne  weiter  Wi- 
derspruch zu  finden.  Wir  kennen  selbstleuchtende  Planeten  und 
haben  alle  Ursache,  die  Existenz  dunkler,  stillstehender  Central- 
kiirpcr  anzunehmen.  Für  den  Astronomen  hat  nicht  die  Gattung, 
sondern  nur  das  Individuum  Bedeutung.  Dieses  aber  kennzeich- 
net er  durch  den  Urt,  an  welchem  er  es  zu  einer  bestimmten  Zeit 
traf.  Er  hat  ein  grosses  Fach  werk  angelegt,  das  ihm  das  ganze 
nnerni essliche  Himmelsgewölbe  repräsentirt,  in  welchem  jedes 
beobachtete  Object  seinen  besonderen  Platz  erhält,  den  es  »war 
im  Laufe  der  Jahre  ändert,  aber  nach  bestimmten,  uns  genau 
bekannten  Gesetzen,  so  dass  nie  Unordnung  entsteht.  Der  Astro- 
nom bedarf  also  auch  der  Myriaden  von  Namen  nicht,  die  andere 
Wissenschaften  zu  ihren  Plagen  zählen.  Wenn  wir  ein  Paar 
Dutzend  Gestirne  mit  besonderen  Titeln  beehren,  so  ist  das  eben 
ein  Herkommen,  das  wir  schnell  verlassen  werden,  wenn  es  uns 
etwa    durch    die   Zahl    dieser    Himmelskörper    unbequem    werden 


i>.  Littrow:    PrivttlMstiwgen  auf  astronomischem  Gebiete.    271 

sollte,  wie  wir  längst  nahezu  alle  Benennungen,  «eiche  die  Alten 
den  Sternen  gegeben,  der  Geschichte  überantworteten,  seitdem 
es  eben  galt,  Tausende  und  alter  Tausende  von  Gestirnen  zu 
taufen.  Dieser  wie  mir  scheint  nichtige  Unterschied  der  Astro- 
nomie von  anderen  naturhistorischen  Fächern  begründet  nicht  etwa 
einen  geringeren  Umfang  der  Aufsähe,  welche  ihr  vorliegt,  denn 
gerade  dadurch,  dass  sie  die  Individuell  kennen  zu  lernen  hat, 
wird  ihr  Gehiet  ganz  eigentlich  unübersehbar,  und  »ir  können 
mit  Sicherheit  einer  nicht  eben  fernen  Zukunft  entgegensehen,  wo 
eine  Zahl  von  Himmelsobjecten  in  den  Bereich  der  Untersuchung 
gezogen  sein  wird,  welche  weit  über  die  der  bekannten  Arten  von 
Thieren,  Pflanzen  u.  s.  w.,  so  riesig  diese  letztlich  auch  ange- 
wachsen ist,  hinausgehen  wird;  aber  dieses  Kennenlernen  der 
Individuen  ist  ein  den  Geist  anregendes,  unmittelbares  Beschäf- 
tigen mit  der  Natur;  wir  Astronomen  sammeln  so  zu  sagen  nur 
und  kümmern  uns  um  das  ermüdende  Nomenkliren  nicht.  Die 
Freude,  die  der  Botaniker,  der  Zoologe  etc.  hat,  wenn  er  endlich 
nach  langwierigen  Bestimmungen  den  Namen  seit 
Jährt,  geht  bei  uns  ganz  über  in  die  Freude  zu 
Ouject  am  Himmel  aufzusuchen  ist.  Jenes  Bestimmen  aber  setzt 
immer  ein  Eingehen  in  die  Natur  der  Dinge  voraus,  das  dem 
Menschen  nur  in  sehr  geringem  Maasse  gestattet,  dessen  der 
Astronom  im  Allgemeinen  ganz  enthoben  ist.  Diese  Frage  nach 
den  letzten  Gründen  durchzieht  überhaupt  das  ganze  Gewebe  an- 
derer Naturwissenschaften  und  erlaubt  dort  nicht  wie  in  der  Astro- 
nomie einzelne  Theile  des  Faches  völlig  abgesondert  Ton  andern 
zu  behandeln.  Desshalb  stehen  denn  auch  jene  trockenen,  kei- 
neswegs anziehenden  Einleitungen  in  das  Studium  anderer  Zweige 
der  Naturforschung  überdies  auf  schwankendem  Boden,  während 
die  analoge  Beschäftigung  des  Astronomen  auf  unverbrüchlichen,  für 
immer  feststehenden  Normen  fusst,  und  so  heisst  es  im  Gegen- 
satze zu  sonstigen  Aussprüchen  hier:  „die  Gattung  vergeht,  das 
Individuum  besteht"  —  eine  Seite  unseres  Faches,  die  wieder 
nicht  wenig  dazu  beitragen  muss,  ihm  Liebhaber  zuzuführen;  denn 
nirgends  sonst  ist  die  Palme  der  Unsterblichkeit  so  sicher  und 
mit  verhältnissmitssig  so  leichter  Mühe  zu  gewinnen.  Das  dank- 
bare Feld  der  Entdeckungen  ist  das  eigentliche  Gehiet  des  Di- 
lettantismus. Der  Astronom  von  Profession  soll  nur,  wenn  er 
besondere  Gründe  dazu  hat,  sich  aufs  Entdecken  im  engsten 
Sinne  des  Wortes  legen,  denn  es  sind  ihm  Helfer  und  Mittel  zur 
Verfügung  gestellt,  diu  ihm  schwierigere  Aufgaben  zuweisen.  Der 
Dilettant  kann  nach  Lust  und  Liehe  den  Gegenstand  seines  Slre- 
beus  wählen;  welches  Ziel  er  immer  mit  Ausdauer  verfolgt,  wir 
werden  die   Früchte  seiner  Mühen    willkommen  heissen.     Eine  an 
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sich  sehr  wünschenswert  he  Ueberwachung  des  ganzen  Himmels 
z.B.  nach  allem,  hos  Neues  und.  Unerwartetes  sich  zeigt,  wie 
sie  vordem  Hevel  und  in  unsere»  Tagen  Biela  durchgeführt, 
ist  die  Sache  des  Liehhabers,  der  allein  dazu  die  nüthige  Müsse 
hat,  mährend  der  Fachgelehrte  seine  Zeit  nicht  auf«  Geralhewohl 
verwenden  darf,  sondern  vüllig  bestimmte  Zwecke  sieh  vorstecken 
ums-..  Das  Corps  der  Dilettanten  hat  wie  alle  Freicor|is  mehr 
Schwung  als  die  Männer  des  Berufes.  Dieser  bringt  einen  ge- 
wissen Schematismus  mit  sich  im  Verhalten  der  Gelehrten,  wie 
im  Reglement  des  Militärs,  einen  Schematismus,  der  nothwendig 
und  die  Grundlage  des  ganzen  Wesens  ist,  von  dessen  Schatten- 
seiten freier  zu  sein  der  Volontär  aber  immerhin  sich  rühmen 
kann.  In  dieser  Ungebunden hei  t  liegt  indessen  auch  die  Gefahr 
der  Zugellosigkeit,  die  dort,  wo  sie  ungehindert  wuchert,  den 
Dilettanten  zur  Qua!  der  Astronomen  macht.  Das  Beer  derer, 
die  da,  wie  Sir  John  Herschel  sich  einmal  sehr  treffend  aus- 
drückte, jede  Wissenschaft,  welche  sie  nicht  kennen,  Tür  eine 
neue,  eben  entstehende  halten  und  sich  %.  B.  sofort  anschicken 
den  Grundhau  der  Astronomie  durch  von  ihnen  erdachte  Welt- 
systeme zu  legen ,  die  da  glauben,  astronomische  Wahrheiten 
Hessen  sich  eben  auch  ohne  alle  Vorkenntnisse  erratheu,  das 
Heer  dieser  Freiwilligen  hat  es  zu  verantworten,  wenn  manche 
Leute  vom  Handwerk  die  Berührung  mit  Dilettanten  scheuen.  Wo 
aher  viel  Korn  geerntet  wird,  niuss  es  auch  viel  Spreu  geben, 
und  in  der  That  verleitet  die  Astronomie,  ohschon  gerade  sie  die 
erste  unter  ihren  Schwestern  den  richtigen  Weg  der  Forschung 
betrat,  mehr  als  irgend  eine  andere  Wissenschaft  die  Geister  au 
eitlen  Träumen ,  zu  aristotelischen  AnlicipatJonen ,  —  ein  Weg, 
den  heute  zu  betreten  geistig  noch  eben  so  bedenklich  ist,  als  es 
einst  auch  leihlich  gefährlich  war  davon  abzuweichen.  Die  Be- 
strebungen der  Dilettanten  sind  der  grossen  Mehrzahl  nach  rie- 
selnden Gewässern  zu  vergleichen,  die  nicht  beachtet  und  sich 
selbst  überlassen  im  Sande  verrinnen,  ja  Schaden  bringen  und 
das  Land  versumpfen,  gesammelt  und  geregelt  den  berechtigten 
Strömen  an  Nutzen  um  nichts  nachstehen.  Daraus  ergibt  sich 
von  selbst  die  Richtschnur  des  gci;enseiliyi;n  Verhaltens  zwischen 
Profession  und  Liebhaberlhum,  das  unter  günstigen  Verhältnissen 
wie  in  England  ganz  eigentlich  zur  POanzschule  für  jene  werden 
kann.  Wofern  dem  Dilettanten  Ernst  und  Beharrlichkeit  nicht 
fehlen,  soll  und  darf  ihm  die  Hilfe  des  Mannes  vom  Berufe  nicht 
entgehen.  Erfüllt  er  diese  Forderung,  so  kann  er  auch  des  Er- 
folges gewiss  sein,  denn  die  Schachte,  die  es  hier  zu  bearbeiten 
gilt,  sind  unerschöpflich,  und  der  aufmerksame  Forscher  kann 
immer  auf  das,    was   wir    Glück    nennen,    zählen  ;    hätte  Kepler 


f'.  Llllrow:    PrirailetetnngeTi  auf  astronomischem  Gebiete.    278 

sich  nicht  zufällig  an  Mars  gehalten,  dessen  Ungleichheiten  auch 
den  damaligen  Beohachlungsniifteln  schon  zugänglich  ivaren,  hätte 
William  Herschel  Uranus  eilf  Tage  früher  erblickt,  wo  dieses 
Gestirn  stationär  und  folglich  kaum  als  Planet  zu  erkennen  war, 
hätten  Le  Vwrttr'l  Arbeiten  ihr  Ziel  nicht  gerade  um  das  Jahr 
1846,  wo  die  von  ihm  stippnnirte  Bahn  Neptuns  mit  der  wirkli- 
chen zusammentraf,  erreicht,  so  würden  die  glänzenden  Entdeckun- 
gen, welche  sich  an  diese  Namen  knüpfen,  wahrscheinlich  auf 
lange  Zeit  verschoben  worden  sein;  Bradley  und  W.  Herschel 
bemühten  sich  umsonst  die  Parallaxe  der  Fixsterne  zu  finden, 
allein  die  grossen  Arbeiten,  welche  sie  zu  diesem  Zwecke  unter- 
nommen, wurden  gekrönt  durch  die  unerwarteten  Entdeckungen 
der  Aberration  des  Lichtes  und  planetarischer  Sonnen.  Wem 
aber  ein  astronomischer  Fund  von  auch  nur  einiger  Erheblichkeit 
gelang,  der  mag  sich  der  sorglichsten  Theilnahme  versichert  hal- 
ten und  darf  das  Unbeachtetbleiben  nicht  fürchten,  das  ihm  viel- 
leicht in  anderen  Wissenschaften  droht;  denn  nirgend  sonst  ist 
die  Gemeinsamkeit  aller  Leute  vom  Fache  au  Arbeiten  jeder  Art 
so  eingebürgert.  Die  Gefahr  im  Verzuge  auf  der  einen,  die  Mög- 
lichkeit, dasselbe  Object  von  tausend  Orten  zugleich  zu  unter- 
suchen, auf  der  anderen  Seite,  setzen  in  der  Astronomie  immer 
eine  Hemisphäre  auf  die  Fährte  alles  Neuen. 

Zum  Schlüsse  dieser  Darlegungen  sei  mir  gestattet  den  Wunsch 
auszusprechen,  dass,  wenn  dermaleinst  mein  heutiges  Thema  wie- 
der aufgenommen  werden  sollte,  man  nicht  wie  jetzt  nur  englische 
Namen  in  überwiegender. Zahl  zu  nennen,  ilass  man  insbesondere 
auf  österreichischem  Hoden  statt  der  schönen,  vor  kurzem  leider 
sämmtlich  eingegangenen  Privatstem» arten  zu  Olmülz,  Senfteii- 
berg  und  Bicske  reichen  Ersatz  anzuführen  habe.  Wenden  Sie 
nicht  ein,  dass  die  Zeit  zu  ernst  für  solchen  Mahnruf  sei.  Die 
Wissenschaft  ist  eine  Zufluchtsstätte,  in  der  die  Geister  sich  er- 
holen, erstarken  können  zum  Kampfe  des  Lebens;  gerade  die 
Sturm-  und  Drangpenoden  weisen  oft  die  wichtigsten  Errungen- 
schaften menschlicher  Erkenntniss  auf. 
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Neuer  Vorschlag  zur  Aufsuchung  des  Luft  widerstand 
gesetzes. 


Lehramts  -  Candidnl 


Herrn  Brenner, 
.   für  liüliere   Mnthcuiatik   und  Mci'lianik  zu  1 
gen  im  Königreich  Wiirtemlierg. 


Es  ist  befremdend,  dass,  in  Betracht  der  gleichförmigen  1 
theilung  der  atmosphärisch«!!  Luft  in  einer  so  kleinen  Region 
und  in  der  kurzen  Zeit,  wie  sie  unsere  geworfenen  Projektile  in 
Anspruch  nehmen,  bis  jetzt  noch  nicht  das  wahre  Luftwider- 
standsgesetz  hat  entdeckt  werden  können.  Bei  der  Wichtigkeit 
der  Sache  hat  es  an  vielfältigen  Versuchen  zur  Aul'lindiing  dieses 
Gesetzes  allerdings  nicht  gefehlt;  allein  alle  Bemühungen  waren 
bis  jetzt  fruchtlos. 

Diese  Versuche  aber  tlieilcn  sich  von  selbst  in  zwei  Gattun- 
gen, nämlich  in  rein  analytische  und  empirische.  Die  erstem 
ar  wohl  davon  aus,  dass  dem  Projektil  unaufhörlich 
ie  —  die  Luft  —  im  Wege  steht;  allein  es  wird  hier 
t  einmal  die  Elasticilät  der  Luft  in  Befrachtung  gezo- 
gen, oder  nicht  die  Art  und  Weise,  wie  die  ausweichende  Luft  auf 
die  vorwärts  und  seitwärts  liegenden  Luftschichten  einen  Druck 
ausübt,  wovon  offenbar  der  Gegendruck  auf  das  Projektil  abhängt. 
Wohl  wird  auch  eine  verdichtete  Luftmasse  vor  dein  Projektil 
und  eine  verdünnte  hinter  demselben  angenommen,  wobei  es  sich 
darum  handelt,  auf  »eiche  Weise,  oder  in  welcher  Gradation  sich 
diese  Verdichtung  und  Verdünnung  vertheilt,  wie  weit  sich  die- 
selbe erstreckt  etc.  Diese,  offenbar  richtigere  Behandlung  der 
Hache  hat  aber  ihre   bedeutenden  Schwierigkeiten  und  hat  dess- 
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wegen  gleichfalls  Dicht  zum  gewünschten  Ziele  geführt.  Aus  die- 
sem Grunde  sind  daher  auch  zahlreiche  empirische  Wege  einge- 
«chlagen  norden.  Alle  jedoch  leiden  an  dem  Uebelstamle,  dass 
das  Projektil  stets  mit  einer  Maschinerie  oder  überhaupt  mit  an- 
dern festen  Kürnern  in  Verbindung  steht,  wodurch  bei  dieser 
subtilen  Frage  die  Bewegungen  so  alterirt  werden,  das»  das  ge- 
suchte Gesetz  nicht  zu  Tage  treten  kann.  Gleichwohl  scheint 
der  empirische  Weg  der  sicherste  zu  sein,  und  der  einzig  richtige 
ist  nur  der,  wo  das  Projektil  in  seiner  Bewegung  gänzlich  unab- 
hängig bleibt  von  der  Berührung  mit  festen  Körpern,  und  so  wer- 
den wir  entweder  auf  den  Wurf  oder  auf  den  freien  Fall  geführt, 
Der  Wurf  aber  ist  schon  darum  verwerflich,  weil  hiebei  der  erste 
Impuls,  dessen  genaue  Bestimmung  sehr  unsicher  ist,  in  Rech- 
nung gezogen  werden  muss.  Somit  bleibt  uns  nur  noch  der  freie 
Fall  übrig. 

Kein  in  freier  Bewegung  befindlicher  Körper  lässt  die  Lage 
seiner  Oberfläche  gegen  die  Bewegungsrichtung  gänzlich  unver- 
ändert, und  diese  im  Voraus  nicht  genau  zu  bestimmende  Rotation 
modificirt  die  Widerstandskraft  der  Luft  im  Allgemeinen  wesent- 
lich. Hie  von  macht  allein  die  Kugel  eine  Ausnahme,  und  so  sind 
wir  gezwungen,  unsere  Untersuchungen  rein  auf  die  Kugel  zu 
beschränken.  Doch  ist  es  ein  Trost,  dass  gerade  dieser  sjie- 
rielle  Fall  der  wichtigste  und  derjenige  ist,  der  in  der  Ballistik 
zum  Vorschein  kommt. 

Der  Luftwiderstand  ist  eine  Funktion  der  Geschwindigkeit  des 
Projektils;  allein  die  Beobachtung  der  Geschwindigkeit  ist,  wo 
nicht  geradezu  unmöglich,  doch  jedenfalls  sehr  unsicher.  Hinge- 
gen sind  Zeit  und  Raum,  aus  denen  sich  Kraft  und  Geschwindig- 
keit ableiten  lassen,  einer  sehr  scharfen  Bestimmung  fähig,  and 
es  handelt  sich  jetzt  nur  darum,  wie  die  erforderlichen  Experi- 
mente am  zweckmiissigsten  veranstaltet  werden. 

Bei  dem  Umstände,  dass  der  Luftwiderstand  bei  geringer 
Fallhöhe  und  bei  bedeutender  Dichtigkeit  des  Projektils  ziemlich 
oder  doch  so  gering  ist,  dass  die  Sicherheit  des  Resultates  da- 
durch gefährdet  ist,  können  wir,  da  wir  nie  über  grosse  Fallhöhen 
gebieten  können,  bloss  die  Dichtigkeit  vermindern,  und  am  besten 
ist  es  wohl,  eine  sehr  genaue  Huhlkugel  von  dünnem  Blech  und 
entsprechender  Grösse  anzufertigen,  sie  von  verschiedenen  Höhen, 
bis  zu  ansehnlicher  Thiirmliühe,  fallen  zu  lassen,  und  sowohl  Fall- 
zeit als  Fallhöhe  genau  zu  beobachten  und  aufzuzeichnen.  Jede 
Beobachtung  werde  mehrmals  wiederholt  und  bei  etwa  sich  er- 
gebenden Differenzen  das  Mittel  geiiommeu.    Die  Fallaeit  müsste 
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durch  zwei  genaue,  vermittelst  der  Elektricitä't  vollkommen  gleit 
regulirte  Chronometer,  die  in  der  Nähe  des  Abgangs-  und  Ai 
lallpunktes  aufzustellen  wären,  beobachtet  werden;  und 
Zeitpunkt  des  Auffullens  zwischen  die  zwei  Grenzpunkte  einer 
Sekunde  fallen,  so  könnte  man  den  Fallraum  so  lange  vermindern 
oder  vergrössern,  bis  ein  Klappen  auf  einen  Greuzpunkt  der  Zeit 
erfolgte.  Die  Kugel  seihst  werde  vermittelst  eines  Fallnetzes  von 
Drath  mit  möglichst  weiten  Litzen  oder  Vierecken  aufgefangen, 
um  nicht  beschädigt  zu  werden.  Zu  genauer  Herbeiführung  des 
Zusammentreffens  des  Abgangspunktes  mit  einem  Sekundenan- 
fang kOnnte  folgender  Apparat  dienen.  AB  (Taf.  II.  Fig.  1.)  ist 
ein  auf  einem  anzuschraubenden  Fuss  stehender  vertikaler  Stän- 
der mit  einem  Schlitz  am  Ende  />'.  In  diesen  Schlitz  passt  ein 
Träger  CG,  durch  welchen  sammt  den  Schenkeln  des  Schlitzes 
ein  eiserner  Bolzen  geht,  um  welchen  der  Träger  drehbar  ist.  In 
das  Ende  G  des  Trägers  ist  ein  etwas  starker  Drath  GD  ge- 
steckt, der  einen  Drathkreis  D  trägt.  Vermittelst  der  Feder  F 
wird  der  Träger  in  horizontaler  Richtung  gehalten.  Auf  den  Drath' 
ring  D  aber  wird  die  Fallkugel  E  gelegt.  Indem  man  nun  den 
Sekundenzeiger  des  Chronometers  beobachtet,  übe  mau  sich,  im 
Moment  eines  Sekundenanfangs  den  Träger  durch  einen  unter  C 
nach  aufwärts  geführten  Hammerschlag  plötzlich  nach  unten  zu 
bringen,  so  dass  der  Drathring  I)  schnell  unter  der  Kugel  weg- 
geht, ohne  den  Anfang  des  freien  Falles  im  mindesten  zu  alteri- 
ren.  Der  Beobachter  am  Falltuch  wird  sich  ebenfalls  einüben 
müssen,  um  den  Moment  des  Auffallcns  der  Kugel  genau  bestim- 
men zu  können. 


Im 


I,  so  können  \ 


en  Fallraum 
ufstellen 


ind  die  Zeit  in  Sekunden 


*  =  at+ bP  +  et3  +  dfi+  c(»  + ... . 
Jede  Beobachtung  gibt  einen  Fallraum 

*1.  '||  *3>  **•••• 
mit  der  zugehörigen  Zeit 

h,  h,h>  (* 

wodurch  sich  die  Constanteo  a,  b,  c,  tt,  e —  bestimme».  Dabei 
ist  zu  vermuthen,  dass  diese  Coefficieiiteii  rasch  abnehmen,  worauf 
sich  eine  Methode  zu  ihrer  Bestimmung  gründen  lässt. 

Setzen  wir   nun    die    Geschwindigkeit  =  c,    die    relardirende 
Kraft  =9  und  die  Gravitation  der  Erde  ~ij,  so  ist 


ißa  LttflmderMaiH/sgesetees. 


j  +  >6t  +  3cP  +  idt3  +  Sei*  + 

=  2&+6cf+12d(B+20c(3+.... 

Wir  müssen  annehmen,  dass  c  mit  l  zugleich  gleich  Null  ist,  uad 
so  ist  «  =  0  zu  setzen.  Da  wir  ferner  wissen,  dass  im  Anfang 
der  Bewegung,  von  wo  an  wi<  die  Zeit  '  zahlen,  <f=(i  ist,  so  ist 

g=üb     und      ils&j 
Dadurch  verwandeln  steh  unser 

■  =  #(*  +  c(a  +  dt*  +  e(B  +  . . . . , 
t>  =  £(+3fiJ2  +  4d(B  +  5<j'*  +  ..... 
q>  =  —  6c(  —  12d(2— 20e(3  +  ----i 
aber  nunmehr  annehmen  : 

s  =  &*  +  o(3  +  6(+  +  cf>  +  rf(6  +  . . . . 


"2" 
i  Gleichui 


=  5<  +  3af  +  ibfi  +  5cf*  +  Gilt*  f ...... 

p  =  — ßa(-12ot»~20c(3  — 30(/(*+.... 

Will  man  nun  die  Kraft  <p  als  eine  Funktion  von  p  darstellen, 
elimlnire  man   /  zwischen  2)  und  3),   oder  besser,  man  setze: 

<p  =  i*B  +  flii*+  Co3  +  Z)d«  + 

ersetze  hier  tp  und  c  durch  ihre  Werthe  aus  2)  und  3),  setze,  da 
alsdann  eine  identische  Gleichung  zum  Vorschein  kommen  muss, 
alle  Coefucienten  der  verschiedenen  Potenzen  von  '  gleich  0,  wo. 
durch  sich  A,  B,  C,  D....  bestimmen.  Nachdem  daher  die 
Beobachtungen  gemacht  und  notirt  sind,  so  theilt  sich  das  Ge- 
schäft des  Calculs  in  die  Bestimmung  der  Coefucienten 

b,     6,     c,      d,     e....  und  der  Coefucienten 
A,    B,    C,    D,    £  .... 

womit  sich  noch  die  Vermnthung  der  etwaigen  geschlossenen  Form 
der  Funktion  des  Luftwiderstandes  verbinden  mag,  nebst  einigen 
praktischen  Schluesbemerkungen. 


Seutr  Vorschlag  ■ 


1.     Bestir 


r  Coeffic 


Indem  wir  unserer  oben  ausgesprochenen  Verriiuthung  Raum 
geben,  so  führen  wir  unsern  Calcul  in  der  Hypothese,  dass  die 
Coefificieiiten  n,  6,  c,  d....  eine  fallende  Reihe  bililen.  Bietet 
hierauf  dieser  Calcul  keine  Widersprüche  dar,  so  ist  die  Hypo- 
these richtig,  im  entgegengesetzten  Falle  aber  unrichtig. 

Noch  nie  ist  es  heohachtet  norden,  dass  ein  Kiirper,  der 
schwerer  ist,  als  die  atmosphärische  Luft,  bei  Windstille  nach 
einigem  Fallen  wieder  gestiegen  wäre.  Daraus  folgt,  dass  v  stets 
nur  positiv  sein  kann  und  auch  nie  durch  Null  gehen  wird.  Glei- 
cherweise kann  auch  <p  nur  positiv  sein.  Da  jedoch  das  Zeichen 
von  <p  vom  Zeichen  von  c  abhängt,  so  ist  ersichtlich,  dass  c  nur 
negativ  sein  wird.  Im  Uebrigen  mochte  der  beste  Weg  zur  Be- 
stimmung der  Coel'tici enten  «,  t,  c,  it....  der  folgende  sein. 

Man  richte  die  Beobachtungen  so  ein,  dass  die  erste  gilt  für 
t,  =  1  Sekunde;  die  zweite  für  (,=  9  Sekunden  u.  s.  w.  Alsdann 
hat  man  aus  1)  folgende  Gleichungen: 

4)  st-i£  =  fl+Ä  +  c+d  +  ...., 

5)  *a-25  =  Sfl  +  16Ä  +  32c+64d  + 

Ö)  ss-4i5='2?fl  +  8I6  +  243c+729rf-h...., 

7)  .'4  -  Sff  =  64«  +  256(.  +1024c  +  409fW  + . . . . 

Bricht  man  nun  die  Reihen  der  rechten  Seiten  gerade  so  ab,  wie 
sie  stehen,  und  multipücirt  die  Gleichung  4)  nach  einander  mit  8, 
27,  64,  so  hat  man: 

&,—  40  =  8fl+8A+Sc  +  8d, 

27%—  13;ff  =  27a  +  276+27c  +  27rf, 

64*3  -  32ff  =  64a  +  64A  +  04c+64rf. 

Zieht  man  jetzt  diese  letzteren  Gleichungen  nach  einander  von  B) 
6)  und  7)  ab,    so  ergibt  sich: 

s2 — 8*i  +  lg  =  8Ä  +  24c  +  56rf, 

s3  — 27*a+9i7  =  546+216c  +  702d, 

i4-64*„  +  24ff  =  192Ä  +  960c  +  4032rf; 
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woraus  man  b,  c  und  d  nach  den  bekannten  allgemeinen  Formeln 
für  drei   Unbekannte   bestimmen  wird.      Zuletzt  ergibt  sich   dann 
u  leicht  aus  4).     Ihre  XVerthe  seien  «, ,  6, ,  et ,  d,. 

Um  so. 

lann    eine  weitere   konstante  e  zu  bestimmen 

und  die 

erst  erhaltenen  zu  cnrrigiren,  so  denken  wir  uns,  a,,  6,,  cL  und  d, 
erhalten  die  Zuwachse  a,  ß,  y,  ä  und  ziehen  hierauf  von  den  auf 
den   rechten   LSeiten  auf   fünf  Glieder  gebrachten  Gleichungen  4), 
5),   6)   und  7)   der  Ordnung  nach    je   diejenigen  ab,  die  nur  vier 
Glieder  haben  und  in   denen  wir  uns  a,  b,  c  und  d  die  Werthe 
at,  6j,  ct  und  '/,   habend  denken.     Hiedurch  erhalten  wir  dann: 

O  =  «  +  0  +  y  +  3+e, 

0  =  8«  + 160  +  33j-  +643  +  128«, 

0  =  27«+81/3  +  243v  +  729o>2187e, 

0  =  64a  +  256(3  + 1024)<  +  40963  +  16384c. 

Dlvidiren    >i 

■ir  jede   durch  e,  setzen    —  =a,,     —  =  ßtlu. 

s.  w.  und 

r 

i  noch,  so  erhalten  wir: 

0  =  «l  +  ß1+r,+S1+l, 
0  =  a|+2jS,  +4^+8*!  + 16, 
0  =  «,  +3^+9^  +  270, +81, 

0  =  «j  +  4ß,  +  löyj  +  643|  +256, 

welche   sehr   leicht   aufgelöst   "erden   können.     Denn    man  ziehe 
jede  vorhergehende  von  der  nachfolgenden  ab,  wodurch  eich  drei 
Gleichungen    mit   drei    Unbekannten    ergeben.      Von    diesen    drei 
Gleichungen  ziehe  man  wieder  je  die  vorhergehende  von  der  nach- 
folgenden ab  und  bat  dann  zwei  Gleichungen  mit  zwei  Unbekann- 
ten.    Die  uneinsletzte  aber  ziehe  man  endlich  von  der  letzten  ab, 
wodurch  sich  St  ergibt,  und  rückwärts  gehend  auch  ft, ,  ßt  und  y,. 
Auf  solche  Weise  findet  sich; 

«t  =  24      \                           a  =  24e 

j9|  =  —  50  f                           ß  =  —50c, 

>     und   sodann 
Yi  =35       (                               y  =  35e, 

S,  =  — 10  /                           d=10e. 

Bilden  wir 

nun  die  nächste  Gleichung: 
*6  —  12J<?=5»fl+5*6  +  B»c  +  5«(/  +  5V, 

so  haben  w 

ir,    o=fl,+a,    Ä=A,  +  jS,  n.  »■  w.  setzend, 
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,5-12J.,  =  5»(«,-f  24p)+5*(fi,  -50p)  +Ö*(c.  +35»+  58<*'i- 

w elchex  gibt: 

_  sh—  12'g  — 3%  -SVii-So^-Sgrf, 
11 "~  5V.J4 

Zum  Behuf  der  Bestimmung  des  Coefficieuteo  /'  und  der  Cor- 


dasselbe  Verfahre 


Consta  n  teil 
ind  linden,  wenr 
[1  e  bezeichnen  : 

«=-isy, 

(3  =  +  85/-, 

,=-m. 

«  =  +  274/, 
r=_12CY, 


schlagen  H'ir  durchaus 
wir  die  neuen  Currektio- 


wnraus  sich  durch  Uehergai 


icbsten  Gleichung  ergibt: 


f=* 


s6— 18g-63(fl,  +  6/*,  +  6ac,  +  63ri1+6««1) 
— 6». 96105 


wofern  wir  die  durch  die  erste  Correktion  erhaltenen  Werthe  v 
a,  b,  c...  aufs  Neue  durch  u.  ,  6,,  Ci  ....  bezeichnen.  Auf 
gleiche  Weise  fahrt  man  fort,  die  nächsten  Coefficienten  g,  h....  and 
die  Correklioneu  der  vorangegangenen  Coefficienten  zu  bestimmen. 

Anstatt  diese  Coefficienten  je  durch  die  vorangegangenen 
genäherten  Werthe  rrt,  bt,  ,',  u.  s.  w.  darzustellen,  könuten  wir 
dieselben  auch  rein  in  Funktion  von  den  verschiedenen  Werthen 
von  s  und  vnn  g  darstellen.  Allein  die  auseinandergesetzte  Me- 
thode scheint  zweckmässiger  zu  sein,  weil  hier  immer  die  Cor- 
rektlonen  tt,  ß,  ■/....  zum  Vorschein  kommen,  welche  endlich  die 
Grenze  anzeigen,  bei  der  man  abbrechen  kann. 


2.     Bestimmung  der  Coefficienten  A,  B,  C,  D.... 

Nachdem  auf    solche  Weise    die  Constanten  a,  b,  e,  d..., 

bestimmt  sind,   so  finden  sich  die  Coefticienten  A,  B,  C,  D , 

dadurch,  dass  man  in  die  Gleichung 
6«J  +  ]26ft  +  20c(H;HMt*  +  42e(s+.... 

....  + /4e  +  BdH  Co8  +  ßi>4  +  £t  >+....  =  0 
statt  e  den  Werth  gt+  3oP  +  4of3  +  Öcf*  +  6rf(»  +  ....  einsetzt, 
und  die  Coefficienten  der  verschiedenen  Potenzen  von  t  gleich 
Null  setzt.    Dadurch  erhalt  man: 


Neuer  Vorschlag  Mir  A*fiucAring 


■ 


bringe,  ein  Donner,  der  von  dem  ersten  Knall  ganz  unabhängig 
ist.  Diess  lässt  auf  einen  abwechselnd  stärker  und  schwächer 
werdenden  Luftwiderstand  schtiessen,  so  dass  die  Vernnithuiig 
nahe  liegt,  der  Luftwiderstand  möchte  vihrirend  sein.  Ulme  Zwei- 
fel aber  bleibt  der  Haupttheil  des  Luftwiderstandes  das  Produkt 
einer  Constante  mit  dem  Quadrat  der  Geschwindigkeit,  und  so 
Messe  sich  vielleicht  setzen: 


$»«!»■+ »*&>$>(») 

oder 

<p  =  wra  +  iirsini(/(i7) 

oder 

rp  =  mB  +  «2(m-|-«siTnp(I-)) 

11.  s.   w. 

wo 

^(eJ^/j  +  ^  +  roHnp'+u. 

Die  Bemerkung,  dass  bei  geringerer  Geschwindigkeitsich  nichts 
von  vibrirendem  Widerstand  zeigt,  widerspricht  dienen  Fnrmeln 
nicht-  Denn  gesetzt,  es  sei  «  ein  sehr  kleiner  Coefiuieut,  so 
können  die  Glieder 


Hsini^(y)  und  i 


ntlieh 


n*(e}, 


:2siniji(p) 


bei   geringerer    Geschwindigkeit  unmerklich    sein,    bei    grösseren 
jedoch  sich  fühlbar  inachen. 

Es  wäre  möglich,  schon  nach  geringer  Mühe,  vielleicht  aber 
auch  erst  bei  grosser  Anstrengung  eine  geschlossene  Form  auf- 
zufinden. Eine  später  folgende  Bemerkung  möchte  einige  Erleich- 
terung versebaffen. 


4.    Seh  lussbemerku  ngen. 

a)  Da  der  absolute  Luftwiderstand  unter  anderm  auch  von 
der  Luftdichfigkeit  abhängt,  so  ist  es  nothwendig,  die  Beobach- 
tungen bei  möglichst  gleichem  Barometer-  und  Thermometer- 
starnl,  also  in  möglichst  kurzer  Zeit  ahzuschliessen,  und  sie  daher 
etwa    zur  Herbstzeit  bei    trockener   Witterung  Nachts   von  51—12 


Uhr 


utrie  hm 


b)  Indem  jeder  Luftzug  abzuhalten  ist,  so  wähle  man  als 
Ort  der  Beobachtung  einen  derartig  hohlen  und  jedenfalls  mög- 
lichst hohen  Tluinu.  dass  man  in  demselben  einen  Körper  frei 
lallen  lassen  kann,  wobei  natürlich  alle  Oeffnuugen  zu  verschlies- 
Um   die  Fallhöhen  in    möglichst  kurzer  Zeit  abzumes- 
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sen,  kann  man  schon  vor  Beginn  der  Experimente  die  Thurmwaud 
mit  Theilstrichen  um  fünf  zu  fünf  Fuss  versehen,  so  dass  man 
mit  einem  Massstab  von  fünf  Fuss  die  jeweilige  Fallhohe  vollends 
schnell  abmessen  kann. 

c)  Besser  möchte  es  sein,  an  der  Wandung  des  Thunhes 
einen  etwa  vier  Zoll  starken  Rahmschenkel  die  ganze  Höhe  hin- 
durch zu  befestigen,  den  man  von  Fugs  zu  Fuss  mit  Theilstrichen 
versehen  könnte.  In  diesem  Falle  wäre  der  Ständer  AB  entbehr- 
lich, und  könnte  mittelst  einer  Stellschraube  -  wie  bei  Nähkis- 
sen —  eine  Vorrichtung  an  den  Kahmschenkel  befestigt  werden, 
die  denselben  Arm  CD  trüge.  Eine  Leiter,  die  man  auf  den  vor- 
handenen böden  oder  Ruhebänken  aufstellte  und  an  der  man  auf- 
uiiil  absteigen  könnte,  würde  dazu  dienen,  die  Vorrichtung  an 
die  verschiedensten  Stellen  des  Rahmschenkels  hinzubringen. 
Ueberhaupt  aber  wird  die  Oertüchkeit  dieses  Verfahren  immer- 
hin nioditiciren. 

d)  Bewegte  sich  die  Kugel  zu  nahe  an  einer  Wand,  welche 
der  in  Bewegung  gesetzten  Luftmasse  theilweise  ein  Hinderniss 
in  den  Weg  zu  legen  im  Stande  wäre,  so  müsste  dieser  Umstand 
ein  gutes  Resultat  in  Frage  stellen.  Am  schädlichsten  aber 
müsste  der  Durchtass  durch  einen  Boden  wirken,  wenn  die  Rän- 
der dieses  Durchlasses  nicht  weit  genug  zurückträten.  Ueber- 
haupt ist  ein  nach  unten  sich  erweiternder  und  in  seiner  Abgren- 
zung möglichst  glatter  Raum  am  günstigsten.  Es  fragt  sich  nun 
bloss,  ob  es  der  Kosten  nicht  werth  wäre,  eine  zweihundert  Fuss 
hohe  hölzerne  mit  Brettern  beschaalte  Pyramide  oder  Kegel  in 
der  Nähe  eines  Thurmes  oder  zwischen  hohen  Gebäuden  aufzu- 
führen, und  seine  Befestigung  durch  Verkettung  an  die  hohe  Um- 
gebung zu  bewerkstelligen!  Das  Auf-  und  Niedersteigen  könnte 
vermittelst  Leitern  an  der  Aussenseite  geschehen  und  die  Ver- 
bindung mit  dem  Innern  durch  angebrachte  Oeffnungen  herbeige- 
führt werden. 

e)  Ohne  Zweifel  verhält  sich  der  Widerstand,  den  eine  Ku- 
gel erführt,  direkt  wie  das  Quadrat  ihres  Durchmessers  und  um- 
gekehrt wie  die  Masse  oder  das  Gewicht,  wie  diess  alle  Physiker 
beweisen.  Um  jedoch  auch  diesen  Satz  empirisch  zu  bestätigen 
und  überhaupt  über  eine  grossere  Anzahl  von  Beobachtungen  ge- 
bieten zu  können,  ist  es  gut,  die  Experimente  mit  zwei  Kugeln 
vorzunehmen,  und  zuletzt  die  (.'oellicienten  des  Widerstandes  mit 
einander  zu  vergleichen.  Gesetzt,  die  Coefficienten  der  zweiten 
Kugel  seien  A,,  Blt  C, ,  ....,  welche  den  Coefficienten  A,  B,  C... 
der  ersten  entsprechen ,  die  entsprechenden  Durchmesser  aber 
Vt  und  '  O,  die  Gewichte  <7,    und  G,  so  müsste  sein: 
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AG 

_AlGl 

BG 

BtGr 
-  Z>,a  ' 

CG 
D* 

C1Gl 

woraus  noch  folgt 

A:At=zß:ßl  =  C:Cl.... 

wofern  die  Beobachtungen  unter .  übrigens  gleichen  Umständen, 
und  also  namentlich  bei  gleichem  Barometer-  und  Thermometer- 
stand gemacht  worden  sind. 

Die  Proportionalität  der  obigen  Coefficienten  wird  zugleich  die 
Schärfe  der  Beobachtungen  controliren'.  Zeigen  sich  aber  Abwei- 
chungen von  solcher  Grösse,  dass  man  annehmen  darf,  sie  fallen 
ausserhalb  der  gewöhnlichen  Beobachtungsfehler,  so  ist  zu  ver- 
muthen,  dass  sich  die  Kugeln  in  ihrem  Falle  zu  nahe  der  be- 
treffenden Wandungen  befanden.  Ist  es  daher  nicht  möglich, 
diese  Entfernung  zu  vergrössern ,  oder  eine  besondere  Pyramide 
zu  erbauen,  so  suche  man  eine  andere  Oertlichkeit  auf,  oder  ver- 
kleinere man  die  Kugeln,  so  dass  die  in  Bewegung  gesetzten 
Luftmassen  die  Wandungen  nicht  mehr  berühren. 

Die  Gleichungen 

AG  _AlGl 

"2)2  —    J)  2   >  u#  S"  W* 

möchten  im  Stande  sein,  die  Aufsuchung  der  vielleicht  geschlos- 
senen Form  der  gesuchten  Funktion  zu  erleichtern.  Denn  daraus 
folgt,  dass  das  Gesetz  des  Luftwiderstandes  noch  dasselbe  blei- 
ben muss,  wenn  man  statt 

q>  =  Av  +  Br?  +  Cu3  +  /)«>*  +  .. .. 


setzt : 


oder 


A     .  B  *  .   C  ft     D  m 


<p  =  v  +  £v2  +  2v3+  2«>4  +  •••- 


oder 


»»+«■+£*>■+» 


V=    »»+»1   +    D»8+D»4  + 


oder 
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l'l  Da.*  Schwierigste  möchte  die  Anfertigung  sehr  genauer 
Kugeln  sein.  Dabei  ist  jedoch  zu  bemerken,  dass  es  nicht  als 
nothwendig  erscheint,  dass  Schwerpunkt  und  geometrischer  Mit- 
telpunkt vollkommen  genau  zusammentreffen.  Durch  Sehwimmen- 
lassen  der  Kugeln  im  Wasser  könnte  man  leicht  auf  der  Ober- 
fläche einen  Punkt  bezeichnen,  welcher  mit  dem  Mittelpunkt  und 
Schiverpunkt  in  einer  geraden  Linie  liegt,  bringt  man  hierauf 
den   bezeichneten    Punkt  der    Oberfläche   stets   oben    hin,    so  ist 


man  versichert,  dass  der  Schwerpunkt  an 

\  tiefsten  liegt  und  dass 

beim    Fall  keine  Drehung  vorkommen  kai 

in.     Und   gesetzt  sogar, 

die   Kugel  drehte   sich  und    wurde    dadui 

ch  von    ihrer    Richtung 

etwas   abgelenkt,  so  würde    solche   Able 

ikung    die   Fallzeit    und 

Fallhöhe  um  eine  Grösse  ändern,    die    m; 

m  mit  dem  Wachsthum 

des  Cosinus  eines  sehr  kleinen  Winkels 

vergleichen  konnte,  wo- 

fern  dieser  kleine  Winkel  selbst  um  eine 

sehr   kleine  Grösse  ge- 

wachsen  wäre. 

g)  Anlangend  die  Dimensionen  und  das  Gewicht  der  Kugeln, 
so  lässl  sich  hier  nichts  Bestimmtes  aufstellen.  Jedenfalls  soll- 
ten sich  die  Durchmesser  in  dem  Rahmen  von  Va  bis  1  Schuh 
bewegen  und  das  Gewicht  tierartig  sein,  dass  durch  den  Luft- 
widerstand in  der  ersten  Secunde  eine  Retardation  von  I  bis  2 
Schuh  herbeigeführt  würde,  so  dass  statt  15%  Par.  F.  nur  deren 
13  oder  14  durchlaufen  würden.  Allein,  bevor  man  kostspielige 
Proben  anstellt,  könnte  mau  etwa  durch  einen  Kupferschmied  eine 
ungefähre,  getriebene  Kupferkugel  anfertigen  lassen,  versehen  mit 
einer  kleinen  verschltessbaren  Oeffnung.  Vermittelst  verschie- 
dener Gewichte,  die  man  durch  die  Oeffnung  in  die  Kugel  ein- 
legte, könnte  man  endlich  das  richtige  Gewicht  erfahren,  um  Dach 
demselben  die  Fallkugel  anfertigen  zu  lassen.  Gesetzt,  es  sei 
dieses  Gewicht  =  (•  Pfunde  und  es  wiege  ein  Cubikzoll  des  an- 
zuwendenden Metalls  if  Pfunde;  ferner  sei  der  äussere  Halbmes- 
ser der  Kugel  =r  Zolle  und  der  innere  =x,  so  ist 

l«g(ra  —  x3)=G, 
woraus  folgt 


z  =  \fr 


_.iG 
Ang' 

h)  Man  könnte  vielleicht  die  Probe  machen  wollen,  vermittelst 
eines  am  Hebel  CG  angebrachten  Drathzuges  den  Gebrauch 
zweier  Chronometer  auf  den  eines  einzigen  zu  reduciren.  Allein 
hierauf  ist  nichts  zu  halten,  da  der  Anzug  des  Drathes  —  zumal 
wenn  er  lang  ist  —  kein  präcises  Abkommen  der  Kugel  herbei- 
fuhren kann.  Besser  ist  ein  Hammerschlag  an  C  aufwärts,  am 
besten  aber  ein  solcher  über  F  oder  G  abwärts. 


l.ehrmtz  Über  den  1'Iäctieninb.alt  eines  geraden 


XIV. 

.Lehrsatz  über  den  Flächeninhalt  eines  geraden  Cylin- 
dermantels,  welcher  von  einem  andern  senkrecht  ge- 
schnitten wird. 


Herrn  Eugen    Lon 
in   Mannheim. 


Wenn  die  Axen  zweier  ungleichen  geraden  Kreiscylinder  sich 
rechtwinklig  durchschneiden,  so  ist  der  im  dickeren  Cylinder  ein- 
geschlossene Tbeil  der  Mantelfläche  des  dünneren  Cylinders  gleich 
der  Mantelfläche  eines  schiefen  Cylinders,  welcher  den  kreisför- 
migen Querschnitt  des  dünneren  Cylinders  zur  Basis,  den  Durch- 
messer des  dickeren  Cylinders  zur  Seitenlange,  und  zur  Hübe  die 
Kathete  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  hat,  dessen  andere  Kathete 
und  Hypotenuse  beziehlich  die  Durchmesser  des  dünneren  und 
dickeren  Cylinders  sind. 

Beweis.  Legt  man  durch  jede  der  beiden  in  O  (Taf.II.Fig.2.) 
sich  rechtwinklig  durchkreuzenden  Cylinderaxeu  OZ  und  OX  eine 
Ebene  senkrecht  zur  andern,  so  werden  dieselben  sich  in  der  zu 
OZ  und  OX  senkrechten  Geraden  OYV  durchschneiden  und  die 
kreisförmigen  Querschnitte  ZV  und  XY  des  dickeren  und  des 
dünneren  Cylinders  enthalten.  Durch  einen  beliebigen  Punkt  M 
des  Kreises  XY  ziehe  man  MI*  parallel  und  gleich  dem  Halb- 
messer OX,  lege  durch  ihren  Endpunkt  PM'  parallel  zu  OZ  (also 
senkrecht  zur  Ebene  XOY)  und  mache  MM'=OZ=  dem  Hai b- 
messer  des  dickeren  Cylinders,  so  ist  I'M'  die  Hohe  und  MM' 
eine  Seiteulinie  des  oben  erwähnten  schiefen  Cylinders,  während 
der  bis   zur  Kreislinie  ZV   verlängerte  Durchschnitt  der  Ebene 
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M'MP  mit  Her  £hene  ZOV ,  d.h.  die  Gerade  NL,  der  Seiten- 
linie des  dünneren  Cylinders  gleich  ist,  welche  sich  im  Punkte  M 
seines  Querschnitts  bis  zur  Oberfläche  des  dickeren  Cyünders 
ortiol.it.  Da  die  aus  P  auf  die  Tangente  IHK  gefällte  Senkrechte 
dem  Radius  OM  parallel,  und  desswegen  Winkel  MPK  gleich 
Winkel  OMN  ist,  so  sind  die  hei  K  und  N  rechtwinkligen  Drei- 
ecke MKPunil  ONM  einander  congruent.  Folglich  ist  MK=ON 
und  Dreieck  MKM'  congruent  Dreieck  ONL,  weil  ihre  Winkel 
bei  K  und  N  Rechte,  ihre  Hypotenusen  MM'  und  OL,  und  ihre 
Katheten  MK  und  Oi\  einander  gleich  sind;  also  ist  auch  KM' 
=.NL.  Ist  aber  ,'/  der  Mittelpunkt  eines  Bogen«,  der  klein  genug 
ist,  um  als  geradlinig  betrachtet  werden  zu  Irinnen  (d.h.  eines 
„unendlich  kleinen"  Bngens)  und  zieht  man  von  seinen  Endpunk- 
ten parallel  OZ  zwei  Seitenlinien  des  dünneren  Cylinders  bis  znr 
Oberfläche  des  dickeren,  so  enthalten  diese  zwischen  sich  einen 
schmalen  trapezförmigen  Streifen  der  Mantelfläche,  dessen  Inhalt 
gleich  ist  demjenigen  eines  Rechtecks  aus  dem  kleinen  Bogen 
und  der  Mittellinie  NL  des  Trapezes;  zieht  man  ferner  durch 
die  Endpunkte  desselben  kleinen  Bogens  parallel  und  gleich  MM' 
zwei  Seitenlinien  des  schiefen  Cylinders,  so  ist  das  zwischen  ihnen 
enthaltene  schmale  Parallelogramm,  welches  M'K  =  NL  zur  Höhe 
nnd  den  kleinen  Bogen  zur  Grundlinie  hat,  dem  über  demselben 
Bogen  stehenden  Streifen  des  geraden  Cylinders  an  Inhalt  gleich. 
Dann  ist  aber  auch  die  Summe  aller  Streifen  des  geraden  Cylin- 
ders, welche  einem  beliebig  grossen  Bogen  des  Kreises  _Y  1"  an- 
gehören, d.  h.  das  auf  diesem  Bogen  stehende  Stück  der  geraden 
Mantelfläche,  dem  entsprechenden  Stücke  der  schiefen  Cylinder- 
fläche  gleich;  folglich  auch  der  vom  ganzen  Kreis  XY  bis  zur 
Oberfläche  des  dickeren  Cylinders  emporreichende  gerade  Cylin- 
dermantel  gleich  der  schiefen,  über  demselben  Kreis  sich  erhe- 
benden Cytinderflache.  Da  nun  die  beiden  eben  genannten  Cylin- 
dermäntel  die  Hälften  derjenigen  sind,  von  welchen  der  Lehrsatz 
handelt,    so  ist  die  Behauptung  desselben    vollkommen   erwiesen. 

Der  eben  bewiesene  Lehrsatz  gilt  auch  dann  noch,  wenn  die 
beiden  sieh  durchdringenden  Cylinder  einander  gleich  sind.  Der 
schiefe  Cylinder  füllt  jetzt  mit  seinen  beiden  kreisförmigen  End- 
flächen und  allen  seinen  Seitenlinien  in  die  Ebene  XOF,  und 
seine  Mantelfläche  besteht  jetzt  aus  zwei  ebenen,  von  geraden 
Linien  und  Halbkreisen  begrenzten  Figuren,  deren  jede  dem  Qua- 
drate des  Durchmessers  an  Inhalt  gleich  ist. 

Wendet  man  auf  den  schiefen  Cylinder  unseres  Lehrsatzes  ein 
von  Brinkley  (Irish  transact.  IX.  1803.  A  theorem  forfin- 
ding  the  surface  of  an  oblique  cylinder)  aufgestelltes  und 
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leicht  zu  beweisendes  Theorem*)  an,  wodurch  die  Mantelfläche  eines 
schieren  Cylinders  mit  kreisförmiger  Basis  auf  die  Mantelfläche 
eines  geraden  Cylinders  zurückgeführt  wird,  welcher  den  Durch- 
messer jeDes  Kreises  zur  Höhe,  und  dessen  elliptische  Basis  die 
Seitenlange  und  die  Höhe  des  schiefen  Cylinders  zu  Axen  hat; 
so  erkennt  man  unmittelbar  die  Wahrheit  des  folgenden 

Zusatzes.  Wenn  die  Axen  zweier  ungleichen  geraden  Kreis- 
cylinder  sich  rechtwinklig  durchschneiden,  so  ist  der  im  dickeren 
Cylinder  eingeschlossene  Theil  der  Mantelflüche  des  dünneren  Zylin- 
ders gleich  der  Mantelfläche  eines  geraden  Cylinders,  der  den 
Durchniesser  des  dünneren  Cylinders  zur  Hiihe,  und  dessen  ellip- 
tische Basis  den  Radius  des  dickeren  Cylinders  zur  grossen  Halbaxe 
und  den  Radius  des  dünneren  Cylinders  zur  Excentricitä't  hat. 


XV. 

Zur  Theorie   der  Gleichungen. 


Herrn   Johann  Karl  Becher, 
Primtlehrer   in   Zürich. 


Herr  Baurath  Dr.  Scheffler  hat  die  Algebra  unter  ander 
um  eine  einfache  Formel  bereichert**),  vermittelst  der  mar 
eine  Wurzel  einer  Gleichung  vom  dritten  Grade  gefunden,  sofort 
auch  die  beiden  andern  erhalten  kann. 

Heisst  nämlich  die  Gleichung,  deren  eine  Wurzel  r  gefunden, 


•ilgelheilt  v 

ng  der  algebrai 
Gleichungen  etc.  von  Dr.Hermann 
1858.     Siehe  pnjr.  92.  und  93. 


*)  Mit  «einem 
fite  222. 

")  Die  Am  flu 


Zur  Theorie  der  Gleichungen. 


x3  +  ff]  x*  +  atx  +  (i 
so  hat  man  für  die  beiden  andern: 


fV^SJ 


(8) 


Da  diese  Formel  sowohl  von  praktischem  Wert  he ,  indem  sie 
schneller  zum  Ziele  führt,  als  die  Division  durch  x — r  nach  der 
gewöhnlichen  Methode,  als  auch  von  wissenschaftlichem  Interesse  ist, 
so  mochte  auch  die  folgende  höchst  einfache  Herleitung  derselben 
einiger  Beachtung  werth  sein,  um  so  mehr,  da  Herr  Dr.  Scheff- 
ler  sie  auf  grossem  Umwege  gefunden  hat,  während  der  naher- 
liegende, viel  kürzere  Weg  ihm  entgangen  zu  sein  scheint. 

Wird  aa+  ffi^  +  Qjiir  +  aj  durch  x — r  dividirt,  so  erhält  man 
einen  Quotienten  von  der  Form:  aP  +  px  +  q,  in  welchem  p  und 
<l  zu  bestimmen  sind.  Da  nun  — p  die  Summe  und  q  das  Pro- 
line! der  Wurzeln  der  Gleichung  x*  +px  -)  ^  =  0,  also  der  zu 
suchenden  der  Gleicbuog  (1),  so  hat  man  unmittelbar: 

—  p  +  r  =  —  alt 
fjr  =  — a,; 


Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung 
X*  -\-  px  -\  q  =  0 
ein,  so  erhält  man  als  deren  Auflösung  di 
dieselbe  nun,  ohne  zu  weit  zu  fül 
hra  aufgenommen  werden  kann. 


Formel  (2),  so  dass 
die  Elemente  der  Alge- 


11. 

Wenn  man  von  der  Gleichung  vom  4ten  Grade 

x*  +  alx*  +  asx*+asx  +  at  =  0    .    .    .    ,    (3) 

zwei  Wurzeln  rt  und  ra,  die  entweder  reelle  oder  conjugirte  com- 
plexe  Wurzeln  sein  können,  kennt,  so  ergeben  sich  die  beiden 
andern  aus  der  Formel: 


^VPfW-Ä 
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Zur  Bestimmung  der  Coefficienten  p  und  ^  der  Gleichung 

#*+/?#  +  ?  =  0, 

deren  Wurzeln  die  Formel  (4)  darstellt,  gibt  nämlich  wieder  die 
Theorie  der  Gleichungen : 

—  «j  =  —  p  +  n  +rt% 


«4  =  frxr2 ; 


also: 


Man  kann  leicht  ähnliche  Formeln  fü'r  die  beiden  letzten  Wur- 
zeln jeder  beliebigen  Gleichung  höheren  Grades  herleiten,  deren 
übrige  Wurzeln  bekannt  sind.  Wenn  it ,  ra,  r3 , . . . .  rn— 2  die  be- 
kannten Wurzeln  der  Gleichung  vom  nten  Grade 

arn+ a1ar1|—1  +  aaa;n""a +  ••••  + «n  =  ö (5) 

sind,   so  erhält  man  die  beiden  andern  aus  der  Formel: 


x  = 


(6) 


an 


fri  Vi  ••••*«-* 


Von  dem  doppelten  Zeichen  innerhalb  des  Wurzelausdrucks 
gilt  das  obere  oder  das  untere,  je  nachdem  n  ungerade  oder  gerade. 
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XVI. 

(Jeher  miniere.  Zahlungstermine  mit  einfachen  Zinsen. 


Herrn  Doctor  Schlechter 
im    Gjm 


Ist  man  ein  Kapital  von  k  II.  nach  n  Jahren  unverzinslich  zu 
zahlen  schuldig  und  ea  wird  die  jährliche  Vergütung  für's  Hun- 
dert zu  p  Procent  und  der  gegenwärtige  Werlh  zu  «  angenom- 
men, so  ist  k  zu  zerschlagen  in  den  haaren,  gegenwärtigen  VVerth 
x  und  den  Abzug,  Rabatt,  Disconto  I)\  somit  ist  &=x  +  D.  D 
drückt   nun  offenbar  die  Benutzung  des  Kapitals  x  zu  /•  Procent 

für  n  Jahre  aus,   so  dass  dann  D  =  -tqq 
Hieraus  folgt: 


gesetzt   werden    kann. 


100  +  pn 
anwachsen, 


II.  werde 


■2)    »  = 


100/. 


'IW+pn 

i  zum  Zinsluse  p  in  n  Jahren 
100A 


k  fl,    wieder 


Der  Disconto  D  =  k- 


also 


3)    D  = 


lÖO  +  np* 

pnk 
~10O  +  p«' 

Sind  folglich  &,  Aa,  k3,....  kt  nach  a,  b,  c y  Jahren  unverzins- 
lich zu  entrichten,   so  ist  ihr  gegenwärtiger  Werth    W: 
100i,       ,      100ftB     .         .     1«M, 


4)     W  = 


100+  ap  T  100  +  Ap"1 


leber  mitUere  Za&Iungsitrmlne 


der  Disconto: 


h„  +  ■ 


"lOO  +  up  "*"  IOQ  +  bp 
B  gestellt 


""MOÖ+sp* 


Wird  nun  dieAufgabe  so  gestellt,  dass  die  Kapitalien  klt  A,, 
welche  man  nach  a,  b,  c,  —  ij  Jahren  unverzinslich  schuldig  ist, 
an  einem  und  demselben  Tage  bezahlt  werden  sollen,  so  wird 
also  der  Schuldner  bei  baarer  Zahlung  aller  Kapitalien  den  Werth 
100ir 

'*"■"  li 


100*2 
~100  +  <V  +  " 


~  100+  ap  T  100  +  bp  T  ""  x  100  +  yp 
entrichten;    der  M  inderbetrag,    Disconto,  />  wäre: 

apki  bpk%  ypkr 

'■  liJO+ap  +  IÖÖTfip  "](W+SP' 

Es  muss  daher  dem  Schuldner  der  Werth    W  so  lange  in  Hä'n: 
den  gelassen  werden,  bi; 


7)     Z>  = 


cent  der  Disconto  D   < 
x,   so  ist: 


durch  Verzins 

dt  worden  ist.    Nennt   man  diese  Zeit 


;  dessellie 


pWx 
~   100 


10, 


9) 
,nd  7): 


in  j-„,.  T  i 


|00ö 
:  pW  ' 


IWi  +  bp  * 


r_iuo_t^ 


1Ö0  +  ap  x  100  +  bp  x  ■ - '■  T  100  +  yp 
Oder,    was  offenbar   dasselbe  ist,   der  baare  Werth    W  und  der 
Zins  aus  W  zum  Zinsfusse  p  inuss  gleich   sein   der  Summe  der 
in  den  einzelnen  Terminen  zu  zahlenden  Kapitalien.     Somit: 


11)     W  + 


\V\>:p_ 

100  ~ 


ft,+*2  +  ....+Är, 


woraus  man  für  x  den  Werth  in  Gleichung  10)  erhält.  Es  bann 
somit  dieser  Auflösung*  weise  die  Richtigkeit  nicht  abgesprochen 
werden,  um  so  mehr,  wenn  man  sich  überzeugt,  dass,  wenn  der 
Werth  von  x  aus  10)  in  II)  eingesetzt  wird, 


Ä,+Aa  +  £3  +  .  ...  +  *,: 

sich  ergibt.     Schafft  man  in  Glei 


Innig  10)  die  Nenner  aller  Brüche 


n  Zähler  und  Nenner  weg,  und  führt  die  dann  angezeigten  Multipli- 


t  einfachen  Zinsen, 


eationen  aus,  so  erhält  der  Nenner  und  Zähler  Posten  mit  und  ohne 
den  Factor  p, so  dass#— ^  ,  jp  gesetzt  werden  kann, 
auf  der  rechten  .Seite  der  Gleichung  die  Uivisiu 


Führt  man 
>  erhält  man : 


BC 


Bei  Betrachtui 
die  Zeit  x  voi 


dieser  Gleichung  wird  in  die  Augen  fallen,  das« 
<  in  der  Weise  abhängt,  dass,  wenn  p  abnimmt, 
it  und  umgekehrt.     //-■()  gesetzt  gibt: 


_  akj  +  bk,,  +  . 


den  grösstmöglichsten  Werlh  für  ,t. 
kleinsten  : 


14) 


p  =  tx    genommen,  gibt  den 


~  D 

Die  gemeinschaftliche  Verfallzeit  aller  Kapitalien  wird  also  um 
so  früher  fallen,  je  grösser  der  Zinsfuss  genommen  wird,  und  um- 
gekehrt. Man  erkennt  also  aus  dieser  Eulwickelung,  dass  der 
mittlere  Zahlungstermin  nicht  allein  von  der  Zeit,  nach  welcher 
die  Kapitalien  zu  entrichten  sind,  und  von  ihrer  Grösse,  sondern 
auch  vom  Zinsfuss  abhängt.  Die  gestellte  Aufgabe  ist  daher  so 
lange  eine  völlig  unbestimmte,  so  lange  nicht  der  Werth  p  gege- 
ben und  durch  Vereinbarung  festgestellt  ist.  Die  Richtigkeit  die- 
ser Behauptung  kann  unmöglich  bestritten  werden.  Gegen  diese 
Wahrheit  werden  Verstösse  gemacht  in  allen  mir  hierüber  bekann- 
ten Schriften.     (Meier  Hirsch,  Oettinger  n.  s.  w.) 

Es  soll  nun  der  innere  Grund,  wie  man  zu  dieser  falschen  Auf- 
gabenstellung und  natürlich  dann  auch  zur  falschen  Lösung  kam, 
näher  erläutert  werden. 

Wir  stellen  zu  diesem  Behufe  die  Aufgabe,  wie  sie  gewöhn- 
lich gestellt  und  gelöst  wird  : 

Man  habe  £,,  kt,....kr  fl-  nach  n,  b,  c,....y  Jahren  unver- 
zinslich zu  bezahlen;    welches  ist  die  mittlere  Verfallzeit? 

Auflösung  1.  Zahlt  der  Schuldner  alle  Kapitalien  statt  nach 
seinen  vorgeschriebenen  Terminen  haar  und  man  nimmt  im  Allge- 
meiuen  an,  die  Verzinsung  der  Kapitalien  könne  nach  dem  Zins- 
fuss /■  stattlinden,  so  sind  die  Verluste  des  Schuldners: 

i ii  n—  afki  +  *pA±.-  ■  ■ + ypkr 
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21)     W  =  0. 

Der  Schuldner  oder  Nutzniesser  hat  also  gar  kein  Kapital  mehr 
in  Händen,  um  »einen  Verlust  durch  Umsetzung  zu  decken.  Dass 
der  Schuldner  aus  den  Kapitalien  £, ,  /,:,,  k3,....kT  den  Verlust 
in  zu  bestimmender  Zeit  nieder  gewinne,  ist  eine  beliebige  An- 
nahme und  entbehrt  jeden  Grundes,  da  die  Abzüge  so  beschaf- 
fen sein  müssen,  dass  die  Reste,  Hie  baareu  Werthe  der  Kapi- 
talien, zur  Verzinsung  ausgeliehen,  zur  ursprünglichen  Summe 
wieder  anwachsen  müssen,     Es  miissie 


F*'  + 


Wpx_ 


*i  +V+.-+ * 
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sein,  was  unmöglich  ist.  Diese  Libun  es  weise  ist  durch  die 
Pinckard'sche  oder  Carpzov'sche  Berechnung  des  In teruseriums 
hervorgerufen  worden,  und  üettinger  sagt  mit  Recht  Seite  III. 
seiner  politischen  Arithmetik,  dass  dieser  Methode  schon 
längst  kein  Denkender  mehr  beipflichte.  Er  selbst  löst  zwar 
sonderbarer  Weise  die  Aufgaben  über  mittlere  Zahlungstermine 
ebenso,  währenddem  der  Herr  Verfasser  Seite  13.  den  Wider- 
spruch der  Gleichung  20)  nachzuweisen  sucht  und  mit  Anwendung 
■i  ganz  analog  verführt. 


XVII. 

Einiges  über  Trisection   des  Winkels. 


Herrn  Fra 
Cadet  der  k.1.  Genie- Truppe  im  Mili 


t  Wallet-, 
r-gengraph  Indien  li 


Es  sei  (Taf.  ll.Frg.3.)  AB  eine  bekannte  Gerade,  C  deren 
Mittelpunkt  und  GH  senkrecht  auf  AB.  Beschreibt  man  aus 
einem   beliebigen,    in    der   GH    liegenden    Punkte    li    den    Bogen 


Walter;    Einiges  über  Trüection  des  Winkels. 


■ 


BEFA  mit  dem  Halbmesser  DB=zDA,  theilt  diesen  Bogen  bei 
F  und  £  in  drei  gleiche  Tfieile,  und  verfährt  ebenso  mit  mehre- 
ren, aus  den  in  der  GH  liegenden  Mittelpunkten  D' ,  D"  u.  s.  w. 
beschriebenen  Bügen,  so  liegen  alle,  auf  der  einen  Seite  befind- 
lichen Theilungspunkte  E' ,  E,  E"  u.  e.  w.,  dann  F,  F,  F"  u.  s.  w. 
in  einer  krummen  Linie,  deren  nähere  Untersuchung  unsere  Auf- 
gabe sein  soll. 

Nimmt  man  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  in  O,  wenn 
QC=\AC,  die  Abscissenaxe  in  ÄOA',  die  Ordinateuaxein  YOY' 
parallel  zu  GH.  verbindet  man  ferner  die  Punkte  B  und  E,  E 
und  /■'.  zieht  JE  senkrecht  auf  AB,  und  bezeichnet  endlich  die 
Länge  CB  mit  a,  so  ist: 

OJ=x,     EJz=y,     FE  =  EB, 
Jß*  +  JE*  =  BE*=FE?i 


FE=-2.EK=2.CJ=l><.OJ—OC)  =  %(x-£) 
und 

JB=  OB—OJ=^a—x 
ist,  so  ist 

wird  diese  Gleichung  geordnet,  so  hat  man: 

La  =  3z<i-j,s (1) 


als  den  genmetrischen  Ort  des  Punktes  E.  In  dieser  Gleichung 
erkennt  man  eine  Hyperbel,  deren  hiilhe  grosse  Ase  =  ;,-  und 
deren  halbe  kleine  Axe  =77)  leicht  zu  bestimmen  sind.  Ferner 
findet  man  die  Durchschnitte  der  Hyperbel  mit  der  Abscissenaxe, 
d.i.  deren  Scheitel,  in  £  und  A,  weil  AO—OL=j.  Es  ent- 
spricht demnach  die  Curve,  «eiche  F" ,  F,  f  u.  s.  iv-  verbindet, 
nicht  der  Gleichung  (1),  sondern  einer  anderen  Hyperbel,  deren 
Dimensionen  zwar  dieselben  sind,  deren  Scheitel  sich  jedoch  in 
V  und  B  befinden. 
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Die  Gleichung  (1)  enthält  ferner  nur  die  Constante  AB=2a, 
die  Hyperbel  wird  demnach  blos  durch  diese  Gritsse,  die  Sehne 
des  getheilten  Hodens,  bestimmt,  und  ist  von  dem  Bogen  selbst 
ganz  unabhängig.  Aus  der  Natur  der  Ableitung  geht  ferner  die 
Uiltigkelt  der  Gleichung  für  die  Theilungspunkte  aller  über  AB 
beschriebenen  llügen  hervor. 

Auf  diese  Betrachtung  gestützt  lässt  sich  ein  Instrument  von 
der  in  Taf.  II.  Fig.  4.  dargestellten  Form  eonstmiren,  mit  welchem 
man  jeden  Winkel  in  drei  gleiche  Theile  theilen  kann. 

Es  ist  nämlich  AB  die  Sehne  des  zu  teilenden  Bogens,  VII 
senkrecht  auf  AB,  AV=CB  und  LC=\CB,  ferner  LE  ein 
Theil  eines  Astes  der  durch  die  Gleichung  (I)  bestimmten  Hyperbel, 
in  der  man  a=CB  setzt.  Die  Punkte  I  und  /,'  sind  durch 
einen  Strich  auf  den  Kanten  Ln  und  Cm  markirt. 

Ist  nun  JUNO  (Taf.  II.  Fig.  5.)  der  zu  theilende  Winkel,  so 
legt  man  das  Instrument  dergestalt  auf  denselben,  dass  die  Punkte 
I  und  B  in  seinen  Schenkeln  liegen  und  die  Kante  Vit  durch 
seinen  Scheitel  geht.  Wird  nun  das  Hyperbelstück  LE  auf  das 
Papier  fibertragen,  ferner  der  Punkt  B  auf  NO  niarkirt  und  nach 
Wegnahme  des  Instrumentes  der  Bogen  BRA  ans  dem  Mittel- 
punkte N  beschrieben,  so  ist  der  Durchschnitt  R  dieses  Bogens 
mit  dem  Hypcrbelstücke  der  gesuchte  Theilungspunkt  desselben, 
daher  £BNR  =  \£MNO.  Die  Richtigkeit  des  Vorganges  erhellet 
aus  der  Vergleichung  der  Figuren  5.  und  3.  auf  Taf.  II. 

Der  genauen  Ausführung  dieser  Theilung,  welche  im  Allge- 
meinen keinem  Anstände  unterliegt,  treten  in  einzelneu  Fallen 
Schwierigkeiten  entgegen.  Bei  Winkeln  nämlich  nahe  au  180° 
treffen  die  Kanten  Ln  und  Cm  die  Schenkel  des  Winkels  in  sehr 
schiefer  Richtung,  es  wird  daher  die  Beurtheilung,  ob  die  Punkte 
A  und  B  in  diesen  Schenkeln  liegen,  und  die  Bestimmung  des 
Punktes  B  auf  NO  sehr  unsicher,  daher  das  Resultat  mit  einem 
bedeutenden  Fehler  behaftet  sein,  —  der  grüsste  mit  Sicherheit 
zu  theilende  Winkel  dürfte  140"  nicht  übersteigen.  Ist  der  zu 
theilende  Winkel  sehr  spitz,  so  ist  das  Instrument  ebenfalls  nicht 
mit  Vortheil  anzuwenden,  denn  je  spitzer  der  Winkel  wird,  desto 
grösser  werden  dessen  Sehenkel  und  der  Theil  CH  des  Instru- 
mentes (bei  gleicher  Sehne  AB),  so  dass  diese  Stücke  bei  nur 
massig  kleinen  Winkeln  schon  Dimensionen  annehmen,  welche 
dieGrenzen  gewöhn  liehet  ZeieflenSSehen  überschreiten,  wenn  nicht 
schon  ursprünglich  die  Sehne  AB  sehr  klein  gemacht  worden 
ist,  was  aber  wieder  bei  grösseren  Winkeln  der  Genauigkeit 
Eintrag  thim  würde,  Es  Ist  ans  diesem  Grunde  der  Winkel  von 
Theil  XXXIV.  20 


29fc 
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30"  als  der  kleinste  tm  (heilende  Winkel  anzunehmen,  für  wel- 
chen Fall  Cfl  =  2AB  genügt.  Ebenso  ist  es  für  den  griissten 
zu  theilendeu  Winkel  vnn  140"  hinreichend,  nenn  das  Hyperbel- 
stück  LE  ao  lang  gemacht  wird,  dass  die  Entfernung  BE  =  CB 
Ist.  Sind  Winkel  zu  fheilen,  welche  140°  Überschreiten  oder  30° 
nicht  erreichen,  so  vollführt  man  die  Theilung  an  dem  halben 
oder  doppelten,  überhaupt  an  einem,  in  einfacher  Beziehung  zu 
dem  gegebenen  stehenden  und  innerhalb  der  gegebenen  Grenzen 
liegenden  Winkel,  von  dem  sich  dann  leicht  die  Theilung  auf 
den  ursprünglichen  Winkel  übertragen  lasst. 


II. 

Das  Stock  des  Hyperhelastes,  welches  zur  Theilung  der  Win- 
kel benutzt  wird,  lässt  sich  annähernd  durch  einen  Kreisbogen 
ersetzen,  und  es  soll  hier  untersucht  werden,  inwiefern  dies  ge- 
stattet sein  kann. 

Zu  diesem  Ende   bezieht  man    die   für   den  Anfangspunkt   O 

«* 
giltige  Gleichung  der  Hyperbel  &ra —  4 -«•=»/*  auf  deren    Schei- 
tel A,  und  man  erhalt  als  neue  Gleichung; 

J*  m&*9  +  4(IX (1) 

Nun  beschreibt  man  aus  dem  beliebig  in  der  Ahscissenaxe  gewähl- 
ten Punkte  B  (Taf  II.  Fig,6.)  mit  dem  Halbmesser  BA  den  Kreis- 
bogen ACD'),  bezeichnet  das  Stück  AB  mit  l,  verbindet  ferner 
einen  beliebigen  Punkt  der  Hyperbel  E  mit  B  und  bezeichnet  die 
Gerade   EB  durch  /, . 

Es  ist  nun  der  Unterschied  zwischen  /,  und  /  zu  linden,  wenn 
E  innerhalb  der  angedeuteten  Grenzen  liegt,  stu  welchem  Zwecke 
bemerkt  wird,  dass  für  den  ganzen  Lauf  dieser  Untersuchung 
nur  der  halbe  Hyperbelast  von  A  aufwärts  in  Rechnung  gezogen, 
mithin  die  untere  Hälfte  desselben  und  der  andere  Ast  nicht  be- 
rücksichtigt wird. 

Es  ist  EB*  =  £Fa  +  FB*  oder  l^  =  (l-x)*+y*,  und  nach 
Gleichung  (1): 

Il*  =  P-2lz  +  4x*  +  4ax (2) 


*)  Es  ist  in  der  Figur  »tnvnltl  dieser  Bngen,  ala  auch  die  Hyperbel 
etyraK  iinnatiirlirfi  ffczcirlmot ,  um  ihren  l'nlersrliirit  deiillinlier  hermr- 
(ret'-nd   m   milchen. 
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und  nenn    man  hier  4«*  + 4a* — 2£r=m   setzt: 

/,'  =  /•+»!. 

Es  wird  der  Unterschied  zwischen  /,  und  /  blos  von  m  abhängen, 
so  dass  /]  für  ein  positives  m  grüsser  als  /,  für  ein  negatives  m 
bleiner  als  /  ist,  nnd  für  nt=U  die  Geraden  /  und  /(  einander  gleich 
werden ;  in  diesem  letzleren  Falle  wird  der  Kreisbogen  die  Hyper- 
bel schneiden. 

ird  aber  positiv,  wenn 
ix^  +  tax-^llx,    2a;  +  2o>/,    2x>/-2<r; 
es   wird   negativ,  wenn 

2*</  —  1a, 


und  =0,  wenn 


1x  =  l-1a, 


die  Abscisse  des  Durchschnittspunktes  ist. 

Das  Zeichen  von  in  wird  für  jedes  x  dasselbe  bleiben,  wird 
sich  aber  für  verschiedene  Werlhe  von  /  ändern.  Ist  nämlich 
/  <2n,  z.  B.  =2a  —  e,  so  wird  m  nie  negativ  werden  können,  denn 
es  kann  nicht  2a:  <  —  »,  sondern  nur  2^>— ».  daher  m  positiv 
sein.  Für  if=2a"  wird  m  entweder  positiv  oder  =0,  aber  nie 
negativ,  nnd  nur  Tür  />2a  kürnien  alle  drei  Fälle  eintreten. 

Fasst  man  die  erhaltenen  Resultate  zusammen,  so  sieht  man, 
das»  wenn  die  Entfernung  des  Mittelpunktes  des  Rogens  vom 
Scheitel  der  Hyperbel  grüsser  ist  als  2a,  so  wird  der  Bogen 
ausser  der  Hyperbel  bis  zu  ihrem  Durch  Schnitts  punkte  fortlaufen, 
sodann  aber  innerhalb  derselben  bleiben. 

Wenn  die  Entfernung  des  Mittelpunktes  vom  Scheitel  "T2o 
ist,  so  liegt  der  ganze  Kreis  im  Innern  der  Hyperbel. 

Hieraus  lässt  sich  leicht  schliesscu ,  dass  im  ersten  Falle, 
wenn  nämlich  der  Bogen  mit  der  Hyperbel  zwei  Punkte  gemein 
hat,  die  grösste  Differenz  zwischen  /,  und  /  jedenfalls  kleiner 
ausfallen  wird,  als  im  zweiten  Falle,  da  der  Kreisbogen  nahe  der 
Hyperbel  bis  zum  Durchschnitte  mit  derselben  fortläuft,  während 
er  sich  im  zweiten  Falle  sogleich  von  ihr  entfernt. 


Es  wird    aber  die  grösste  Differc 


ichen  /,   und  i  »Sei 


bar  daun    eintreten 
Mini, 


Einiges  aber  Trtsecllon  lies  Winkels. 


wenn  /,   ein  Minimum  wird;    nm 


bestimmen,    löst  man  die  Gleichung  (2)  nach  i 
ll*  =  P  —  <ilx  +  ix'*l-i.ax, 
_  ,  ,    2o-/      IP-P 

oP  +  ix— 4—  =  — j~. 


'lieh  kleiner  werden  km 


aar: 


da  sonst  der  Ausdruck  unter  dem  Wurzelzeichen  negativ,  mithin 
x  imaginär  werden  würde.  Bezeichnet  man  den  kleinstmüglicheti 
Werth  von  lx  mit  /%,   so  Ist 

b=lV3P  +  4al— 4^=;V(:w— 2<*)(/  +  2a). 

Für  diesen  Fall  wird    der  Ausdruck  in  (4)   unter   dem  Wurzelzei- 

/ 2„  /—2a 

chen  =0  und  x= — -r — =  J.  — n — ,  d.h.  die  Abscisse  desjeni- 
gen Punktes,  für  welchen  lY  ein  Minimum  wird,  ist  gleich  der 
halben  Abseisse  des  Durchschnittspunktes  der  Hyperbel  mit  dem 
Kreisbogen.     [Vergl.  Gleich.  (3)  u.  (4).] 

Will  man  das  Hyperbel  stück  AC  durch  einen  Kreisbogen  er- 
setzen, so  ist,  wenn  derselbe  durch  C  gehen  soll,  dessen  Radius 
AB  =  2a  +  2AG,  die  grösste  Abweichung  von  der  Hyperbel 
r—  &V(3f—  2«)(HH  und  die  Abscisse  für  den  Punkt  der 
grüssten  Abweichung  AF=:\AG. 

Da  es  für  sich  einleuchtend  ist,  dass,  je  grösser  l,  also  je 
grösser  das  Hyperbelstück,  auch  die  Abweichung  des  so  gefun- 
denen Kreisbogens  grösser  sein  wird,  so  wird  man  desto  annähern- 
der das  Hyperbelstück  ersetzen  können,  je  kleiner  dasselbe  ist. 
Nimmt  man  das  Hyperbelstück,  welches  zur  Theilung  von  Win- 
keln bis  zu  ISO"  ausreicht,  so  erhält  man  die  Abweichung  =0.006.«, 
eine  Grösse,  welche  sehr  fühlbar  und  für  die  wirkliche  Ausfüh- 
rung zu  bedeutend  ist.  Dagegen  erhält  man  einen,  für  diesen 
Zweck  vollkommen  tauglichen  Bogen,  wenn  man  als  Grenze  der 
zu  theilenden  Winkel  90"  annimmt. 

Es  wird  für  diesen  Fall: 


I 


■ 
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wenn  Jtt=r  ist.     Da  aber  r=zfIJ  =  a\'2,   so  ist 

z  =  o(v2.«inl5-—  0.33)  =  0,0; 
daher 


mitl 


=  |  \^4. 1961520  ><  4. 065384Ö 
-2. 065115. n, 

/—/2  =  0. 000269.«. 


Da  die  Unterschiede  zivisehen  /  und  /,  jedenfalls  kleiner  sind 
als  die  entsprechenden  Unterschiede  zwischen  den,  durch  den 
Kreisbogen  und  durch  die  Hyperbel  abgeschnittenen  Bügen,  so 
ist  der  grüsste  Fehler,    den  man  begehen  kann,   0.0002. a. 

Nimmt  man  als  die,  im  günstigsten  Falle  zu  erreichende 
Strichdicke  0.001  ffr.  Zoll,  so  wird  man  für  «=*4  Zoll,  d.  i.  die 
ganze  Sehne  =8  Zoll,  höchstens  um  die  Dicke  des  feinsten  Striches 
fehlen  können,  und  es  wird  dieser  Fehler  eintreten,  wenn  der  211 
(heilende  Winkel  85"  53'....  beträgt,  da  für  diesen  Fall  /,  ein 
Minimum  wird. 

Die  folgende  Construction  ist  hierauf  gestützt. 

Sei  MOIS  (Taf.  II.  Fig.  7.)  der  zu  (hellende  Winkel,  so  be- 
schreibt man  den  Bogen  '//W  mit  einem  beliebigen  Halbmesser, 
zieht  die  Sehne  MN  und  macht  AFI  =  ',MN.  Theilt  man  nun 
Z.MON  durch  die  Gerade  OP  in  zwei  gleiche  Theüe,  macht 
CE=CN,  beschreibt  ans  E  den  Bogen  MBN  und  trägt 
chord^Ä  =  £jtf  auf",  so  ist  arc  BN=  >arc  IHN,  da  ^MEN=90" 
ist.  Ziehtman  nun  BD±MN,  trägt  OG^CN=a  und  GH=GA 
auf,  so  wird  der  aus  B  beschriebene  Bogen  AB  den  Bogen  JtfJV 
in  F  schneiden  und  dieser  Punkt  der  Theilungspunkt  sein. 

Ist  ein  stumpfer  Winkel  MOQ  zu  theilen,  so  theilt  man 
JWO^bei  Fund  trägt  ehord  FK=  chord  KL=  ON  auf,  so  wird 
arc  QL  =.  1  arc  MQ  sein. 

Da  diese  Construction  für  den  gewöhnlichen  Gebrauch  viel 
zu  umständlich  ist,  so  wird  man  statt  des  Halbmessers  All  den 
Halbmesser  2a  nehmen  können  und  hiebei,  besonders  wenn  CN 
nicht  sehr  gross  und  ^MOJS  spitz  ist,  keinen  bedeutenden  Feh- 
ler begehen,  da  Tür  ü/OiV=90n,  /— /a =0.0010«  wird,  und  sich 
dieser  Fehler  desto  mehr  verringert,  je  kleiner  Z.MON  ist. 
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Beitrag  zur  Theorie   der  Tangenten   an  die  krummen 
Linien  der  zweiten  Ordnung. 

Vun 
Herrn  Professor  Dr.  J.  K.  Sleczkorvski 

nn   der  Universität    zu   Cninni. 


Aus  einem,  ausserhalb  eines  Kegelschnitte  gegebenem  Punkte 
eine  Tangente  nn  diesen  Kegelschnitt  zu  ziehen,  sind  zwar  etliche 
und  ganz  einfache  Methoden  bekannt,  doch  will  ich  hier  noch 
eine  nicht  minder  einfache  zeigen,  welche  wiewohl  schon  längst, 
jedoch  nicht  allgemein  bekannt  sein  durfte,  weil  ich  sie  bis  jetzt 
in  keiner  analytischen  Geometrie  angetroffen  habe ;  ich  erinnere  mich 
nur,  dass  mein  seliger  Professor  Franz  Sapalski  in  der  descrip- 
tlven  Geometrie  uns  diese  Methode  für  die  Ellipse  als  eine  ein- 
fache und  praktische,  aber  ohne   Beweis  gezeigt  hat.. 

Das  Wesen  dieser  Methode  beruht  auf  Folgentlein.  Nimmt 
man  den  Kreis  als  Beispiel  vor,  dessen  Mittelpunkt  S  (Tat  II. 
Fig.  8.).  Sei  ausserhalb  dieses  Kreises  der  gegebene  Punkt  P, 
aus  welchem  wir  die  Tangente  ziehen  wollen.  Man  ziehe  aus 
diesem  gegebenen  Punkte  P  wie  immer  drei  Sekanten,  welche 
die  Peripherie  des  Kreises  in  den  Punkten  A,  B,  C,  D,  JE,  F 
schneiden  sollen,  Verbindet  man  kreuzweise  die  Durchschnitts- 
punkte der  Sekanten  mit  der  Peripherie  mit  Geraden  BC,  AD, 
DE,  CF,  so  schneiden  sich  diese  Geraden  in  zwei  Punkten  O 
und  0',  durch  welche  die  Gerade  gezogen  und  bis  an  die  Peri- 
pherie verlungert,  uns  die  Berührungspunkte  T  und  7"  der  zwei 
aus  dem  Punkte  P  an  den  Kreis  gezogenen  Tangenten  anzeigen 
wird.  Dasselbe  gilt  auch  für  die  anderen  Kegelschnitte.  Um  aber 
diese   Methode    zu   begründen,    muss   vorerst   beniesen   werden, 
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dass  die  Punkte  O  und  O'  sich  wirklich  auf  der  die  B er ührungs punkte 
verbindenden  Geraden  TT'  befinden.  Dieses  bat  Tacquet  in  sei- 
ner „Synopsis  sectionum  conk-arum,  Veuetiis  MDCCLXII" 
synthetisch  bewiesen,  sich  auf  den  Satz  stützend ,  dass  bei 
jedem  Kegelschnitte,  wenn  man  aus  einem  ausserhalb  liegenden 
Funkte  eine  Sekante  dieses  Kegelschnitts  zieht,  dieselbe  in  zwei 
Punkten,  wo  sie  den  Kegelschnitt,  und  im  dritten  Punkte,  wo 
sie  die  Gerade,  welche  die  Berührungspunkte  zweier  aus  dem- 
selben an  den  Kegelschnitt  gezogenen  Tangenten  verbindet,  schnei- 
det, in  einer  harmonischen  Proportion  getheilt  wird.  Diese  zwei 
Sätze  habe  ich  in  keinem  der  jetzigen  Lehrbücher  gefunden,  des- 
wegen werde  ich  ihre  Begründung  hier  folgen  lassen,  indem  ich 
mit  dem  zweiten  beginne. 

Für  den  Kreis  ist  dieser  Satz  äusserst  leicht  zu  beweisen. 
Selen  nendieh  aus  dem  Punkte  P  (Taf.  II.  Fig.  9.)  zwei  Tangenten 
gezogen  und  die,  die  Berührungspunkte  verbindende  Gerade  TT*,  so 
wie  die  Sekante  PB,  welche  die  Peripherie  des  Kreises  in  den 
Punkten  A  und  B  und  die  Gerade  TT  im  Punkte  C  schneidet. 
Zu  beweisen  ist,  dass 

PB:PA  =  BC:AC. 
Durch  die  Punkte  A  und  B  zieht  man  die  Geraden  FD  und  GE 
parallel  zu  TT',  bis  sie  sich  mit  der  Peripherie  und  der  einen 
der  Tangenten  schneiden,  wie  hier  in  F,  G  und  I),  E.  Aus  einem 
bekannten  Satze  der  elementaren  Geometrie  hat  man  DT*=FD.AD 
und  ET*  =  EG.EB;  zieht  man  noch  durch  den  Mittelpunkt  des 
Kreises  die  Gerade  PQ,  welche  die  Gerade  TT  und  folglich  anch 
die  ihr  parallelen  l'A  und  GH  halbiren  wird,  so  ist 


QBxOA   oder  QE*:QBi=  OD1:  OA*, 


QE:OD  = 

und  daraus : 

QE*—  QB?;QE*=  ÖD*—  ÖÄ*.0~D*, 

oder 

(QE+QB){QE-QB):(OD  +  OA)(OD-OA)  =  QEi;0~D*, 
oder,  da  QB  =  QG  und  ÖA  =  OF: 

EG.  BE:  DF.  DA  =  QE*;Op*. 
Setzt  man   hier  die  obigen  Werthe    für  die  Rechtecke,    so  erhal- 


QEt:ODi,  =  ETt.DT1   oder   QE:OD=ET:DT. 


304 


Steczhotcski  : 


•  Theorie 


","■ 


Da  aber  QE:ODt=  PE-.P1),  so  ist   PE:PD=ET:DT,    A. 

die  Tangente  PE  ist  in  den  Punkten  P, 
modischen  Proportion  getheilt ,  deswegen  ist  derselbe  Fall 
der  Sekante  PB ,  dass  sie  in  den  Punkten  P,  A,  C,  B  durch 
die  Parallelen  in  der  nemlicben  Proportion  getheilt  wird,  d.h.  es 
wird  PB:  PA  =  BC:AC  sein,  wie  behauptet  wurde. 

Um  diesen  Satz  für  andere  Kegelschnitte  zu  beneisen,  werde 
icb  nur  die  Ellipse  vornehmen;  alles  aber,  was  ich  für  diese  be- 
weisen werde,  wird  für  die  zwei  anderen  Kegelschnitte,  d.h.  Hyper- 
bel und  Parabel,  gelten,  leb  nehme  die  allgemeine  Gleichung 
der  Kegelschnitte  vor: 

ay*  +  bxy  +  cx*  +  dy  +  ex+f=0, 

in  welcher  ich  x  und  y  als  schiefwinL lichte  Coordinalen  ansehe. 


deren    Anfangspunkt    O   ist   (Tal'.  II.  Fig.  10.), 
dass  diese  Gleichung  die  Ellipse  bedeutet. 


:nd   setze   vorauB, 


Ordne  ich  diese  Gleichung  i 

?  +  "- 


ch  y, 


sein.     Wird  hier  x=OP  gesetzt,   so  erhalt  man   zwei   Wurzel 
für  y,    Deutlich  PM  und  PN.     Da   aber  nach   der  Theorie   dei 

Gleichungen  — ■  ■■■  -     das  Product  dieser  Wurzeln  ist,  so  isi 


■I, 


cx*  +  ex+f 


Diese  Wurzeln  können  aber  entwede 
oder  beide  gleich  sein,  je  nachdem 

f 


>  reell,   beide  imaginär 
vei  Wurzeln    der  Glei- 


ch 


+  -  =0  reell,   imaginär  oder  unter  einander  gleich 


sinn.  Lassen  wir  die  imaginären  Wurzeln  ausser  Acht.  Wird 
in  der  ursprünglichen  Gleichung  y  =  0  gesetzt,  so  erhalten  wir 
die  Abscissen  der  Punkte,  in  welchen  die  Ellipse  die  Abscissen- 
axe  schneidet,  d.  h.  wir  erhalten  OA  und  OB.  Für  diesen  Fall 
haben  wir : 

x*  +  -x  +  t=(x-OA)(x-OB) 


-(x-OA)(x-OB). 
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Da  wir  aber  sorber  x=  OP  gesetzt  haben,    so  wild  auch: 
™L±l?±f=°{OP~OA)(OP-OB)  =  l  PA.Pß, 


PM.PN     c 


d.h.  nach  dem  Obigen  P1H.PN=-.PA.PB,  woraus  pA'pß  = 

Aus  dieser  Gleichung  lesen  ivir  die  Wahrheit,  dass  das  Verhält- 
niss  der  Rechtecke  PM.PN  und  PA.PB  (Ür  jeden  Kegelschnitt 
coustant  ist.     Setzt  man   also  x=OP,   so   werden  wir  auf  dem 

P'M'.PN'       c 
nemlichen    Wege     p, Ä   p>ß   —  -   und   lolglich 


PN.PM       P'N'.PM' 


PB.PA~    PB.PA 

erhalten,  d.  h-  zwei  Sekanten  aus  dem  nemiieheo  Punkte  P  ge- 
zogen geben  dasselbe  Verhiillniss  der  Rechtecke  aus  den  ganzen 
Sekanten  in  ihre  Theile  ausserhalb  des  Kegelschnitts,  wie  zwei 
andere  den  ersten  parallele  Sekanten  aus  einem  anderen  Punkte 
au  denselben  Kegelschnitt  gezogen, 

Nehmen   wir  jetzt  die  Abscissenase  O'X'  zur  Tangente  an. 

oder,    was  dasselbe  ist,   setzen  wir  voraus,    dass  zwei  Wurzeln 

e        f 
der  Gleichung   x%  +  -x+-  =  0    unter   einander   gleich    sind,    so 

kommen  die  Punkte  A  und  B  in  einen  Punkt  D  zusammen,  d.h. 
es  wird  PB  =  PA  =  QD,  so  wie  P"B=  PA  =  Q'D;  deswegen 
erhalten  wir  aus  dem  nemlichen  Grunde: 


QN.  QM  _  Q'IV .  Q'iW 


illil.T 


QN.  QD1   _  QD* 
Q'N'.QM'  —  ^Jp  • 


d.  h.  wenn  man  aus  zwei  verschiedenen  Punkten  ausserhalb  eines 
Kegelschnitts  zwei  parallele  Sekanten  und  Tangenten  an  den 
nemlichen  Kegelschnitt  zieht,  so  verhalten  sich  die  Rechtecke  aus 
den  Sekanten  in  ihre  Theile  ausserhalb  des  Kegelschnitts,  wie 
die  Quadrate  der  Tangenten. 

Auf  diese  Eigenschaft  der  Kegelschnitte  gestützt,  können  wir 
jetzt  beweisen,  dass  die  Sekante  PB  eines  Kegelschnitts,  gezo- 
gen aus  dem  Punkte  P,  wo  die  beiden  Tangenten  zusammen- 
kommen, in  den  Punkten  A,  B,  wo  sie  den  Kegelschnitt,  und 
im  Punkte  C,  wo  sie  die,  die  Berührungspunkte  der  zwei  aus 
demselben  Punkte  P  gezogenen  Tangenten  verbindende  Gerade 
schneidet,  in  einer  harmonischen  Proportion  getheilt  wird.  Wir 
wollen  nemlich  beweisen,  dass 
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PB.PA  =  BC:AC 

ist  t Till".  II.  Fig.  II ..).  In  dieser  Absicht  zieht  man  durch  P  und 
den  Mittelpunkt  der  Ellipse  die  Gerade  PQ,  und  dann  durch  die 
Punkte  A  und  B,  wo  die  Sekante  die  Ellipse  schneidet,  Paral- 
lellinien  zu  TT',  bis  ale  sich  mit  der  Ellipse  nochmals  und  mit 
der  Tangeute  PT  in  den  Punkten  F,  G,  D,  E  schneiden. 

Ich  halte  es  nicht  für  nüthig,  zu  beweisen,  dass  die  Gerade 
PQ  die  TT'  im  Punkte  /,  also  auch  die  ihr  parallelen  Sehnen  AF 
und  BG  in  den  Punkten  O  und  Q  balbirt.  Wenn  ich  also  die- 
ses voraussetze,  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden: 

DF.DA:EG.EB  =  DT*iET2. 

Im  Dreiecke  QPE  Italien  wir: 

QE:  OD  =  PQ:PO=  QB:  OA, 


d.  b. 


QE*.Qß*=OD*:OA*, 


QEl~Q~Wi:QEt=OD*—OA*:ODi* 

(QE  +  QB)(QE~QB):(OD+OA)(OD—OA):=:QE*:ÖD*. 

Da  aber  QB=QG  und  OA  =  OF,  so  ist 

EG.BE-.DF.DA  =  QE*:  Ö£P. 

Setzen  wir  hier  für  das  Verhältnis«  der  Rechtecke  daB  obige  ihm 
gleiche  der  Quadrate,  so  erhalten  wir: 

QE*:ÖD*=ET*:DÜ'2   oäeT   QE.QD  =  ET-.DT. 

Aber  QE:OD=PE:PD,  folglich  PE:PD  =  ET-.DT,  d.h.  die 
Tangente  PE  ist  in  den  Punkten  P,  D,  T,  E  in  einer  harmo- 
nischen Proportion  getheilt,  deswegen  wird  auch  die  Sekante  PB 
durch  die  Parallel linien  in  den  Punkten  P,  A,  C,  B  in  einer  har- 
monischen Proportion  getheilt,  nemlich  es  wird 

PB:PA~BC:AC 

sein,  was  zu  beweisen  war. 

Das  Letzte,  was  uns  zu  begründen  bleibt,  die  auf  der  ersten 
Figur  Tür  einen  Kreis  gezeigte  Methode,  mittelst  dreier  Sekante« 
die  Tangente  eines  Kegelschnittes  zu  ziehen,  zu  rechtfertigen,  i*l 
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der  Beweis,  dass  die  Geraden  All,  BC  (Taf.1I.  Fig.  II)  sich  auf 
der  die  Berührungspunkte  verbinden  den  Geraden  TV  schneiden. 
Diesen  Beweis  »verde  ich  fast  mit  Tacquets  Worten  führen. 

Es  seien  PT  und  PT'  zwei  aus  dem  Punkte  P  an  eine  Ellipse 
gezogene  Tangenten  und  TT'  die,  die  Berührungspunkte  verbin- 
dende Gerade;  dann  seien  l'li  und  J'ii  die  iwei  aus  demselben 
Punkte  gezogenen  Sekanten,  welche  die  Ellipse  in  den  Punkten  A,  B, 
C,  D  und  die  Gerade  TV  In  E  und  F  sehneiden.  Die  Gerade  AD 
schneiden"^  Linie  TV  im  Punkte  0;  durch  Pund  O  ziehen  wir  wieder 
eine  Gerade,  und  durch  die  Punkte  B  und  C  Parallellinien  zu  AD, 
bis  sie  sich  mit  der  TV  und  der  verlängerten  PO  in  <Ien  Punk- 
te» H,  K  und  G,  /  schneiden;  zuletzt  ziehen  wir  BO  und  CO. 
In  dem  Dreiecke  DOP  haben  wir  DO:CI=PD:PC.  Da  aber 
nach  dem  Vorhergebenden  PD-.PC  —  DF-.CF,  so  ist  auch 
DO  :C1  =  DF-.CF.  Die  Dreiecke  DOF  und  FCC  sind  ahnlich, 
deswegen  DF:CF=DO:GC,  folglich  D0:C1  =  D0:GC,  also 
G7=  GC.  Ebenso  hat  man  im  Dreiecke  BPH  die  Proportion 
BK:AO  =  PB.PA.  Da  aber  PB-.PA  =  BEiAE.  so  ist  auch 
BK-.AO  —  BE-.AE.  Die  Dreiecke  BEB  und  AEO  sind  wieder 
ähnlich,  also  BE:AE=BH:AO,  folglich  BK:AO  =  BB:AOt 
woraus  HK-  IUI.  Endlieh  sind  die  Dreiecke  HOK  und  iOG 
ähnlich,  haben  überdies  die  Seiten  //Ä  und  Gl  parallel,  die  zwei 
anderen  Seiten  des  einen  sind  Verlängerungen  der  Seilen  des 
anderen  Dreiecks;  wenn  also  die  Gerade  BO  die  eine  der  paral- 
lelen Seiten  HK  in  B  halbirt,  so  muss  sie  verlängert  die  andere, 
d.  h.  Gl,  auch  halbiren,  oder  sie  muss  auf  den  Punkt  C  treffen ; 
mit  anderen  Worten,  die  drei  Punkte  II,  O,  C  müssen  i 
und  derselben  Geraden  liegen. 

Auf  diese  Art  haben  wir  beniesen,  dass  die  Geraden  AD, 
BC  sich  auf  der  Geraden  TT'  durchschneiden.  Da  man  aber 
keine  besondere  Lnge  für  die  zwei  Sekanten  angenommen  hat, 
so  gilt  der  Satz  für  je  zwei  aus  dem  neinlichen  Punkte  P  ge- 
zogene. Zieht  man  «Iso  drei  solche  Sekanten,  so  werden  wir 
zwei  Durchschnittspunkte  erhalten,  welche  uns  die  Richtung  der 
Geraden  TV  und  diese  Gerade  die  Berührungspunkte  T  und  V 
bestimmen  werden. 
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Ueber  elliptische  Coordinaten. 

(Man  sehe  die  frühere  Abhandlung  in  diesem  T heile:     „Ueber 
krummlinige  Coordinaten."    Nr.  V.  S.  26.) 

Von 
Herrn  Doctof  Otto  Bohlen 

zu   Sulz  a.  N.  im  Königreich  Würtemberg. 


Aus  den  Gleichungen  des  Ellipsoids  (o)  und  der  homofokalen 
Hyperboloide  (p)  und  (v): 

folgt : 

(2)  . bcx=Qiiv, 

(3)  .  .  .  6V^^^.y=Vr^^aV7*^^VrP^^, 

(4)  .  .  .  cVc2-6».z  =  VP*-c2V^jt«Vca-A 

Diese  Relationen  bilden  die  Grundlage  für  die  Theorie  der  cen- 
trischen  homofokalen  Flächen,  oder  der  elliptischen  Coordinaten. 
Es  sei  ABCD  ein  Krummungslinien-  Viereck  auf  (o);  xa,  Xb,  Xc,  &d 
sind  die  Abscissen  der  Eckpunkte,  welche  durch  die  elliptischen 
Coordinaten  (q,  f*,v);  (q,  (t,  vr);  (p,  fi' ,  v');  (p,  ft',  v)  bestimmt 
sind;  so  folgt  aus. (2): 

(5) Xa>Xc  =  Xb.Xd; 

ebenso  findet  man  aus  (3)  und  (4): 
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Die  Abscissen  der  Ecken  eines  KrümmangsMnien- 
Vierecks  sind  proportionirt.  Hieraus  ergibt  sieb  weiter, 
die  Gegenecken  solcher  Vierecke  die  correspnndirenden  Punkte 
les  Ivory  sind.  (Chasles,  sur  l'attractlon  des  ellipsui- 
Institut  de  France,  toroe  IX.).  Aus  (2)  folgt: 
Bewegt  sich  ein  Punkt  in  einer  Ebene  senkrecht 
lurz-Axe,  so  ist  das  Produkt  der  grossen  Halbaxen 
der    drei    durch     ihn    gehenden     homofokalen     Flüchen 


Wir  betrachten  ein  von  sechs  homnfokalen  Flächen  eingeschlosse- 
nes Parallelepiped.  Die  Punkte  (p,  fi,  v)  uml  (p+rfp,  f*+(ff*,  v+dv) 
sind  zwei  Gegenecken  desselben:  in  dem  ersten  dieser  Punkte 
stossen  die  drei  Kanten  tls' ,  ds" ,  dsm  zusammen;  ds  ist  die  Ver- 
bindungslinie beider  Punkte  oder  die  Diagonale  des  Parallelepi- 
peds.  Betrachten  «vir  in  (2),  (3)  nnd  (4)  x,  y,  t  und  o  als  varia- 
el,  so  erhalten  »vir: 


m 


6V>  —  b'dt/: 
cVf*— *'<(*: 


Ocd.c  ~  fivdg, 


VF? 


VV- 


,U=Sr*a:*  +  V  +  d,-  =  ^=^ 


•  v  3 


i  findet  man,  wenn  in  (2),  (3)  und  (4)  x,  y,  i  und  /i ,  hier- 
f  x,  y,  i  tind  v  als  veränderlich  angesehen  werden: 


Es  seien  a,  a,  «  ; 
welche  die  Linien 


vV" 

-li"Scf- 

-r 

»'?" 

r^sv^ 

Z;r\l, 

Vi' 

-v'Vc=- 

-*•'''■ 

dt' , 

, «";  n,  a' ,  a"  die  Cosinus 
dt",  ds!"  mit  den  Axen  de 
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(10)  a 


Aehnliche  Wcrlhe  ergeben  sich  für  die  dinieren  Cosinus.  Aus 
(10)   folgt: 

In  einem  Krümmungslinien-  Viereck  auf  einem 
Ellipsoid  oder  Hyperboloid  sind  die  Cosinus  der  Win- 
kel, welche  die  Normalen  der  Fläche  mit  einer  der 
Axen    bilden,    proportionirt. 

In  einem  früheren  Aufsatze  (Ueber  einige  Satze  der  höhe- 
ren Geometrie,  Archiv.  T hl.  XXXHI.S.  Ul.)  habeich  folgendes 
Theorem  von  Chusles  aus  den  Formeln  (1)  abgeleitet.  Wenn  man 
durch  einen  Punkt  A  oder  (n,  h-,  v)  drei  Normalen  der  Flächen  (p),  ((*),  (v) 
siebt  und  auf  demselben  Stucke  abschneidet  —  ß,  /*  und  v,  so  sind 
diese  dieHalbaxen  eines  Ellipsoids  E,  welches  die  yt-  Ebene  im  Ur- 
sprung O  berührt,  und  dessen  parallel  mit  dieser  Ebene  gelegter  Dia- 
metralschnitt die  constanten  Halbaxen  >•  und  c  hat.  Wenn  sich 
nun  der  Punkt  (p,  fi,  v)  auf  einer  Ebene  /.  bewegt,  welche  mit 
den  Normalen  •>.  ;i  uiid  v  die  Winkel  i,  i' ,  i"  bildet,  so  sind 
die  Perpendikel,  welche  von  den  Endpunkten  dieser  Normalen 
auf  L  herabgelasssen  werden,  gleich  osini,  u-sini',  vsini",  und 
da  die  Quadratsumme  der  von  den  Endpunkten  dreier  konjugirten 
Semidiameter  eines  Ellipsoids  auf  eine  Diametral -Ebene  gefällten 
Perpendikel  konstant  ist,  .s:>  haben  wir: 

(11) o*sin*i'  +  r>asm2''  +  *aeinV'=tta. 

Hier  bedeutet  n-  die  Quadratsumme  der  von  den  Endpunkten  der 
konjngirten  Semidiameter  Ö A  ,  6  und  c  auf  L  gefällten  Perpen- 
dikel. Bewegt  sich  ,-l  mil'  i,  so  ist  «**  konstant :  kommt  der  Punkt 
A  in  eine  solche  Lage,  dass  eine  der  drei  durch  ihn  gehenden 
horaofokalen  Flüchen  L  tangirt,  so  verwandelt  sich  die  linke  Seite 
von  (11)  in  das  Quadrat  der  grossen  Halbaxe  dieser  tangirenden 
Fläche,  also  ist  diese  Halliaxe  =«.  Die  Fläche  selbst  nennen 
wir  (ß).  Wenn  in  (11)  der  Punkt  (o,  (i,  v)  als  fest  angenommen 
wird  und  die  Fläche  (a)  als  gegeben,  so  ist  (II)  die  Gleichung 
des  Kegels,  dessen  Spitz«  (o,  p,  v)  ist  und  welcher  (k)  taugirt. 
Die  Vatiäbelen  sind  die  Winkel  i,  i' ,  i"..  Wir  betrachten  die 
Normalen  der  in  (o,  (t,  v)  zusammenstossenden  Flächen  (p),  (fi) 
und  (v)  als  Coordinatenaxen  ,  und  zwar  sollen  die  Normalen  wott 
(p),  (ji)  und  (v)  die  Axen  der  |,  ij  und  £  sein.  Für  irgend  einen 
Punkt  (|,  7j,  £).    der  auf  der  Normale  von  L  liegt,   ist: 
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f 


n  V  = 


?  +  ,•+$»• 


sln»f=s 


,,j«: 


""—i'  +  .l'  +  E*' 

nach  (11)  lut: 

Diess  ist  die  Gleichung  des  Ergänzuugskegels  von  demjenigen, 
(reichen  die  Ebenen  L  einhüllen ;  der  Kegel  selbst  hat  also  die 
Gleichung: 


(12) 


bs+: 


>=0; 


s= 


■1  =  0; 


die  Gleichungen  der  Fokal -Linien 

da  (,  f*  nnd  v  konstant  sind,   so  folgt  hieraus 
Alle  konzentrischen  Beruhrungske 
Ellipsoide   oder  Hyperboloide    sind 
dieselben  Fokal -Linien),  welchen  Satz  Chi 
rinne)  und  Jacobi    (Creile's  Journal) 

PDie  Gleichung  des  Berührungskegels  einer   zweiten   homofo 
len  Fläche  (ß),  dessen  Spitze  auch  (o,  fi,  v)  ist,  heisst: 


egel  noiiiofokaler 
homofokal  (haben 
iles  (Apercu  bisto- 
ngegeben  haben. 


(13)  . 


« 


=^n 


^  +  . 


{VI)  und  (13)  sind  die  Gleichungen  einer  gemeinsamen  Tan- 
gente der  homofokalen  Flächen  (<■<)  und  Iß).  Da  nun  zwei  homo- 
fokale Kegel  sich  senkrecht  schneiden,  so  folgt  hieraus,  dass 
sich    durch    die   gemeinschaftliche   Tangente    zwei    Ebenen    legen 

Fen,  wovon  die  erste  (o)  berühr,  und  auf  (ß)  senkrecht  steht ;  die 
sc  berührt  (jS)  und  steht  auf  (a)  senkrecht;    mit  anderen  Worten: 
Die  scheinbaren  Umrisse  zweier  homofokalen  Flä- 
f  einander  senkrecht, 
h    betrachtet    werden 
mögen. 

Solche  Flächen  können  also  die  Krümmungsmitte] punkte  Einer 
dritten  Fläche  (1)  enthalten;  diese  hat  die  Eigenschaft,  dass  die 
Normalen,  deren  Fusspunkte  eine  Krümmungslinie  auf  ihr  bilden, 
(a)  (oder  (ß))  in  einer  geodätischen  Linie  berühren.  (Monge, 
analyse  appliquee  ä  la  ge"ometrie,  5"»  ed.,  pag.  136.,  137.) 
Die  Berührungspunkte  derselben  Normalen  mit  (ß)  (oder  (a))   bil- 
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den  eine  andere  Linie,  deren  Natur  mit  derjenigen  der  geodäti- 
schen Linie  auf  («)  (oder  (ß))  eng  zusammenhängt,  und  die  icb 
desshalb  konjugirte  geodätische  Linie  nenne;  denn  ihre  kon- 
jugalen Tangenten  sind  Tangenten  der  geodätischen  Linie.  Die 
Gleichungen  heider  Arten  von  Linien  lassen  sich  ans  (II)  unmit- 
telbar ableiten  mit  Hülfe  der  so  eben  angeführten  Betrachtungen, 
wie  diess  Cbasles  zuerst  gethan  hat.     Man  Gndet  nämlich: 


(14)  . 

(15)  . 


os2i  +  vasinai  =  Ka, 

psat,  +  iv>sin*f,  =  0«. 


(14)  ist  die  Liouville'sche  Gleichung  für  geodätische  Linien 
auf  dem  Ellipsold  (ß),  deren  Tangenten  die  homolokale  Fläche  (e) 
berühren.  Im  Punkte  (ß ,  ji,  v)  bildet  diese  Tangente  mit  der 
Krüminungslinie  ß  =  eonst.,  p  =  const.  den  Winkel  i.  Alle  Tan- 
genten der  Linie  (14)  berühren  die  homofokale  Fläche  (cc)  in  einer 
konjugirten  geodätischen  Linie,  deren  Gleichung  in  (15)  enthalten 
ist  Im  Punkte  («,  p' ,  v')  auf  («)  bildet  die  konjugirte  Tangente 
der  letzteren  Linie  mit  der  Krüminungslinie  u  =  coitst. ,  ji'  — const. 
den  Winkel  *'.  Wir  können  aus  (15)  einige  Eigenschaften  konju- 
galer geodätischer  Linien  ableiten. 


Wenn  in  e 
■  welche  ß  . 


ii  Punkte  auf  («)   zwei  Lin 
leiben  Werth  hat,  so  ist 


i  zusammentreffen. 


Solche  Linien  steben  gehörig  verlängert  auf  der  Krümmungslinie 
0  =  const.  von  («)  senkrecht.    Die  Formel  (16)  enthalt  also  den  Satz 


: 


ei  konjugirte  geodätische  Linien  einei 
•  der  Hyperboloids,  welche  au  f  Einer  Krön 
ter  Fläche  senkrecbt  stehen,  bilden  ii 
ischaftlichen  Durchschnitt  mit  einer  i 
uungslinie  gleiche  Winkel  mit  derselben 

nd  L  sind  die 


Ellip- 

nungs- 
ihrem 


Krün 

i  Winkel,  welche  die  conjugirten  Tangenten 
beider  Linien  im  Durchschnittspunkt  mit  der  Krümmungslinie 
fi,  =  eonst.  bilden,  und  da  diese  Winkel  nach  (IG)  gleich  sind,  so 
sind  es  auch  die  Winkel,  welche  die  Linien  selbst  mit  dieser 
Krümmungslinie  bilden.     Aus  (15)  folgt: 


ffr- 


~\T£?--v 


V^7 


Bähten:    l'eöer  elliptische  Coordtnnlen. 


In  A  schneiden  sich  zw 

konjugirte  Tangenten  auf  < 


i  konjugirte  geodätische  Linie1 
inander  senkrecht  stehen,    ah 
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,  deren 


oder    \[^-%=\l'^^l 


(17)    .    .    .    .     (i,9  +  v,a  =  03  +  0,2  =  const. 

Nun  ist  der  vom   Mittelpunkt   nach  A    gezogene  Halbmesser 
:u*-|-(t ,*+*,*  —  62  —  cs,  also  auch  konstant;    hierauf  beruht  der 


Satz: 

Wenn  sich  i 
dätische  Liniei 
Krli,„n,»ng.lini, 
schneiden,  das 
rechten  Winkel 
der  Punkt 


f  .1 


i  einem  Punkte  zwei  konjugirte  geo 
treffen,    welche  auf  zwei  bestimmte] 

i  senkrecht  stehen,  und  die  sich  s< 
ihre  konjugirteu  Tangeuten  einei 
mit    einander   bilden,    so   bewegt    siel 

:m  Durchschnitt    der  Fläche  mit  eine 

^ugel. 


Nach  dem  Theorem  von  Eulcr  besteht  die  Gleichung: 

i       i  i 

-;COS2i+  - 


-vv 


/.'"'• 


Wender)  wir  dieselbe  auf  die  geodätischen  und  konjugrrten  geo- 
dätischen Linien  der  centrischen  Flächen  zweiten  Grades  an. 
/>'  und  II'  sind  die  Hauptkrümmungshnlbmesser  des  Ellipsoids  (p) 
in  dem  Punkte,  wo  es  von  den  homnfokalen  Hyperboloiden  (,u) 
und  (v)  geschnitten  wird  ;    also  : 


R 


W- 


,V(,,_,,3 


R'  =- 


i3Vo3- 


i  ist  der  Winkel,    welchen  die  Tangente  dei 
mit  der  Krümm ungsli nie  fi  =  const.  ; 
halbmesscr  der  geodätischen  Lin 
die  Tangente  gehenden  Noi 


geodätischen    Linie 
ist  der  Krümmung»- 
und  also  zugleich  des  durch 
aUchnitts  der  Fläche.     Durch  Sub- 
stitution der  Werthe  von  I!  und  R'  m  die  obige  Gleichung  erhal- 
ten wir: 


(18) 


-ft«VPB- 


*V,«- 


ä*l«Mr*a« 


■Ol. 


Da  nun  nach  dem  Satze  von  Liouville  j*scossi-f- vssin*i  —  const- 
ist  längs  aller  geodätischen  Linien,  welche  Eine  Krümmungslinie 
von  (i<)  tangiren  oder  durch  einen  Nabelpunkt  der  Fläche  gehen, 
so  ist  auch: 


t'eöer  elliptische  Cimnllii'Uen. 


D  und  D'  sind  die  Halbnien  desjenigen  Diametralschnitts  der 
Fläche,  wplcher  der  Tangential-Ebene  im  Punkt  (a,  p,  v)  paral- 
lel ist.  D.D'.n  ist  der  Inhalt  dieses  Diametralschnitts,  somit 
haben   wir! 

Längs  aller  geodätischen  Linien  auf  einem  Ellip- 
soid  oder  Hyperboloid,  welche  Eine  Krü'nimttn  gsl  inie 
der  Fläche  tangiren  oder  durch  einen  NaheTpunkt 
geben,  ist  das  Verhältniss  der  dritten  Potenz  des  In- 
halts von  dem  der  Tangen  tial-Ebene  parallelen  Dia- 
metralschnitte zum  Krümmungshalbmesser  der  Linie 
konstant. 

Die  ganze  Beweisführung  lasst  sich  auch  auf  die  konjugirten 
geodätischen  Linien  übertragen,  wenn  man  in  (18)  unter  r  den 
Krümmungshalbmesser  des  der  konjugirten  Taugente  der  Linie 
entsprechenden  iNnrnialscbnitts  der  Fläche  versteht,  und  unter  i 
den  Winkel  begreift,  welchen  diese  Tangente  mit  der  Krümmungs- 
linie  (i  =  const.  bildet. 

m  und  m'  sind  die  Endpunkte  eines  Linienelements  auf  einer 
Fläche;  tnq  und  m'q'  sind  die  Normalen  der  Fläche,  und  zwar 
sind  f/tf'  diejenigen  Punkte,  welche  die  kleinste  Entfernung  zwischen 
beiden  Normalen  angeben,  aber  die  Linie  qq'  ist  senkrecht  auf 
jeder  Normale.  '  .loachimst ha!  nennt  »17  die  Poldistanz  des 
Elements  mm'  und  findet  dafür  den  Werth: 


i?i  cos  '  +  7 


im- 


Ä»tu"  t"rlP*mm 
i  ist  der  Winkel  zwischen  mm'  und  der  durch  m  gehenden  Krfim- 
mungslinie.  Es  mag  hier  erwähnt  werden,  dass  Poissnn  zuerst 
den  Gedanken  hatte,  die  kürzeste  Entfernung  zwischen  zwei  un- 
endlich nahen  Flächen -Normalen  itt  berechnen  (Journal  de 
l'ecole  polytechnique,  sur  la  courburc  des  surfaces, 
cahier  21,  page  205.).  Setzen  wir  nun  in  diese  Gleichung  die 
oben  angegebenen  Werthe  von  R  und  IV  für  das  Ellipsoid  (0) 
ein,  so  erhalten  wir  nach  einigen  Keiluklinueo : 

(?  ■     ■  ■  ^'„v^v/-^ 

In  demjenigen  Diantetralschnitte  von  (o),  welcher  derTangential- 
Ehene  des  Elements  BW»'   parallel   ist,    ziehe   man  einen  Semidia- 


■ 


Bnfilen:    V'eher  fl/fptisvhe  Coartiinaten. 
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meler  parallel  »im'  und  lalle  vom  Mittelpunkte  auf  die  durch  den 
Endpunkt  dieses  Semidiameters  gehende  Tangente  des  Schnitts 
ein  Perpendikel,  so  bedeutet  in  (19)  p  die  Grösse  dieses  Perpendikel«. 
Das  vom  Mittelpunkte  auf  die  Tangential-Ebene  gefüllte  Per- 
pendikel sei  P,  so  hat  man  dafür  den  VVcrth  in  elliptischen  Cnot- 
dinaten : 


oVV 


ft«W- 


*v>— 


also 
(20) 


Hierin  ist  folgendes  Theorem  enthalten  : 

Auf  einer  centrischen  Fläche  zweiten  Grades  ist 
ein  Linienclemenl  gegeben;  man  ziehe  in  dem  Diame- 
tralschnitte  der  Fläche,  welcher  der  durch  dieses  Eie- 
rn entgehendenTangential-Ebene  parallel  tat,  einen  Se- 
midiameter  parallel  dem  Elemente,  so  ist  das  Quadrat 
des  Perpendikels,  welches  vom  M  ittelpunkte  au  f  die 
-durch  den  Endpunkt  dieses  Semidiameters  gebende 
Tangente  des  Schnitts  gefällt  wird,  gleich  der  Pol- 
dietanz des  Elements  multiplizirt  mit  dem  vom  Mittel- 
punkte auf  die  Tangential-Ebene  h  erabgelassenen  Per- 
pendikel. 

Dieser  Satz  gilt  allgemein  für  irgend  eine  Linie  auf  der  Fläche. 
Bei  den  Krümmungslinien  wird  die  Poldistanz  gleich  dem  Hanpt- 
krümmungs-liallunesser  der  Fläche,  und  p  fällt  zusammen  mit  einer 
Halbaxe  I)  oder  /)'  des  der  Tangential-Ebene  parallelen  Diame- 
tralschnitts, also  ist: 


(21) R=~,    ß'  =  ^-° 

welches  der  Satz  von  Dupin  ist 

Jede  Linie  auf  einer  centrischci 
cbarakterisirl   durch   die   Formel 


R:R'  =  D:D', 


Fläche  zweiten  Grades    ist 


(22) 


p.ä.s'. 


OOft. 

o"  ist  der  Semidiaineter  der  Fläche,  welcher  parallel  der  Tangente 
der  Linie  ist,  3'  dor  konjugirle  Semidianieter  in  dem  Dmmetral- 
schnitte,  der  parallel  der  Tangential-Ebene  ist;  k  der  Winkel 
zwischen  beiden.  Hei  den  geodätischen  Linien  ist  P.  ü  =  const. 
(Joachimsthal),    also  auch: 
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(23) ö'.sina=const 

Bei   den   konjugirten   geodätischen   Linien    ist    /*.d'  =  ci 
(Chasles),    mithin  auch: 

(24) 3.eina  =  const. 

ä.sina  ist   nach  der  obigen  Erklärung  offenbar   =p,   also  hal 
wir  nach  (20): 

(25) ^./»  =  const. 

Hierin  ist  dieser  Satz  ausgedrückt: 

Längs  einer  conjugirten  geodätischen  Linie  auf 
einer  centrischen  Fläche  zweiten  Grades  ist  das  Pro- 
dukt der  Poldistanz  eines  Linienelements  und  des  vom 
Mittelpunkte  auf  die  Tangential-Ebene  gefällten  Per- 
pendikels konstant. 


Interessante  Abänderung  des  Ausspruchs  des  Gesetzt 
der  gewöhnlichen  Lichtbrechung. 


Herrn  Dr.  WFilh.  Matzka, 
Professor  der  Mathematik  an  der  Hochschule 


Die  folgende  Umstaltung  des  bekannten  Lehrsatzes  über  die 
gewöhnliche  Brechung  des  Lichtes  beim  Uebergange  aus  einem 
Mittel  in  ein  anderes  angrenzendes,  von  welchem  jener  über  die 
Zurückwerfung  des  Lichtes  nur  eine  Besonderheit  ist,  entsprang 
aus  meiner  (im  Januar  1857  stattgefundenen)  genaueren  Erwägung 
eines  in  meinen  niederholten  Vorträgen  über  die  gegenseitige 
Stellung  von  Geraden  und  Ebenen  im  Räume  bebandelten,  so  wie 


des  Gesetzes  der  gewöhnlichen  Lichtbrechung. 
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rauch  in  manche  Lehrbücher  der  Geometrie  («.  B.  in  L,  Schulz 
von  Strassnicki's  Elemente  der  reinen  Mathematik, 
2.  Theil,  Geometrie.  Wien  1835,  S.  196.)  aufgenommenen  Lehr- 
satzes über  den  Zusammenhang  der  Winkel  einer  geraden  Linie 
mit  den  in  einer,    von  ihr  durchstochenen  Ebene  enthaltenen  Ge- 

traden.  Sie  dürfte  einer  weiteren  Bekanntmachung  Im  Kreise  der 
mathematischen  Physiker  wohl  sicher  für  würdig  erachtet  werden. 
1.  Wenn  ein  Lichtstrahl  durch  eine  Trennungsebene  zweier 
Mittel  hindurchgeht,  wird  er  an  ihr  gewöhnlich  dergestalt  gebro- 
chen, dass  das  Verhältnis»  des  Sinus  des  Einfallswinkels  t 
/um  Sinus  des  Refractions-  oder  Brechungswinkels  q  ron 
der  Grösse  dieser  Winkel  unabhängig  und  dem  in  dieser  Hinsicht 
beständigen  Verbaltnisse  n:l  gleich  ausfallt,  wo  ti  der  Brechungs- 
index oder  Brechungsexponent  genannt  zu  werden  pflegt; 
also  dass  sich  verhält 

sin£:smo  =  H:l. 

2.  Man  weiss,  dass  der  Neigungswinkel*)  einer  geraden 
Linie  a  (Taf.  111,  Fig.  1.)  gegen  jede  Normale  oder  jedes  Loth  p 
einer  Ebene  H  sich  mit  ihrem  Neigungswinkel  gegen  diese  Ebene, 
oder  eigentlich  gegen  ihre  Projektion  «'  in  dieselbe  Ebene,  zu 
einem  rechten  Winkel  ergänzt,  nemlich  dass 

A        A         A         A 
a.p  +  a.H  =  a.p  +  a.a'  =  90° 

ist.  Sonach  ist  der  Sinus  jenes  erstereu  Winkels  der  Cosinus 
dieses  letzteren,  und  man  kann  deswegen  die  Sinus  der  obigen 
zwei  Winkel  c,  o  durch  die  Cosinus  der  Neigungswinkel  t' ,  g'  des 
einfallenden  und  gebrochenen  Strahles  gegen  die  Trennungsebene 
fl  ersetzen,   so  dass  sich  auch  verhält 


cos  e  :  cos  j»  = 
l  des  Winkel 


:1. 


*)  Unter  X  e  i  g  »  n  gsn  i  n  k  e  I  zweier  unbegrenzter  oder  voller  Gera- 
den begreife  ich  immer  den  kleinsten  Winkel  der  Uichiungen  dieser 
heiden  Geraden  ;  weshalb  derselbe  nie  stumpf  und  insbesondere  hei  gleich- 
laufenden Gernden  Kall,  hei  schiefen  Geraden  spitz,  liei  senkrechten 
»her  reiht  ist,  oder  knrz  immer  im  ersten  Winkelnuadranten  liegt,  von 
II"  bis  90"   -ii-Ii  erstreckt. 
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einschneidenden  Geraden  a  mit  e 
i-.mIimi  d  der  Ebene  gleicht  dem  Pi 
sinus  des  iVeigungs  wink  eis  jener  G 
Ebene  oder  gegen  ihre  Projection 
ans  dem  Cosinus  des  Winkels  dieser  Projection  mit 
jener  willkürlichen  Geraden,  vorausgesetzt,  das»  jede  Ge- 
rade na cli   einer   gewissen   ihrer  beiderlei   Richtungen  genommen 


ner  beliebige»  G 
oduete  aus  dem  C 
?raden  <i  gegen  diese 

u    in  die  E 


, 


mlich  • 


ist: 


«(«.«■}  = 


.cos(a' 


Denn  projicirt  man  von  der  Geraden  n  irgend  eine  Strecke  OA=r 
fcuv  orderst  mittelbar  auf  die  Gerade  d,  d.  i.  zuerst  in  die  Ebene 
il  nach  OA'  und  dann  noch  diese  Projection  auf  die  beliebige 
Gerade  d  nach  OD;  so  bildet  dort  OA  mit  ihrer  Projection  OA' 
immer  den  Neigungswinkel  der  a  mit  ihrer  Projection  n',  folglich  ist; 


und  dabei  eben  s 


OA' 
OD 


Cosinus  jedesmal  positiv ;  hier  aber  ist 
O^'.cos^'OO. 


Nun  ist  entweder  (nie  in  Taf.  111.  Fig.  1.)  der  Winkel  (a'.d)  spitzig, 
also  A'OD=(a'.d),  oder  es  ist  (wie  In  Taf. III.  Fig. 2.)  der  Win- 
kel (a'.d)  stumpf,  also  A'OD  =  180°—  (a'.d).  Dort  liegt  D  und 
OD  auf  der  Halbaxe  d  selbst,  hier  aber  auf  der  ihr  entgegenge- 
setzten Halbaxe  d,  oder  die  dortige  Strecke  OD  ist  positiv,  die 
hiesige  dagegen  negativ;   und  somit  findet  man: 


OZ>=  +  rcosn.«'cos(o'.f/). 

Projicirt  man  nunmehr  noch  die  Strecke  OA=r  direct  (geradezu) 
auf  die  Gerade  d  auf  OD,  so  ist  jedenfalls 
OD  =  r 


allein  jenaehdei 
oder  d  fällt,  m 
her  eutiveder  AOD 
nach   ist : 


AOD; 

(a'.d)  spitz  oder  stumpf  ist,  folglich  OD  auf  d 
s  auch  der  Winkel  (a.d)  spitz  oder  stumpf,  da- 
ta.*/) oder  =180°—  (a.d)  >    ' 


und    hier- 


OD~±r 


*(*.d)i 


folglich    gibt   die   Gleichstellung  der   beiden    für    OD    gefundenen 
Ausdrücke  die  behauptete  Gleichheit: 


de t  Gesetzes  der  yeipfititt/ichen  Uclttöiet/iliiig. 
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Sollte  insbesondere  d  auf  a'  senkrecht  stehen,  so  ist  die 
Projection  OD  der  OA'  auf  die  d  Null,  oder  der  Punkt  D  lallt 
auf  ö;  mithin  rouss,  weil  D  oder  O  auch  die  direcfe  Projection 
des  Punktes  A  der  n  auf  die  d  ist,  die  a  ebenfalls  auf  d 
senkrecht  sein.  In  diesem  Falle  verschwinden  die  cos(n'.d) 
und  cos[«.f/)  zugleich,  also  auch  beide  Ausdrücke  der  Projection 
OD,  und  sohin  gilt  die  gefundene  Endgleiehung  auch  noch  in 
diesem  Sonderfalle.  —  Diese  Gleichung  behält  endlich  ihre  Gil- 
tigkeit  auch  dann  Doch,  wenn  die  Gerade  a  die  Ebene  3 
nicht  schneidet,  sondern  zu  ihr  gleichläuft.  Demi  da  ist  sie 
auch  zu  ihrer  Projection  a'  gleichläufig,  mitbin  sind  diese  beiden 
Geraden  a  und  o'  gegen  jede  drille  Gerade,  also  auch  gegen  jede 
in  der    Ebene  ü  liegende    Gerade  d   gleich    geneigt.     Sonach  ist 

a.a'=0  und  (n .d)  =  (a' .d) ,   folglich  gilt  auch  da  uoch  diese  all- 
gemeine Gleichung. 

4.  Als  Winkel  zweier  geraden  Linien  überhaupt, 
welche  entweder  in  ihrer  ganzen  unendlichen  Erstreckung  nir- 
gends zusammentreffen,  wie  gleichlaufende  und  gekreuzte  (nicht 
in  einerlei  Ebene  gelegene)  Geraden,  oder  deren  Treffpunkt  nicht 
geradehin  vorliegt,  pflegt  man  die  Winkel  anzusehen,  welche 
eine  der  beiden  Geraden  mit  einer,  durch  irgend  einen  ibrer 
Punkte  zur  anderen  parallel  geführten  Geraden  einschliesst,  oder 
auch  welche  zwei  durch  einen  beliebigen  Punkt  zu  ihnen  gleich- 
laufend gezogene  Geraden  mit  einander  machen.  Mithin  kann 
man  anstatt  der  so  eben  betrachteten  in  der  Ebene  i\  liegenden 
und  durch  den  Einschnitt  O  der  Geraden  n  gehenden  beliebigen 
Geraden  d  nicht  allein  jede  irgendwo  in  dieser  Ebene,  sondern 
auch  jegliche  wo  Immer  ausserhalb  derselben  Ebene  zu  ihr 
parallel  gezogene  Gerade  ff,  daher  kurz  jede  zur  Ebene  il  gleich- 
laufende oder  gegen  die  Normale  p  der  Ebene  senkrechte  gerade 
Linie  //wählen.  Fiirsie  istnemlich  {a,d)=-(u.g)  und  (u'  ,d)={a'  .y), 


mitbin 


tA  I 


Seien  nun  zwei  das  Licht  durchlassende  Mitte]  an  einer  Grenz- 
oder Uebergangsstelle  durch  eine  Ebene  il  von  einander  getrennt 
(Taf.lll.  Fig.3.),  der  einfallende  Lichtstrahl  a,  welcher  im  Ein- 
fallspunkte 0  mit  dein  Einfallslose  p  den  spilzigen  Einfallswin- 
kel £  macht,  werde  auf  der  Kehrseite  der  Ebene  vom  zweiten 
Mittel  nach   der  Richtung   l>  gebrochen,    welche    mit  dem    neuen 
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I 


Einfallslose  p,  der  entgegengesetzten  Uichtung  des  ersten,  den 
spitzen  Brechungswinkel  y  =(p.b)  bildet*).  Dann  liegt  bekannt- 
lich der  gebrochene  Strahl  //  auch  in  der  EinEallsebene  op,  »eiche, 
weil  sie  das  Einfallslos  pp  enthalt,  iml'  der  Trennungsebene  & 
nothwendig  senkrecht  steht  und  somit  auf  ihren  (geraden)  Ein- 
schnitt a'W  in  die  Trennungsebene  den  ganzen  Strahl  prnjicirt; 
wobei  zugleich  die  Projectionen  a'  und  6'  heider  Strahlhälften  a 
und  b  gleich  gerichtet  ausfallen.  Sonach  sind  die  Neigungswin- 
kel e'  und  q'  der  beiden  Strahlen  gegen  die  Scheidungsebeiie 
A  A 

a.n     und  li.ö' ,    und   das  Brechungsverhältniss  ist: 

A  A 

»:l  =  cosfl.«':cos6.6'. 

Nunmehr  sei  g  eine  wo  immer  zur  Scheidungsebeue  ü  der 
zwei  Mittel  gleichlaufend  oder  auf  ihre  Normalliuie  pp  senkrecht 
geführte  Gerade;  dann  bestehen  für  die  Halbaxen  a  und  b,  zu- 
folge der  Sätze  3.  und  4.  in  I.,  die  beiden  Bezieh  uiigsgleichungen: 


'»(■.ff>  = 


a'.coa(a'.g), 


und,  weil  a'  und  b'  einerlei  Richtung  haben,  ist  (n' ,g)  =  (b'. 
Demnach  ist  das  Verhältnis* 

A  A 

cos{a.l9);cos(6.,9)  =cosa.a':cos6.6', 

oder  dem  Vorigen  gemäss : 

co.(«.j):co.<J.»)  =  ii:I. 

Sohin  erhalten  wir  folgenden,  bisher  in  keinem  physikalischen 

Handbuche  verzeichneten,  allgemeinenuud  beuch tungswerthen  Satz: 


*)  Bei  dieser  Messungsweise  des  Einfalls  und  Bre, ilimigsn  h.l.rl» 
beateht,  weil  man  beide  stets  als  spitz  darzustellen  beabsichtigt,  bei 
den  Physikern  die  bekannte  Gepflogenheit,  alte  vier  Richtungen,  der 
beiderlei  Einfallslose  und  beider  Strahlhälften,  vcim  Einfallspunkle  aus, 
Seils  ins  flute  Mittel  zurück,  theiU  ins  zweite  vorwärts,  zu  erfassen, 
mithin  den  einfallenden  Lichtstrahl  in  seiner  entgegengesetzten  Bich- 
tnng  zu  nehmen,  sn  dass  der  Einfallswinkel  t  =  (a.p)=  180°—  (fl.p) 
ist.  Eigentlich  versteht  man  unter  Einfall*-  und  IJ rech ungs wink el  fcurz 
den  Neigungswinkel  des  einfallenden  und  gebrochenen  Strahles  gegen 
da*  Einfalltloth  oder  die  Piurraallinie  der  Trennungsebene  der   Mittel, 
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Bei  der  (einfachen  oder  gewöhnlichen)  Brechung  des 
Lichtes  an  einer,  zwei  Mittel  scheidenden,  Ebene  ist  das 
bestündige  sogenannte  Brechu  ngs  verhältniss  (des  Bre- 
chungsexponenlen  n  zur  Eins)  auch  gleich  dem  Verhältnisse 
der  Cosinus  der  Winkel,  welche  der  einfallende  und 
gebrochene  Lichtstrahl,  nach  der  Richtung  ihrer  Fort- 
pflanzung genommen,  mit  was  immer  für  einer  zur 
Trcnuungsebene  gleichlaufenden  oder  zu  ihrem  Lothe 
senkrechten  Richtung   bilden. 

Der  Satz  schliefst  schou  die  wichtige  Bedingung  in  sich, 
dass  die  Verlängerung  des  einfallenden  Lichtstrahls  über  den 
Einfallspunkt  hinaus  mit  dem  gebrochenen  Strahle  auf  einerlei 
Seite  des  Einfallstothes,  nemlich  auf  dessen  Rückseite, 
falle;  weil  ja  der  Bedingung  {n'  .g)  =  {b'  .g)  gemäss  die  Projec- 
tionen  jener  zwei  Richtungen  auf  die  Trennungsebene  genau  die- 
selben sein  müssen. 


III. 

Die  Brechung  des  Lichtes  übergeht  in  Zurüclcwerfung 
(Reflexion),  wenn  die  Neigungswinkel  des  einfallenden  und  gebroche- 
nen Lichtstrahles  gegen  das  Einfallslotb  gleich  ausfallen,  als» 
g  =  i  wird,  ohne  dass  beide  Strahlen  in  einerlei  Geradeu  bleiben. 
In  diesem  Falle  bildet  nemlich  die  Richtung  des  zurückgeworfe- 
nen Strahles  h  (Ta f.  III.  Fig.  4.)  mit  dem  Einfallslose  p  auf  des- 
sen Kehrseite  einen  eben  so  grossen  spitzen  Winkel,  als  welchen 
die  entgegengesetzte  Richtung  des  einfallenden  Lichtstrahls  a  mit 
demselben  Lothe  auf  dessen  Vorderseite  macht;  jener  Reflexions- 
winkel ist  also  diesem  Einfallswinkel  gleich. 

Da  wird  demnach  der  Brechuugsindex  »=],  folglich  cös(u.j) 
=  cos(b.g),   also  auch  der  Winkel  («. g)  =  (b.g). 

Dies  ist  in  der  That  richtig,  wie  man  sich  überzeugt,  wenn 
mau  die  Richtung  a  des  einfallenden  Strahles  jenseits  der  zurück- 
werfenden Ebene  ll  nach  a  verlängert  und  durch  den  Einfallspunkt 
O  und  die  Gerade  g  die  Ebene  legt,  welche  die  Ebene  Ü  in  der 
zur  g  parallelen  geraden  Linie  schneidet.  Denn  so  wie  an  und  b 
gegen  das  Einfallsloth  p  gleich  geneigt  sind,  eben  so  sind  sie  auch 
gegen  die  Ebene  Ü  oder  gegen  ihre  gemeinschaftliche  Protection 

a  6' in  diese  Ebene  gleich  geneigt,  nemlich  es  ist  a.b'=a.b'=b,b'. 
Allein  die  Rellexionsebene,  welche  die  Geraden  au,  p,  b  und  b' 
enthält,  steht  auf  der  Rucks  trab  lungsebene  £  senkrecht;    mithin 


Mataka:    Interei 


I  kbunderuiiQ  tfi-S  Ausspruchs 


I 


macht  jede  in  dieser  Ebene  4)  gezogene  Richtung  d  mit  de«  beiden 
Geraden  «  und  &  gleiche  Winkel,  nemliehes  ist  (ä.d)~  (a.d)—(b.d). 
Da  endlich  d\\g  ist,  mnss  auch  («.(/)  =  (4. #)  sein. 

Weil  man  in  den  analytischen  Rechnungen  über  den  Gang 
der  Lichtstrahlen  den  Winkel  o  als  den  Winkel  des  zweiten  Ein- 
fallslnthes/j  mit  dem  gebrochenen  Strahle  ansieht,  nemlich  Q—(p,b) 
setzt,  und  weil  für  w  =  |  der  sinj>  =  siii£  wird,  su  kanu  man 
entweder 

o  =  £    oder    o  =  180°  —  i 
setzen.     Die  Satzung 


findet  hei  der  Brecht]  ni 
aus  Paaren  von  Mitteln 
Satzung 


des  Lichtes  statt,    wenn  in  einer  Reihe 
der  Index  n  der  Grenze  I   zustrebt.    Die 


o  =  180"-* 
dagegen  findet  erst  für  die   ZurÜckwe 


fung  des  Lichtes   statt, 


.. 


Hieraus  folgt,  dass  der  in  II.  Tür  die  ßrecliung  des  Lichtes 
erwiesene  Lehrsatz  auch  für  dessen  Zurückwerlung  gilt,  wenn 
mau  nur  den  Brechungsexponenten  n=l  und  den  Brechungs- 
winkel  q  =  180°  —  r  sein  läset. 


IV. 


Werden  die  beiden  das  Lieht  durchlassenden  Mittel  durch 
eine  krumme  Fläche  geschieden  oder  wird  das  Licht  in  einem 
und  demselben  Mittel  von  einer  krummen  Spiegelfläche  zu- 
rückgeworfen, so  kann,  weil  der  einfallende  Lichtstrahl  jederzeit 
einfach  vorausgesetzt  wird  und  er  somit  diese  Trennung«-  oder 
Spiegelfläche  blos  iu  einem  einzigen  Punkte  trifft,  die  an  die- 
sem Eiafalispunkte  zur  Fläche  legbare  Beruh  rungaeben  e  die 
Fläche  selbst  ersetzen.  Somit  kommt  dieser  Fall  der  krummen 
Scheidungsflächen  auf  jenen  der  vorhin  betrachteten  ebenen  zu- 
rück, oder  man  hat  hei  ihnen  als  Einfall sloth  blas  die  Normale 
der  krummen  Trcnnungslläche  im  Einfallspunkte  anzusehen. 

Die  Hauptvortheile  bietet  der  von  mir  aufgestellte  Ausspruch 
des  Licbtbrechungsgesetzes  bei  analytischer  Behandlung  der  auf 
Brechung  oder  Zuriickwerlung  des  Lichtes  Bezug  habenden  Auf- 
gaben mittels  rechtwinkeliger  Cuordinaten;  weil  hierbei  leicht 
die   Cosinus    der    Winkel    gerader   Linien   aus  ihren  Richtcosinus 
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berechnet  »erden  können.     DieAufliisuug  der  nachfolgenden  / 
Aufgaben  wird   dies  ersichtlich   machen. 


Erste  Aufgrabe.  Die  Trennung! 
Mittel  und  der  einfallende  Lichtstrahl 
man  sucht  a.  den  gebrochenen  und  b.  de 


ne     zweier 


renen  Licht; 


ahl. 


1.  Zur  positiven  (oder  Vorder-)  Seite  der  Trennungsebene  ü 
wählen  «ir  diejenige,  auf  welcher  der  Anfang  der  rechtwinkligen 
Coordinatenaxen  der  x,  y,  i  liegt;  und  positiv  lassen  wir  dieje- 
nige Richtung  ihrer  Normale  oder  des  Einlailslothee  sein,  welche 
von  der  Trennungsebene  aus  auf  die  positive  Seite  derselben  geht. 
Die  Cosinus  der  Rieh  tw  inkel  *)  dieser  Normale  seien  a,  b,  c; 
der  (senkrechte)  Abstand  der  Trennungs-  oder  brechenden  Ebene 
SL  vom  Coordinatenanfange,  im  positiven  Sinne  von  jener  Ebene 
zu  diesem  Punkte  gezahlt,  sei  d;  und  die  Coordinaten  eines  lau- 
fenden (wandelbaren)  Punktes  derselben  Ebene  seien  x,  y,  z; 
dann  ist  die  Gleichung  dieser  Ebene 


d» 


Denken  i 


ax  +  by  -f-  cz=d. 
einen  Punkt  |>/£  im  Räume  auf  der  Vorder- 


dieser  Ebene  eine 
i  6  vom  Coordi  na  teu- 
er (gleichfalls  von  der 
an    der  Ebene  anfan- 


seite  der  brechenden 

andere  parallel  gelegt,  und  diese  stehe  u 
ursprnnge  ab,  so  ist  in  gleicherweise  die 
Ebene  aus  zum  Punkte  hin  gezahlte  odei 
gende)  Abstand 

(2)  «£-rAv  +  ce  =  A, 

Auf  dass  nun  dieser  Punkt  £ij£  auf  der  Vorderseite  der  Ebene  ü 
liege,  muss  die  Entfernung  der  durch  ihn  parallel  gelegten  Hilfs- 
ehene  von  der  il,  nemlicb  der  Unterschied  ö — d,  positiv  aus- 
fallen. 

Aus  einem  solchen  vorderen  Punkte  |i;J  gehe  nun  ein  Licht- 
strahl aus,  positiv  Im  Sinne  seines  Fortschrittes  gerichtet,  habe 
die  Richtcosinus  a,  ß,  v  und  einen  laufenden  von  |ij£  um  r  ab- 
stehenden Punkt  x,  y,  t;    dann  sind  seine  Gleichungen: 


*)  Hiclitwinkel  einer  (ipruden  heisae»  hier  die  liolilen  Winkel,  welche 
die  positive  Richtung  dieser  Geraden  mit  den  positiven  Richtungen  der 
drei  vinkclrcchten  Cuordinnteiinxen  der  X,  y,  %  bildet.  Ihre  Cosimi» 
nenne  ich  später  kura    die   Kichtcixin  u«  jener  Geraden. 


(3) 


Interessante  Abänderung  des  Ausspruchs 
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Dieser   einfallen  de  Lichtstrahl    treffe    die  Scheidungs  ebene   ü    i 
einem  Punkte  £'*;'£'  (dem  Ei  nfal  Ispunkte)  im  Abstände  k  von  |»jf, 
so    liefern    diese  Gleichungen  (3)  in    Verbindung  mit  der  (I)   die 
Besti  m  m  n  ngsg  I  ei  c  h  u  u  gen 


(4") 


£> 


£  +  «*,    n'  =  -n\ßk,    f»= 


tf+y*. 


entgegengesetzte  Richtung  dieses  Lichtstrahls,  deren  Richt- 
a,  — ß,  —/sind,  macht  mit  dem  Einfallslose  (n,  b,  c) 
den  (spitzigen)  Einfallswinkel  t,  mithin  lindet  sich  dieser  Hilfa- 
winkel  aus  det  Bestimmungsgleiebung 


(S) 


Gleichheitszeichen   folgend« 


wofern  der  d 

tiv  ausweist.     Multiplicirt  man 

mit  a,  b,  c,  so  gibt  ilire  Sumi 


ick  sich  posi- 
er&ten  Gleichungen  (4) 
nach  geringen  Umstaltungen : 
-0 


wonach   die   Gle 
Einfallspunktes  i 


.Innigen    (4')    sofort   die    Coordinaten    i'r,''^' 
illständig  bestimmen. 


2.  Von  ihm  geht  der  gebrochene  Lichtstrahl  aus  auf  die 
negative  oder  Kehrseite  der  Trennungsebene  in«  /weite  Mittel; 
positiv  gerichtet  im  Sinne  seiner  Fortpllauzung  buhe  er  die  frag- 
lichen Richtcosinus  a'ß'y'  und  mache  mit  der  entgegengesetzten 
Richtung  ( — a,  — b,  — c)  des  Elnfallslothes  den  spitzen  Brechungs- 
winkel o,  dann  muss  der  Ausdruck 

(7)  coB^-tW  +  AjJ'+c/) 

entschieden  positiv  ausfallen.  Zur  Bestimmung  dieser  Richtcosi- 
nus a'ß'y'  benützen  wir  eine  beliebige,  auf  dem  Einfallslose 
(ii,  b,  c)  senkrechte  Richtung,  deren  Richtcosinus  zu  den  Zahlen 
A,  Ii,  C  proportionirt  sein  mögen  und  für  die  demnach  die  Be- 
dingung 

aA  +  6B+cC=0 

besteht.     Dann  sind  die  Cosinus  der  Winkel  dieser  üilfsrichtung 
mit  den  Richtungen  («,  ß,  y)  und  («',  ß' ,  y')  des  einfallenden  und 
gebrochenen  Strahles  proportionirt  zu  den  Summen 
aA  +  ßB  +  yC    und    a'A  +  ß'B  +  y'C, 


■ 


des  ßeselaes  der  gewöhnlichen  Lichtbrechimg. 


und  gemäss  unseres  Ausspruches  des  Brechungsge>*etzes  (in  Art  II.) 
ihr  Verhallniss  gleich  dem  Brecbungsverhaltnisse,  das  wir,  zur 
Erzielung  von  Symmetrie  in  unseren    späteren  Rechnungsformen, 

durch    -'■—.  darstellen  wollen.     Sohin  ist: 
n  n 

M  +  ^ß  +  7C):(aM  +  /3'fi+/C)=^:^ 

und  danach 

(nV-»«)/f  +  (n'|S'-»flB  +  (»y-n,)C=0. 

Diese  und  die  vorige  Gleichung  können  bei  der  Willkür  der 
Zahlen  A,  B,  C  mitsammen  bekanntlich  nur  dann  bestehen,  wenn 
die  Coefficiejiten  dieser  Zahlen  in  einerlei  Verhältniss  zn  einan- 
der stehen,  also  wenn  sich  verhält: 


nenn  die  Hilfszahl  m  der  Bedingung 

m*  =  C«'«'-««)a  +  (n<ß'-nß)*  +  {n>y>-ny)* 


genügt. 

Würden  wir 

selbe  bereits  kennen,  so 

hätten  wir 

für  die 

gesuchter 

Richtcosinus  u',  ß',  y'  die  Bestimm» 

ngsgletchu 

ngen: 

/   «'«'  =  «*  +  «,„, 

(8) 

n<p=nß  +  mb, 
\    n'f4  =  ny  +  mc. 

Erheben 

iv ir  diese  zui 

■  zweiten  Potenz,  zählen 

sie  zusammen  und 

beachten 

die   Gleichung   (5)    mit   den    bekannte 

n    Beziehe 

ngsglei- 

chungen 

*  +  P  +  c9  =  l, 

«'*A-ß'*+y'*=l; 

so  erfolgt 
und  dahe 

t  die  fraglich 
m  = 

—  2jicose.m  =  ««— n«, 
e  Hilfszahl : 

:ncose±V»'ä— n'iloA 

Um  über 

das  Doppelz 

eichen  zu  entscheiden,  m 

ultipliciren 

wir  die 

Gleichuni 

;en  (8)  mit  - 

-c,  — b,  — c,  addiren  si 

e  und  berücksich- 

tigen  die  Ausdrücke  (5)  und  (7),  so  erbalten  wir: 


Interessante  Abfindet  1mg  t/es  iitsxprttc/is 
>  =  u  cos  t  —  m  =  T  ^««-»«siüT« 


Hieraus  ersehen  wii 
gesehen  werden  und 
das  untere  Zeichen  z 


:osp   jiositiv 
igeschrieber 


absolute  Zahlen 
s,  dass  obiger  Wurzel 
nuss,  folglich 


. 


(9) 
KU  setzen  i 

oder,  weil 
gleichung: 

(10) 


-  V,,' 


Noch  linden  uir  eben  daraus  ganz  lei 
ttasinta  =  «'asines 
i  vier  Potenliande  positiv  sein  i 


n<=  ra'sinp 

welche  Proportion,   da  sie  ui 
die   Versicherung  gewährt, 
bewegen. 


oder    s\nt 


Slllj): 


A.L 

~n'  rt1' 


ohnehin  bekannt  ist, 


;uf  der    rechten   Bahn   i 


3.  Bezüglich  der  Berechnung  der  Hilfsztihl  tu  Hesse  sieh  noch 
i  Bemerkung  beifugen,  dass  mau  den  positiven  cose  aus  (5), 
I  aus  ihm  oder  nach  dem  aus  ihm  leicht  abzuleitenden  Ausdrucke 


=  (fiy-<rpy  +  («- 


i  noch  den   positiven 
obiger  Proportion  de 


i  positivei 
sin  p  =  -, 


.ny)2  +  (aß— o«)2 

nen   und  dann  sogleich  für  . 


auffinden  könne,   mit  dessen  Hilfe  man  endlich   die   vermitlel 
Zahl  r»  aus  dem  in  der  Form  (il)  begründeten  Ausdruck 

(13)  m  =  WcosE-»'cnso 

ausrechnen  kann. 

Sobald  der  Zahlwerth  von  m  bekannt  ist,  lassen  sich  sofor 
gemäss  der  Gleichungen  (8)  die  allein  noch  unbekannten  Richt- 
cosinus a'ß'y'  des  gebrochenen  Lichtstrabis  ansmitteln  und  da- 
durch dieser  Strahl  vollkommen  bestimmen. 

Zieht  man  es  vor,  die  Gleichungen  desselben  zusammenzu- 
stellen, so  erhält  man,  wenn  (x'i/'z1)  einen  auf  ihm  wandelnden 
und  vom  Einlallspunkte  (IVf)  ufu  den  positiven  Fahrstrahl  r'  ab- 
stehenden Punkt  bezeichnet,  selbe  in  der  Gestalt; 
x'  —  l'_y'_—tf      t!_—V      r' 


(U) 


de»  fftU/ra  </(■;■  (jeiröhnlichcn  Ucfilörechung. 


Nach  Einstellung    der    ffir   |',  i/>  £',   a',  ß' 
drucke  findet   man    endlich    die    Gl«ichun 

ii en  Lichtstrahl.«  in  der  Gestalt 


gefundenen   Aus- 
i    des  gebroche- 


I 


(15) 


-t-at      s'-v-ßt 


na  +  win 


worin  nur  noch  k  und  m  du 
und  (9)  nder(l3)  zu  herechn. 

4.  Der  senkrechte  Abstand  d<  di 
(x'ij'-J)  zur  brechenden  Ebene  Si  p 
Cnordinatenursprunge  ist,   dem   Ausdi 


ny  +  me       v 

h  ihre,  gemäss  den  Ausdrücken  (6) 
den  Zahlwerthe  zu  ersetzen  kommen. 


durch  den  laufenden  Pi 

allel    gelegten    Ebene  i 
cke  (I)  nachgebildet, 


=  «(£*  +  < 
=  rf— r'c 


l'  =  ax'  +  by'  +  Cz', 


mithin  ist  die  Entfernung  des   Punktes  (x'i/'i')    < 
Lichtstrahles  von  der  Tretmungsebene  1%  selbst: 


eil  r' 
dass 
r  dei 

M  Ii 

und   c 
jede 
Kehr 
egt. 

— f*r- 

»p    posi 
r    Punk 
seile  d 

Vcoso, 

tiv   sind,   sii 

L 
lei 

und  sohiu,   « 

;her  n< 

len 

Bestätigung, 
Strahles  au 
den  Ebene 

t    des    gehi 
er  die  heidei 

ocher 

i  Mittel 

eh 
dei 

5.  Noch  wollen  wir  uns  die  Ueberzeugung  verschaffen,  dass, 
wie  am  Schlüsse  des  Art,  II.  angeführt  wurde,  die  Verlänge- 
rung des  einfallenden  Lichtstrahls  über  den  Einfalls' 
punkt  hinans  wirklich  mit  dem  gebrochenen  Strahle, 
in  der  Eiufallsehene,  auf  die  Rückseite  des  vollständigen 
Einfallslothes    falle. 


fallenden  Lichtstrahles  vor- 
ge  über  den  Einfallspunkt 


Der  für  die  Gleichungen  (3)  des  i 
ausgesetzte  laufende  Punkt  (x,  y,  :) 
(IVn  hinaus,  also  um  die  positive  Strecke 
jener  Punkt  um  t,  dieser  um  /■  von  dem  Ausgangspunkte  (|i 
ses  Strahles  absteht.    Dann  ist  denselben  Gleichungen  entspre 


(16) 


niselbenGlei 


Hit  dieser  Strecke  r  —  k  des  einfallenden  Strahles  liegt  die  eben- 
falls vom  Einfallslose  ausgehende  und  im  wandelbaren  Punkte 
(:i:'i/':'j  endende  Strecke  r'  des  gebrochenen  Lichtstrahles  in  dem- 
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.selben  rechten  Winkel  des  zweiten  Einfallsloses  mit  der  rück- 
wärtigen Halbscheid  der  Einschuittslinie  der  Einlallscliune  in  die 
Trennungsehene,  da  sie  mit  diesem  Lothe  die  spitzen  Winkel  t 
und  p  machen.  Ihre  Projectionen  auf  die  Trennungsebene  Jl  sind 
sonach  beziehungsweise 

(r-*)rinB    und   r'suip. 

Diese  Project'ionsstrecken  können  gleich  lang  werden,  also  auch 
mit  ihren  Endpunkten  übereinlallen,  nenn  zur  willkürlichen  Strecke 
t'  die  andere  so  bemessen  wird,  dass 

(r  —  lc)  sine  =  r'sin  p 
ausfülle ,    nemlich    dass 

mit  Bezug  auf  die  Proportion  (10)  bemessen  «erde 

Dann  werden  die  Endpunkte  (x,  y,  ;)  und  (x',  y' ,  :')  dieser 
zwei  gegen  einander  so  abgeglichenen  Strecken   r  —  k  —  r'—,  und 
inerlei  Senkrechte  auf  die  Ebene  jl   prnjicirt, 


r'  durch 

durch  diese  zwei  Punkte  hindurch   gehende  gerade 
Richtcosinus    sonach    den    Unterschieden    x'  — 
proportionirt  sind,    muss    zum  Einfallslose  (a 
sein,   folglich  muss  sich  verhalten: 


deren 


i)    parallel 


-y^rjL-ts. 


was  in  der  That  zutrifft.     Denn 
gebrochenen  Lichtstrahles  ist 

*'— i'=«V,    y'—n'- 


■ach   den  Gleichungen  (14)  i 


:'-r=A' 


und    nach    den    Gleichungen    (16)    des    verlängerten    einfallender 
Lichtstrahles  hat  mau: 


*-{'  = 


daher,    wenn   man   diese  Gleichungen  i 
Ausdrücke  aus  (8)  einsetzt,    findet  man 


-V=r-,r'; 
nen    abzieht  i 


>'=TP-S, 


2Sfc! 


tles  Gesetzes  der  gewöhnlichen  Lichtbrechung. 
also  in  Wirklichkeit  die  so  eben  bedungenen  Proportionen 


g— g_y'— y_«'  — * 


'  Vergew issenrng  von  der  Richtigkeit  unserer  Behauptung. 

6.  Um  aus  diesen  für  die  Lichtbrechung  gefundenen  Formeln 
sofort  jene  für  die  Zurückprallung  des  Lichtes  zu  erhalten, 
braucht  man,  dem  Art.  III.  gemäss,  blas  den  ßrechungsexponen- 
t«n  n';«  =  l,  also  n'  =  n,  und  zugleich  p  =  180° — e.  also 
cosp=  —  coS£  zu  setzen. 


Für  den  auffallende 
Gleichungen  (1)  bis  ili)  in 
für  den  zurückgeworfe 
(13)  die  Hilfszabl 


Lichtstrahl  verbleiben  natürlich  die 
hrer  Giltigkeit,  dagegen  Qndet  man 
fii  Lichtstrahl  zuvörderst  vermöge 


sonach  /.< 

■  folge  (8)  die 

ses  Strahles  Richtcosini 
1  a'  =  tt+2acoBe, 

(IT) 

<  /J'  =  jS  +  2ocos£, 
'r'=y+2ccos£; 

und  gemäss  (IS)  seine 

Gleichungen  : 

VI8) 

x>-l  —  uk 

y'—n-ßk      »'-£- 

7*     -, 

^  +  2ocose       y  +  2cc 

wozu  die 

Ausdrücke  i 

on  k   und  cose  aus  (6) 

und  (5 

inen  kom 

men. 

Der  laufende  Punkt  'x',y',i';  t')  dieses  zurückgeworfenen 
Lichtstrahls  steht  von  der  Trennungs-  oder  Spiegel -Ebene  ll 
zufolge  Früherem  um  die  positive  Länge 


ab,  folglich  liegt  er  und  mit  ihm  dieser  ganze  Strahl  anf  der  Vor- 
derseite der  spiegelnden  Ebene  oder  er  geht  ins  erste  Mittel 
wieder  zurück. 

Derselbe  Punkt  erhält  mit  demjenigen  Punkte  {x,y,i;  r  -  k) 
der  Verlängerung  des  auffallenden  Lichtstrahles  einerlei  Protection 
in  der  Spiegel -Ebene,  Tür  welchen  r — k  =  r'  ist,  der  nemlicli 
mit  ihm  gleichweit  vom  Einiallsnurikte  absteht,  was  auch  aus  ande- 
ren einfachen  Betrachtungen  einleuchtet. 

I'licii    XXXIV.  2-2 


SSO         Matmtea:  SuUtes$<atfe  AMnderung  ües  Anw*9tcAs 


Tl. 

Zweite  Aufgabe.  Wenn  die  krumme  Trennungs- 
fläche zweier  Mittel  un,d  der  einfallende  Lichtstrahl 
(durcb  ihre  Gleichungen)  gegeben  sind,  sojl  a.  der  gebro- 
chene und  b.  4er  zurüp^eworfene  Strahl  gesucht 
werdeil. 

1.  Für  rechtwinkelige  Coordinaten  x,  y,  x  sei  die  Gleichung 
der  trennenden  Fläche  zweier  Mittel: 

(i)  A*>y>  *)=o, 

und-  die  Gleichungen  des  einfallenden  Lichtstrahles  seien ,  wie  in 
der  ersten  Aufgabe: 

(2)  fE=i=ö=ErJ=Ä. 

v  '  et  ß  y 

Qer  Einschnitt  dieser  Geraden  in  jene  Fläche  —  der  Einfallspunkt 
(ßt»  y>  *i  Ä)  —  ergibt  sich  aus  diesen  vier  Gleichungen,  und  zwar 
vielleicht  am  einfachsten,  wenn  man  in  (1)  für  x9  y,  z  ihre  Aus- 
drucke aus  (2): 

(3)  *=£  +  «/*,    y=zri  +  ßR,    z  =  £+yR 

einstellt,  aus  der  so  entstehenden  Gleichung  den  Fahrstrabi  R 
sucht  und  seinen  Ausdruck  wieder  in  (3)  einsetzt,  um  x,  y,  z 
zu  erhalten.  ' 

Sei  nun  die  Differentialgleichung  der  Fläche 

(4)  df(x,  y,  z)=pdx  +  qdy  +  rdz=zO, 

und  seien  die  dreierlei  partiellen  Differentialquotienten  p,  q,  r 
auf  den  Einfallspunkt  bezogen;  so  findet  man  die  Richtcosinus 
a,  6,  c  des  Einfallsloses,  d.  i.  derjenigen  Hälfte  (oder  Richtung), 
der  Normale  zur  Trennungsfläche  am  Einfallspunkte,  welche  auf 
jene  Seite  der  Fläche  hingeht,  von  welcher  der  einfallende  Licht- 
strahl zur  Trennungsfläche  gelangt,  aus  den  Proportionen: 

(5)  ?=*  =  <  =  >, 
v  '  p      q       r       s 

wofern 

(6)  p*-f  9*  +  r2  =  «2 

gesetzt  und  von  den   beiden    entgegengesetzt  gleichen   Werthen 


■ 


des  Gesetzes  der  gewöhnlichen  Ucklfirechutig. 
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der  Hilfazahl  s  derjenige  gewählt  wird,  durch  den  die  fraglichen 
Richtcosinus  ihre  rechten  Qualitätszeichen  empfangen. 

Da  im  vorliegenden  Falle  die  krumme  Scheidungsflache  der 
Mittel,  zufolge  des  Art.  V.,  durch  ihre  Berührungsebene  am  Bill- 
fallspunkte vertreten  werden  kann,  so  dürfen  wir  sogleich  die  in 
der  ersten  Aufgabe  aufgefundenen  schliesslichen  Rechnungsvor- 
gange in  Anwendung  bringen. 

Uemgemäss  suchen  wir  vor  Allem  den  spitzen  Einfallswinkel 

Ic,  »ach  V.  (5),  aus  dem  positiven  Ausdrucke 
: 
od. 
un< 


m 


pa  +  gß+iy 


dann  wie  früher  die  Hilfszahl 
(8)  m  =  Hcose  —  Vn 


oder  auch  vorerst  den  spitzen  Brechungswinkel  e  aus 

(9)  sinp  =  — siri(, 
und  nachher  erst  diese  Hilfszahl 

(10)  m— ncose — n'coso. 

Sonach   erhalten   wir,    zufolge  V.  (8),    des  gebrochenen    Strahles 
Richtcosinus  a' ,  ä' ,  ■/  aus 


in) 




chenen   Strahles: 


«r  +  - 


I— ß 


_fc 


JR_ 


-S-rfi 


(12) 

2.  Für  deu  von  derselben  Fläche  am  nenilichen  Einfallspunkte 
zurückgeworfenen  Strahl  erhalten  wir,  gemäss  V.  (I?)  mn( 
(18),  seine  Richtcosinus  ans 


(13)  , 


p"=3-f2Jcosr,    /^y  +  2-c. 
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und  seine  Gleichungen  in  der  Form 


(14) 


g'  —  |— aR  __y  —  t? — jgJB ^  —  g —  yR 

5«+ 2p  cos  $""""$/?  +  2^cos£     sy+2r  cos  b' 


VII. 


Beispiel*  Die  brechende  oder  zurückwerfende 
krumme   Fläche   sei   ein    Ellipsoid. 

Versetzen  wir  die  Coordinatenaxen  in  die  Axen  des  Ellip- 
soids  selbst,  deren  Längen  2A,  2B,  2C  sein  sollen,  so  ist  seine 
Gleichung : 

(1)  5*  "^~  B*  "^  C®  "*" 

und  wir  erhalten  für  den  Einfallspunkt  die  Coordinaten 

y  =  tl  +  ßR9 
z  =  £+yR 

und  den  Fahrstrahl  /£  aus 


(2) 

^ 

(3) 
aus 


A    J 

F  f 

V    B    > 

f    Tl 

i<  c 

ir  abkürzend  setzen: 

, 

«* 
4» 

=JB, 

«i 
4* 

=  F 

£Ä*  +  2FÄ+  5+^  +  ^  =  1 


Sonach  ist 


0EJß  +  F)»  =  #a, 

wofern  man  setzt: 

Ä»_Ji-^,  +  jga  +  CS>/^«  +  Ä«+  C*J*\A  Ä*B  Ä+C  £7 

oder 

™_  £+.£  +  £    ^«-nY    /^-«CV    A*-fty 

11  -^9+iB1,+  C«~V    BC  )  ~\  .CA  )  ~\    AB  )  ' 
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und  daher  erhält  man  R  ausgedrückt  mittels 

(5)  R  =  -F+B. 

Differenzirt  man  die  Gleichung  (1),  so  gibt  sie 


-fräx  +  jpdy  +  ^i&  =  0, 


folglich  ist: 


(6) 


P~A*—     A*    ' 

„._  <f  _v  +  ßR 
_  *      t  +  yR 

und 

(7)  P^LW  +  MR  +  N, 

wenn  -man  abkürzend  setzt: 

^4  +  Jg4  +  £4  —  ^» 

(8)  Jf*+&+J*-Ä 

^4  +  Jg4  +   C4  ~" 

Danach  findet  man  £  aus 

(9)  COS€= = —  — 

SS 

und  die  Hilfszahl  m  aus: 


(10)  m 


=  -(«7)-V^,a-*a+(*7)a- 


Zu  allen  diesen  vorbereiteten  Werthen  bieten  die  Gleichuu- 
gen  (12)  und  (14)  in  VI.  sofort  die  fraglichen  Gleichungen  des 
gebrochenen  und  des  zurückgeworfenen  Lichtstrahles. 


Ailgemeimre  Bestimmung  der  Länge 


Allgemeinere   Bestimmung  der  Lunge  von  Nonicn  an 
Maassstäben. 


Heim  Dr.   Willi.  Matika, 

i'.-i.l.  rsnr  der  Mnthemalik  nn  der  Hochschule  i 


Ali  gerad-  tind  kreis!  in  igen  Maassstäben  pflegt  man,  zur  M« 
sung  von  aliquoten  Theilen  oder  von  Brüchen  der  aul' dem  Mas 
stabe  selbst  noch  aufgetragenen  kleinsten  Theilchen  (Strecker 
Dogen),  oft  ein  kleines  Hilfsmaassstähehen,  Nullius  oder 
nier  genannt,  daran  entlang  schleil'bar,  anzubringen.  Die  Be- 
stimmung der  Länge  und  der  Gleiehlheilung  dieses  Noi 
in  den  Lehrbüchern  der  angewandten  Geometrie  und  di 
immer  mir  in  beschränkter  Weise  gelehrt.  Gleichwohl  ist  noch 
eine  allgemeinere  solche  Längenheslimmung  der  Nor 
wenigstens  in  der  Lehre  (Theorie),  miiglich,  »eiche  unter  gewis- 
sen Umstanden  dennoch  auch  zur  wirklichen  Ausführung  und 
Anwendung  (Praxis)  geeignet  sein  dürfte  *). 


Sei  überhaupt  die    kleinste  auf  einem   solchen  Maassstabe 
noch  aufgetragene  Länge  =(i,   jeder  der  auf  dem  Nonius  beflud- 

')  Ihre    Grundlinien    lind    ihr    Hauptergebnis»    hatte    ich    bereits    i 
Juni  1819  in  meinon  V«rle»nngcn  filier   praktische  Geometrie   an 
bühmUchen   ständischen  Polytechnikum   hier,    so   wie   auch   am 
nuar  1856  in  der  Sitzung  der  nnturwiaseniallaftlichen  und  in iillicma tischen 
Scctiun  der   hiesigen   künigl.   bfihumchen  Gesellschaft  der  Wiasenschaf- 
ten   vorgetragen  .     wie  in  den    ,, Allhandlungen  dieser  Gesellschaft" 
Folge,    9ter  Bund,    Prag  IBM,    auf  Seite  51.  der  „Geschichte   der  I 
Seilschaft''    berichtet  wird. 


■ 


tVfl  Konten  an  Maasamiben.  3ßA 

liehen  gleichen  Theile  =  v,  und  de»ke  man  sielt  den  Anfangs- 
,Mter  Nullstrich  des  Nonius  in  der  Verlängerung  eines  Tbeilstrichs 
des  Maassslabes,  welchen  Theilstrieli  wir  hier  kurz  auch  als  den 
nullten  des  Maassstabes  zahlen  wollen,  ho  ist  der  Unterschied 
mischen  einem  Nnniustheil  v  und  einem  Maassstabtheil  jt ,  oder 
der  Alistand  des  ersten  Noniusstricbes  vom  ersten  Maassstabstriche 

entweder    v — p    oder    jt  —  v, 
je   nachdem   v>fi    oder    v<;ji    ist. 

Soll  dieser  Unterschied    oder  Zivisebenraum  etliche  aliquote, 
I     etwa  i  der  «ten  Theile  des  Maassstablheilchens  (i  beiragen,  folglich 


gemacht  «erden,  nemlich  es  muss  eine  gewisse  Anzahl  (m)  Maass- 
»tahtheilchen  i>,i  auf  den  INoniiis  übertragen  und  sohln  dessen 
Läii^e  in n  in  n  gleiche  Tbeiieheii  (v)  getbeilt  werden.  Hiernach 
fragt  es  sieh  also  um  jene  Anzahl  tu  auf  den  Nonius  zu  über- 
setzender Munssstabtheilchen,  insofern  der  Nenner  oder  die  An- 
zahl n  der  Gleichtueile  des  Nonius  wie  fast  immer  als  angegeben 
vorausgesetzt  wird. 

Demgemäss  ist  der  Abstand  des  jjjten  Tbeilstrichs  des  Nonius 
vom  pten  Theilstriche  des  Maassstabes  oder  der  Unterschied  der 
Längen  pv  und  pfi  entweder 


-pp=p(v~t*)  = 


ptx-~pv=p(p— v)  =  —  ft, 


nemlich    immer    das   /jfache    des    Zwischenrn 
ersten    Theilstriche. 
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*. 

Nun  gebe  das  Product  pi  durch  n  getheilt  zum  Quotus  q  und 
zum  gewöhnlichen,  stets  unter  dem  Theiler  n  bleibenden  positi- 
ven Reste  r,  nemlich 

pi  =  nq  +  r, 

so  wird 

1.    im  ersten  Falle,  wo  v>ft  ist,  der  Zwischenraum 


und  hiernach 


pv—  pp  =  W  +  r£ 


pv—(p  +  q)v>  =  r£  =  eP, 


d.  h.  der  Abstand  ep  des  pten  Theilstriches  des  Nopius  vor  dem 
(p  +  <7)ten*  Theilstriche  des  Maassstabes  beträgt  r  der  nten  Theile 
des  Maassstabtheilchens  f*. 

Steht  nemlich  in  der  Urstellung  (Taf.  III.  Fig.  5.)  mit  dem  Uten 
Teilstriche  a  des  Maassstabes  M  •  der  Ote  Theilstrich  6  des  Nfr- 
uius  N  überein,  so  ist  am  pten  Theilstriche  d  des  Nonius  die 
bd  =  pv,  dagegen  am  (p-\-q)ten  Theilstriche  c  des  Maassstabes 
die  ac  =  (p  -f-  q) ft ;  mithin  steht  der  INoniusstrich  d  vor  dem 
Maassstabstriche  c  um  die  Länge 

cdzubd — öc=6n=r-» 

r       n 

und  man  sieht  sich  demgemäss  aufgefordert,  an  den  pten  Theil- 
strich d  des  Nonius  den  Zähler  r  der  nten  Theile  von  p,  folglich 
an  den  Oten  Theilstrich  b  desselben  den  Zähler  0  zu  setzen. 

II.     Im  zweiten,  Falle,  wo  v<ft  ist,  wird  die  Zwischenweite 


und  hiernach 


w  —  pv=zqii+r% 


(P  —  tit1  —  Vv~v\-ev> 


d.  i.  der  pte  Theilstrich  des  Nonius  steht  hinter  dem  (p-q)ten 
Theilstriche  des  Maasstabes  um  r  der  nten  Theile  des  p. 

Steht   nemlich    in    der   Urstellung  (Taf.  III.  Fig.  6.)   mit   dem 
Oten  Theilstriche  a  des  Maassstabes  M  der  Ote  Theilstrich  b  des 


r  Maassstilbeu. 
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[Vilnius  A'  in  gerader  Linie,  so  ist  am  jrten  Theilstriche  d  des 
Nonius  wieder  die  bd  =  pv,  dagegen  am  (p — i/)ten  Theilstriche 
c  des  Maassstabes  die  ac  =  (p  —  y)fi;  mithin  steht  der  Nonius- 
ich  d  hinter  dem  Maassstabstriche  c  um  die  Länge 

cd  =  ac — bd  =  ej,=T- > 


und  man  sieht  sich  auch 
des  Nullius  den  Zahler  1 


hier  veranlasst, 
der  »teil  Theil< 


zun)  //tun  Theilstriche  d 
des  f.(  zu  schreiben. 


-■  n rj  demnach    bei  dem    Ahmesst 
Länge  ß  der  pte  Thedstrich  d  des  N o 
i  Theilstriche  des  Maassstabes,  nanie 


bestimmten 
j  ßi  mit  einem  gewis- 


itlich 


I.  da,  wo  v>fi  ist,  mit  dem  (p+y)teu  Theilstriche  c  des 
Maassstabes  M  (Taf.  III.  Fig. 7.)  in  einerlei  Gerade  lallt;  so  ist 
von  den  in  Tal.  IIP.  Fig.  5.  übereingefalleneii  zwei  iNullstrichen  der 
mit  b  bezeichnete  Nulletrich  des  Nnnius  hinter  den  Nullstrich  o 
des  Maassstabes  um  ab  der  Taf. III.  Fig.  7.  =cd  der  Tal.  III. 
Fig.  5.  zurück  oder  um  dieses  Streckchen  vom  Anfangspunkte  / 
der  zu  messenden  Lange  fb  weiter  gerückt.  Denn  es  ist  in  Taf.  III. 
Fig.  7.  ab  =  db-ca  =  cd  der  Taf.  III.  Fig.  5.  =ep— r?.  Ist  nun 
fa=-kji,    so  ist  das  Maass  der  vorgelegten  Lange: 

/*4  =  <*  +  j)p. 

II.  Wenn  hingegen  da,  wo  v<ji  ist,  der  pte  Theilstrich  d 
des  Nonius  mit  dem  (p  —  q)ten  Theilstriche  c  des  Maassstabes 
M  in  Taf.  III.  Fig.  8.  in  einerlei  Gerade  zu  stehen  kommt,  so  ist 
von  den  in  Taf.  III.  Fig.  6.  übereingefallenen  zwei  INullstrichen  der 


mit  b  bezeichnete  Nullstrich  des  Noi 
Maassstabes   um   ab  der   Taf.  III.  Fig.  8 
vorwärts  oder  um  dieses  Strecklein  vu 
senden   Länge  fb    weiler  gerückt.     Dei 

ab  =  ac  —  bd=cd  der  Taf.  III.  Fig.  6.   = 


Nullstrich  des 
=  cd  der  Taf.  III.  Fig.  6. 
i  Anfange  /'  der  abzumes- 
i  es  ist  in  Taf.  III.  Fig.  8. 


Ist  nun  fa 
den  Lunge 


=  /-f(.    so  ist  auch   hier  das  Maass   der  vorlieget 
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Damit  aber,    wie   es    erforderlich    ist,    der   Ergänzungsl 
ev—  -ji  jede  Anzahl  nter  Theile  von  ji,  nenilich  0,  1,  2 (; 

solche  Theile,  betrage,  wenn  die  Nummer  p  des  Noniusstrichs 
die  natürliche  Zahlenreihe  0,  1,  2,  ....  (M  —  1)  durchgeht:  musa 
der  hei  der  Tbeilung  von  pi  durch  n  rücbhleibende  Rest  r  durch- 
aus verschieden  ausfallen,  und  sonach  darfrier  beständige  Unter- 
schied £  keinen  Theiler  mit  n  gemeinschaftlich  hüben.  Denn  wenn 
für  p  und  p'  derselbe 'Rest  r  entfiele,  folglich 
pi  =  nfj  +  T  und  p'i=n?'  +  r 
würde,   dann  müssta 

Ü»'  —  p)i  =  r>iq'  —  l) 
sein,  mithin,  weil  p  und  p' ,  also  um  so  mehr  p' — p  kleiner 
n  Ist,  i  mindestens  einen  Gemeinschaft  liehen  Tbeiler 
wenn  nicht  durch  selbe  theilbar  sein.  Da  jedoch  entweder 
i=m—h  oder  i  =  n — rti  ist,  so  müsste  auch  wi  wenigstens  mit 
r  einen  Tbeiler  gemeinsam  haben  oder  biedurch  theilbar  sein. 
Damit  demnach  von  den  n  möglicher»  Resten  r  keine 
zwei  gleich  ausfallen,  müssen  die  Anzahlen  in  und  n 
Primzahlen  unter  sich  oder  gegen  einander  nrim  sein; 
und  nach  dieser  einlachen  Anforderung  hat  man  sohin  zu  jedem 
angegebenen  Theiler  n  die  Anzahl  m  der  vom  Maassstabe  auf 
den  Nonius  zu  übertragenden  kleinsten  Maassstablheilchen  fi  zu 
wählen. 

Z.B.  zum  Theiler  »  =  10 
passen  die  Anzahlen  m  =  3,  7,  9,  11,  13,  17,  19, ...  ; 


ibe», 


IU.. 


für  deu  Theiler  »  =  12 
eignen  sieb  die  Anzahlen  m  =  5,  7,  11,  13,  17, 
und  für  den  Theiler  »  =  15 
taugen  die  Anzahlen  m  =  4,  7,  8,  11,  13,  14,  16,  17,  19,.. 

Wählt  man  zum  Theiler  »  =  10  die  Anzahl  m=7,  i 
i=n  —  m  =  3;  oder  wählt  man  biefür  die  Anzahl  m  =  13,  i 
i=m-~n  auch  =3;    folglich  erhält  man  beide  Male 

zur  Nummer  p  =0,  1,  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8, 
den  Dividend  pi  =  0,  3,  6,  9,  12,  IS,  18,  21,  24, 
also  den  Rest    r    =0,     3,     8,     'J,       2,      5,       8,       1,      4 


iuc 


nsetz 


fM  Nirnien  an  Maassaiifbtu. 
n  man  überhaupt  die  Trauliche  Anzahl 

ofern    man  nur   i  Regen  n   prim  wähl!. 


Für 


gleiche  subtractive  und  additive  i  ergibt    sich  dann  natürlich  eine 

»dieselbe  Reihenfolge  der  Reste  r. 
t.  B.  mm  Tkeiler  »  =  12  kann  man 
i=±T,        5,      7,  folglich  die  Anzahl 
nsll,       7,       5  oder 
=  13,     17,     19  wählen. 
Für  t'=;5  oder  für  /m  =  7  und  m  =  17  erhält  man  demnach 
tum  Noniusstrich  Nummer  p=0,  1,    2,  3,  4,  ß,  6,     7,  8,  9,  10,  11, 
den  Rest   oder  Zahler      r  =  0,  5,  10,  3,  8,  1,  ft,  11.  4,  9,     2,     7. 

Die  in  diesen  Beispielen  aufgefundenen  Reste  sind  demnach 
in  denselben  Reihenfolgen  den  nach  einander  kom inenden  Theil- 
strichen  des  Nonius  als  Abzahler,  dort  von  lüteln,  hier  von  I Stein, 
des  kleinsten   Maassslahtheilcbens  beizusetzen. 

Da  man  beim  Ablesen  der  Abmessungen  ohnehin  jedesmal 
nachsehen  muss,  welcher  Theilslrich  des  Nonius  mit  einem  Theil- 
striche  des  Maassstabes  übereinfalle;  so  kann  man  an  denselben 
Noniusstrich  e  offenbar  auch  sofort  ganz  leicht  den  Zähler  der 
aliquoten  oder  Bruchtheile  des  kleinsten  Maagsstabetreckchens 
ablesen  ;  deshalb  ist  es  für  die  Praxis  keineswegs  unerlässlich, 
dass  die  auf  dein  Nonius  anzusetzenden  Zahler  gerade  in  natür- 
licher Reihung  auf  einander  folgen. 


Um  noch  über  die  Abfolge  der  Zähler  oder  Reste  r,  hei 
natürlicher  Anordnung  der  Nummern  p  der  Noniusslriche,  Auf- 
schluss  zu  erhalten,  betrachten  wir  abermals  die  allgemeine  Thei- 
lungsgleichung 

pi  —  nq  +  r 
und  lassen  die  Ordnungszahl  p  des  Noniusstrichs  auf  die  um  dp 
höhere  p\  dp  aufsteigen.     Dann  erhebt  sich    der  Quotus  //  auf 
q\ /tq  und  der  Rest  r  auf  r  +  Jr,  mithin  ist  auch: 

(p+  Jp)i=n(q+4q)  +  (r+  Jr), 
and  wenn  man   hievon  die  vorige   Gleichung   abzieht,     die    allge- 
meine Diflevenzengleichimg: 
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iAp  =  i\dn  \  4r. 

Durchgeht  man  die  Theilstriche  des  Noniu; 
vom  Otcn  bis  zum  («  —  l)teu,  so  ist  die  Steigui 
stets  j3/>  =  \,  also 

i  =  ndq  -f  4t. 


der   Reihe  r 
r  ihrer  Nunime) 


in    ihrer    aatürlii 
bleiben , 


I.     Sollen  hierbei  auch    die   Reste 
Ordnung  ansteigen,    soll   also    Jr  -    ] 
wühlen  : 

und  sonach  kann,  weil  i  so  wie  n  nur  positiv  gehalten  wurden, 
auch  _/'/  nicht  negativ  ausfallen.  Da  ferner,  wenn  man  m=n — i 
wählt,  in  nicht  negativ  werden  darf,  und  wenn  man  wi  =  h  +  i 
setzt,  die  Länge  wijt  des  Nonius  möglichst  klein  gemacht  werden 
soll;  so  wird  man  immer  i<k  wählen  —  was  auch  mit  der  Grund- 
bedeutung von  l  als  Zähler  eines  echten  Bruches  im  Einklänge 
steht  — ;  mithin  kann  hier  blos  dq  =  ()  und  i  =  1  sein,  und  so- 
hin  ist  die  fragliche  Anzahl 

«.  =  «  +  1. 
mttich  die  übliche  Bestimmungszahl  der 
ragenden  Massstabtheile. 

1.     Aus  obiger   Differenzengleichung   folgt   noch  für  -dp  = 

i  Frage  gestellte  Aendeniug  des  Restes 

Weil  nun  jederzeit  i<,n  sein  muss,  kann  nur  zusammen  besteh) 
Jq  =  0  mit  dr-i 
und   Aq  =  l   mit  4t  =  —  (n— i), 

d.h.  bei  der  Tbeilung  der  geordneten  Vielfachen  pi  =  0,  i,  2i, 

....{n — l)f  durch  n  kann  der  entfallende  Rest  r  nur  entweder, 
wenn  der  Quotus  q  ungeändert  bleibt,  um  t  wachsen  oder,  wenn 
der  Quotus  j  um   1  steigt,  um  n  —  i  abnehmen. 

So  überzeugt  man  sich  an  obigen  Beispielen,  dass  bei  »  — lfl 
und  t'  =  3  die  Reste  der  Reihe  nach  gewöhnlich  um  3  steigen 
und  nur  ausnahmsweis  um  7  fallen;  so  wie,  dass  bei  n=12 
und    t  =  5   die  Reste  bald  um  5  steigen,  bald  um  7  sinken. 


Dies  ist  bekam 

den  Non 


die  i 
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Ein  kritischer  Nachtrag  zur  Geschichte  der  Erfindung 

der  Logarithmen, 

mit  Beziehung  auf  Abhandlung  HI.  im  I5f.en  Theil,  2.  Heft, 
S.  121.  — 196.  im  Archiv,  1850. 


Herrn  Dr.  VFilh.  Matzka, 
Frnfc««<r  Her  Mathematik  an  der  Hoch«,  hole  i 


Eine  akademische  Gefcgenheitsrede  gali  mir  im  verwicheneni 
April  Veranlassung,  noch  einmal  über  den  Werth  der  Leistungen 
beider,  gewöhnlich  dafür  ausgegebenen,  Erfinder  der  Logarithmen 
nachzudenken;  vielleicht  durfte  die  Veröffentlichung  der  gewon- 
nenen Ergehnisse  dieser  Forschung  auch  dem  grösseren  mathe- 
matischen Leserkreise  nicht  unwillkommen  sein. 

V    Joint  Neper. 

^eper's  Erklärungsweise  der  Logarithmen  mittels  Zusam- 
menhalten« zweier  gleichzeitigen  geradlinigen  Bewegungen  zweier 
Punkte,  und  zwar  einer  gleichförmigen  mit  einer  in  veränder- 
lichem Verhältnisse  verzögerten,  welch'  beide  mit  einerlei  Ge- 
schwindigkeit anheben*),  erscheint  beim  erstmaligen  Vernehmen 
id  obenhin  Besehen  allerdings  nicht  wenig  sonderbar;  allein  bei 
längerer  und  genauerer  Durchforschung  überzeugt  man  sich  mit 
aufrichtiger  Bewunderung,  dass  selbe  in  Bezug  auf  scharfe  Kenn- 
zeichnung der  innersten  Wesenheit  der  allgemeinen  Zahleu,  also  auch 
ihrer  Logarithmen,  eine  Vortre Blich keit  besitzt,  welche  durchweg 
allen  nachgefolgten  Erklärungen  desselben  Gegenstandes  abgebt. 

*)  Arohiv  a.  a.  0.  S.  128—  I2i. 
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Sie  schliesst  nemlich  in  sich  das  am  spätesten  von  den  bri- 
tischen Mathemalikern  erkannte  und  den  Begriff  der  atigemeinen 
Zahl  vervollständigende  Merkmal  der  Stetigkeit  (Continuitfit) 
der  Zahlen  überhaupt,  bei  Neper  insbesondere  die  Stetigkeit 
der  Logarithmen  und  ihrer  Logarithmande,  das  ist  derjenigen 
Zahlen,  denen  sie  angehören,  und  es  möchte  diese  Begriffsent- 
wiekelung  der  Logarithmen  durch  Neper,  in  der  allmälichen  Her- 
ausbildung der  allgemeinen  Grossen-  und  Zahlenlehre,  wohl  der 
erste  Fall  sein,  ivo  dieser,  für  die  höhere  Analysis  und  ihre 
Anwendung  auf  die  Erforschung  der  Linien  und  Flachen  völlig 
unumgängliche  und  unentbehrliche  Begriff  mit  berücksichti- 
get ward. 

Nach  Neper's  Begriffsbestimmung  stellt  der  Weg,  der  von 
seinem  zuerst  angenommenen  gleichförmig  (in  gleichen  Zeiten 
gleichweit)  vorrückenden  Punkte  jeweilig  zurückgelegt  wird,  den 
Logarithmus  desjenigen  Weges  vor,  den  der  andere  Hilfspunkt 
bis  zu  einem  vorgesteckten  Ziele  hin  noch  zu  durchlaufen  hat; 
wofern  seine  Geschwindigkeit  und  deren  Verzögerung  (negative 
Beschleunigung  —  Acceleration  — )  stets  eben  diesem  noeb  zu 
durchlaufenden  Wege  proportionirt  bleibt. 

Beide  Wege  als  solche  —  mithin  auch  der  von  ihnen  vorge- 
stellte oder  abgebildete  Logarithmus  und  Logarithmand  —  ändern 
sich  nun  stetig  oder  mit  Stetigkeit,  d.  h.  sie  durchgehen  gleich- 
zeitig oder  mit  einander  Schritt  haltend  allmälich  alle  Zwischen- 
stufe« von  Grösse  oder  Grossheit  (maguitud'>,  quimtitas)  ohne 
Uebergehnng  auch  nur  einer  einzigen  solchen  Stufe;  mithin  neh- 
men bei  Neper's  Anordnung  einerseits  die  Logarithmande  oder 
Zahlen  stetig  ab,  andererseits  ihre  Logarithmen  stetig  zu. 

II.  Treffendere  und  verständlichere  Bilder  für  derlei  gleich- 
zeitige und  stetige  Aenderungen  zusammenhangender  Veränder- 
lichen, wie  die  von  Neper  gewählten  neben  und  mit  einander 
bestehenden  Bewegungen  stofflicher  Punkte  besitzen  wir  aber 
nicht.  Denn  die  einfachste  und  allbekannte  stetig  «achsende, 
-gleichsam  fortfliessende  Grosse  ist  die  Zeit  —  Dauerzeit  einer 
Erscheinung  — ;  die  nächste  eben  so  einfache  stetig  zu-  oder  ab- 
nehmende Grösse  ist  ein  gerader  Weg,  den  ein  nach  einem  be- 
stimmten Gesetze  bewegter  Stoffpunkt  entweder  bereits  zurück- 
gelegt hat  oder  erst  noch  zurücklegen  soll. 

Dagegen  erfassen  die  übrigen  Erklärer  der  Logarithmen  von 
Zahlen  nur  Reihen  von,  in  gewissen  Absätzen  oder  Zwiscfaeo- 
weiten  iinf  einander  folgenden,  also  getrennten  Ständen  (Stadien) 
solcher  gleichzeitig  vor  sich  gebenden  Bewegungen  mit  den,  ent- 
weder durchlaufenen  oder  noch  bestehenden  Wegstrecken. 
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freilich  liii  die  "irkliche  Ausrechnung  der  Logarithmen  zu 
voraus  gestellten  Reiben  von  Zahlen  nie  eu  jener  der  Sinus  und 
Tangenten  der  van  ÜO  Graden  an  miiiutenweise  abnehmenden 
Winkel  oder  Kreisbogen,  vermochte  Neuer  auch  nicht  anders, 
als  seine  Nachfolger  vorauszugehen;  auch  er  musste  Reihen 
zusammengehöriger  Wegstrecken  neben  einander  stellen,  eine 
arithmetische  steigende,  welche  die  Logarithmen,  und  eine  geo. 
metrisch  fallende,  welche  die  Kahlen  derselben  verbildlicht.  Allein 
Reihen  stellen  —  nie  Xeper  sehr  scharfsichtig  herausgefühlt 
hatte  —  keineswegs  stetig  oder  fliessend  sich  ändernde  Gros- 
sen, sondern  jedesmal  nur  sprung-  oder  ruck  weis  abgeänderte 
Werthc  gen  isser  veränderlichen  Grössen  vor;  sie  sind  und  blei- 
ben in  ihrem  Laufe  immer  unstetig  (discontinuirlich).  Deshalb 
kann  irgend  eine  willkürlich  festgesetzte  Grösse  nur  zufällig  in 
einer  gesetz  massigen  Reihe  von  Grossen  derselben  Art  vor- 
kommen, in  der  Meistzahl  der  Fülle  aber  lediglich  zwischen  ein 
Paar  Nachbarglieder  dieser  Reihe  hineinfallen,  wogegen  eine  in 
zureichendem  Umfange  stetig  wachsende  oder  abnehmende  Ver- 
änderliche dieser  Art  auch  jene  festgesetzte  Grösse  nothwendig 
durchwandern  muss. 

Zwar  kann  man,  durch  Einschieben  oder  Einschalten  einer 
nach  dem  nemlichen  Gesetze  gebildeten  I-lilfcreihe  zwischen  jenes 
Paar  benachbarter  Glieder,  die  Hauptreihe  vervollständigen, 
ihre  Lücken  so  schmälern,  rlass  sie  entweder  auch  jene  gewisse 
vorgelegte  Grösse  seihat  mit  enthält  oder  mindestens  möglichst 
eng  sich  an  selbe  anschliesst;  allein  nothwendig  und  vollständig 
erreichen  muss  sie  dieselbe  doch  keineswegs,  namentlich  in 
den  so  unendlich  häutigen  Fällen  nicht,  wo  diese  voraus  festge- 
stellte Grösse  in  Bezug  auf  die  Messeinheit  ihrer  Art  einen  Irra- 
tionalen Zahlwerth  besitzt.  Somit  muss  hei  der  Aneinanderstellung 
einer  geometrischen  Reihe  von  Zahlen  und  einer  arithmetischen 
Reihe  ihrer  Logarithmen  erst  noch  scharf  dargethan  werden, 
dass  jeglicher  Zahl,  sie  sei  ganz  oder  gebrochen,  rational  oder 
irrational,  ein  und  nur  ein  Logarithme  entspreche  und  umge- 
kehrt; bei  Neper's  bildlicher  Darstellung  durch  sein  Paar  gleich- 
zeitiger Bewegungen  drangt  sich  diese  Wahrheit  ganz  unbe- 
zweifelbar  von  selbst  auf. 

Ilf.  Bevor  wir  diesen  grossen  Denker  verlassen,  möge  es 
noch  erlaubt  sein,  wenn  es  auch  hier  weniger  zur  Sache  gehören 
mag,  die  Arten  oder  Gesetze  dieser  zweierlei  Bewegungen,  be- 
sonders der  letzteren,  etwas  genauer  zu  besehen. 

Den  ersten  Stoffpunkt  denkt  sich  Neper  gleichförmig 
in's  (Jn lies! immte  hinaus  auf  gerader  Bahn  bewegt,     Dieser  lege 
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nun  während   der   vom  Zeitpunkte  Null  an  beginnenden  und  fort- 
II  i  essen  den  Zeit  (  den  Weg  x,  also  im  Zeitelemente  dt  A; 
folgende   Wegstreckchen    dx  zurück;    so  ist,    weil   der   Punkt  in 
jederlei  gleichdauern  den  Zeiten  gleichlange  Wege  zurücklegt,  seine 

dx 
Geschwindigkeit  a  oder  -r-    dem,  in  jeder  von  wann  immer  ange- 
fangen   gerechneten   Zeiteinheit    zunickgelegten,    also  sich  immer 
gleich  bleibenden  Wege,    dessen  Länge  k  hetssen  möge,  gleich; 
nemllch  es  ist  des  bewegten   Stoffth eilchens   Geschwindigkeit 


. 

;„ 


Daraus  folgt  die  Beechleun 
wegung,  das  Differenfia (Verhältnis 


;ung  (Acceleration)  dieser  Be- 
ihrer  Geschwindigkeit  zur  Zeit, 


d.  i.  gleich  Null  oder  es  besteht  hier  keinerlei  Beschleunigung. 

Umgekehrt  gibt  die  Integration   der  ersteren  Differentialglei 
ehung,    wenn  man  sie  von   (  =  0   und  ;r  =  0  anfangen  lässt,    die 
endliche  und  erschöpfende  Bewegungsgleichung,  bestimmend  di 
vom  Beweglichen  jeweilig  durchlaufenen  Weg 

x=kt. 

Den  zweiten  Stoffpunkt  denkt  sich  Neper  auf  einer  anderen 
Geraden  ungleichförmig  fortschreitend,  zur  Zeit  0  von  seiner 
Zielstelle  um  die  Strecke  q  abstehend  und  in  derselben  früher 
betrachteten  Zeit  (  den  Weg  x  dermassen  zurücklegend,  daas 
der  Punkt  am  Schlüsse  derselben  noch  um  die  Strecke 


| 


von  seinem  Zielpunkte  abstehe.     Im   nachfolgenden    Zeittheilchei 
dt  durchlaufe  er  das  Wegtheilchen    dz   und    nähere  sich   i 
Ziele  um  dt/  =  —  di  mit  einer  Geschwindigkeit 


dt 


Diese  nun  soll  dem  zurückzulegenden  Wege  y  proportionirt  sein, 
also  zu  ihm  sich  so  verhalten,  wie  die  Anfangsgeschwin- 
digkeit x  vom  anfänglichen  Abstände  o  des  bewegten  Punktes 
von  seinem  Ziele  oder  auch  wie  diejenige  Geschwindigkeit  c  des 
Beweglichen  da,  wo  es  um  die  Längeneinheit  oder  um  die  Länge 
1  noch  vom  Ziele  absteht,  das  ist:   es  soll  sich  verhalten 
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oder  die    ?. 
keif   soll   i 


Zeit  t   eintretende    wandelbare    Geschwind  ig- 


und  die  Anfangsgeschwindigkeit   x  =  c(>. 

Dann  ist  die  Beschleunigung  dieser  Geschwindigkeit : 

,.      de         ily 

6  =  zn=c~t=— cv 


~dl 


dr 


oder   auch    G  =  —  c^y,    folglich   ebenfalls   proportionirt  dem  noch 
bis  ans  Ziel  hin  bevorstehenden  Wege  y. 

Die*zu  Anfang  der  Bewegung,  nemlich  bei  r  =  !)  und  -ij-~<i, 
stattfindende  Beschleunigung  der  Anfangsgeschwindigkeit  k  ist 
sonach 


und  die  wandelbare  Beschleunigung: 
«der    es    verhält   sich   auch : 


V       9        ea 

Bei  dieser  Bewegung  ist  demnach  eben  so,  wie  bei  den  pen- 
delartigen Schwingungen  oder  Erzitterungen  kleinster  Stofftheil- 
ehen  um  ihre  uranfängliche  Ruhelage,  die  Beschleunigung  dem 
jeweiligen  Abstände  des  Beweglichen  von  einem  gewissen  fest- 
stehenden Punkte  (im  letzteren  Falle  von  der  Ruhelage)  propor- 
tionirt; nur  ist  bei  derlei  Schwingungen  das  jeweilige  Verhältnis» 
der  Beschleunigung  (1  zum  Abstände  y  des  Beweglichen  vom  Ziele 
positiv,  in  Neper's  zweitem  Bewegungsfalle  hingegen  negativ. 

Aus  der  leicht  herstellbaren  Differentialgleichung  der  Bewegung 


c  =  =^  = 


ttl 


folgt   sofort : 


Theil  IMIV, 


=jm=c 
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daher,  wenn  mar.  von  *  =  0  und  y=p  an  integrirt,  ist  (in  natu 
liehen  Logarithmen,  die  wir  blns  durch  l  andeuten): 


•Sonach  lindet  man  fdr  jede  Zeit  (  den  Absta 
ten  Punktes  von  seinem  Ziele: 


=  <•(!- 


die  Geschwindigkeit 


=  ne~  • 


und  die  Beschleunigung: 

G=;—  e*e~et. 
-  letztem  findet  man  noch  das  Differential-  Verhält 


Aus  dei 
'  Beschleuni 


ur  Zeit: 
dG 


isfällt. 


welches  daher  immer  positiv  i 

Im  Verlaute  der  Zeit  nähert  sieb  demnach  der  bewegliche 
Punkt  mit  abnehmender  Geschwindigkeit  und  mit  einer  mehr  und 
mehr  zunehmenden  Verzögerung  seinem  Ziele,  ohne  jedoch  die- 
ses Ziel  je  vollkommen  zu  erreichen.     Denn  nie  kann  der  Abstand 

#  =  oe-c( 
des  Beweglichen   vom  Ziele   streng  Null    (aufgehoben,    zu  nichte) 
werden,   wenn  er  auch  bei  unendlichem  Wachsen  der  Zeit  t  un- 
endlich abnimmt. 

Während  demnach  im  steten  Fortlaufe  der  mit  Null  anheben- 
den Zeit  t.  der  Logarithme  x  von  Null  an  über  alle  Grenzen  hin- 
aus wächst,  nimmt  die  Zahl  y,  welcher  er  angehört,  von  ihrem 
Anfangswerlheoan  unaufhörlich  ah  und  strebt  der  Null  als  Grenze  zu. 

IV.  Noch  dürfte  folgende  Bemerkung  nicht  ohne  Interesse  sein. 
Neper  hat  sich  die  Bewegungen  heider  Stoffpunkte  in  belie- 
bigen Geraden  vor  sich  gehend  gedacht,  da  es  für  seinen  Zweck 
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ganz  gleichmütig  war,  wie  er  diese  geraden  Bahnen  gegen  ein- 
ander stellte.  Man  rauchte  hiebet  fast  bedauern,  dass  er  nicht 
auf  den  Gedanken  gerieth,  sie  auf  einander  senkrecht  zu  stel- 
len, weil  dann  diese  zwei  gleichzeitigen,  gegen  einander  senk- 
recht gerichteten  Bewegungen  sich  in  eine  einzige  krummlinige 
zusammengesetzt  hätten;  nemlich,  weil  er  dann  jene  zwei  gerad- 
linigen Bewegungen  als  die  Bewegungen  der  Fusspunkte  P  und 
Q  (Taf.IIl.  Flg.  9.)  derjenigen  Senkrechten  MP,  MQ  hätte  an- 
schauen können,  welche  aus  einem,  auf  einer  krummen  Linie  Hz 
sich  bewegenden  Punkte  M  auf  zwei  sich  senkrecht  durchschnei- 
dende Äsen   Ox,  Oy  geführt  werden. 

Sei  nemlich  zur  Zeit  Null  der  bewegliche  Punkt  auf  der 
Geraden  Ox  in  />,  der  auf  der  Oy  sieh  bewegende  Punkt  in  E, 
folglich  der  die  krumme  Linie  //;  durchlaufende  Punkt  in  A,  dem 
Durchschnitte  der  in  D  und  E  auf  Ox  und  Oy  senkrecht  aufge- 
stellten Geraden.  Seien  OI)  =  i  und  OE  =  y  die  Abstände  der 
Punkte  D  und  E  von  O.  Zur  Zeit  /  befinde  sich  der  erster« 
Stoffpunkt  in  P,  der  zweite  in  Q  und  der  auf  der  Krummen  .-(: 
sich  bewegende  Punkt  in  M,  und  seien  OP  =  x'  und  OQ  =  y' 
die  Abstände  der  Punkte  P  und  Q  von  O.  Auf  der  Ox  wurde 
von  D  aus  in  gleich  förmigem  Fortschritt  der  Weg 


DP  =  x  =  kt 


zurückgelegt,    also  ist 


«#>=£  +  *  =*» 


und 


*'=£  +  «. 

Auf  der  Oy  sei  C  das  Ziel  des  bewegten  Stoffpunktes,  als« 
EC=q  und 

QfJ  —  y  =  Qe—", 
mithin 

OQ=  OE—EC  +  CQ, 

v'  =  v  —  e  +  y. 

folglich 

y'  —  ij  —  e  I-  i>r-'r. 

Hätte  dann  Neper  die  veränderlichen  Abstände  der  beweg- 
lichen Punkte  von  O  aus  gerechnet,  nemlich  OP=x'  und  OQ=.y' 
angenommen,  und  hätte  er  den  Abstand  x'  den  Logarithmiis  von 
y  genannt;  an  hätte  er  den  Zusammenhang  dieser  z.wei  Abstände 
—  gegenwärtig  Coordinaten  benannt  —  durch  diese  Gleichung 
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x'  =  1.0g  y 

dargestellt,  und  so  würde  er   der  Erste  die  später  von  Des  Cm 
tes    ersonnene    Darstellung    krummer    Linien    durch    Gleichungen 
zwischen    gewissen    Strecken    und  Winkeln   (Coordinaten)  bereits 
ausgeführt  haben. 

Es  würde  hiebe!  ganz  natürlich  gewesen  sein,  wenn  Neper 
zur  Vereinfachung  seiner  Untersuchungen,  wie  es  ihm  frei  stand, 
in  Tat  III.  Fig.  9.  den  Ausgangspunkt  I)  des  ersten  Stofftheil- 
chens  auch  zum  Zielpunkte  C  des  zweiten  gewühlt  hatte,  nein- 
lich wenn  er  O/>  =  |  =  0  und  EO  =  EC,  also  n  =  e  gemacht 
hätte.  Da  wäre  OP  =  DP,  OQ  =  CQ  oder  in  der  eifacheren 
Tat  III.  Fig.  10.: 

x'  =  x=OP,     ■y'=y~OQ, 


I 


also 


x=kt, 


das   Paar   der   Gleichungen    der    krummen  Bahn    AMx    gewordei 
und  Neper's  Gleichung  dieser  Linie  würde  die  Gestalt 

ar  =  Log.  Nep.  j 
angenommen  haben. 

Unsere  jetzige  Ausdrucksweise  derselben  Gleichheit  ist: 


oder,  wenn  wir  natürliche  Logarithmen  benutzen,    umgekehrt: 


Beachtet  man  noch,  dass  Neper  die  Anfangsgeschwindig- 
keiten /,  und  x  beider  bewegten  Punkte  als  gleich  unterstellte, 
so  hätte  seine  krumme  Linie  die  Gleichung  erhalten: 


Bekanntlich  ist  dies  die  Gleichung  der  Logistik  oder  loga- 
rithmischen  Linie,  folglich  gewinnt  man  durch  diese  Betrach- 
tangen zugleich  eine  verständlichere  Erzeugungsweiae  dieser  Linie, 


< 
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als   in    den  Lehrbüchern    der   analytischen  Geometrie  vorgetragen 
i  werden  pflegt. 

B.     Jobnt  Byrg. 

Es  hat  sieb  bekanntlich  unter  den  Mathematikern  die  ganz 
gewöhnliche  Ansieht  geltend  gemacht,  das»  Byrg  mindestens 
mit  Neper  gleichzeitiger,  wenn  nicht  sogar  früherer,  folglich 
eigentlicher  Erlinder  der  Logarithmen  sei.  Auch  ich  war  bisher 
der  erstem  Ansicht  zugethan,  wie  aus  meiner  Abhandlung  im 
Archiv  Thl.XV.,  Hfti,  1850,  S.  136,  Art.  6.  erhellt.  Allein 
nach  einer  durch  Abfassung  erwähnter  Gelegenheitsrede  veran- 
lassten eindringlicheren  Forschung,  besonders  der  von  Herrn 
Gymnasial-Oberlehrer  Dr.  Gieswald  zu  Danzig  im  Jänner  1S56 
mit  dem  Schulprogramm  veröffentlichten  Abhandlung:  „Justus 
ßyrg  als  Math  eroatiker  und  dessen  Einleitung  in  seine 
Logarithmen",  sehe  ich  mich  gezwungen,  diese  Anschauung 
aufzugeben.  Ich  entschloss  mich  hiezu  allerdings  um  so  schwe- 
rer, als  ich  —  ein  Vollblut- Deutscher  —  es  viel  lieber  gesehen 
hätte,  wenn  es  möglich  wäre,  diese  so  wichtige  Erfindung  unse- 
rem grossen  Volke  unbedenklich  zuschreiben  zu  dürfen.  Doch 
der  Wahrheit  und  Gerechtigkeit  muss  die  Vorliebe  zu  den  Stamm- 
genossen  weichen. 

Bekannt  ist  es*),  dass  Michael  Stifel,  ein  gelehrter  Dorf- 
prediger in  Haberstro,  jetzt  Haffstrom  genannt,  bei  Königsberg 
in  Preussen,  im  Jahre  1547  seine  Arithmetica  integra  heraus- 
gab, in  welcher  er  (Seite 249)  die  arithmetische  natürliche  Reihe 
der  ganzen  Zahlen 


-3,  —  2,  - 
mit  der  geometrischen 


1,  2,  3, 


1 ;     2,  4,  f 


IG,. 


Glied  für  Glied  unter  einander  stellte  und  sich  über  den  Zusam- 
menhang der  Paare  gleichstelliger  Glieder  beider  Reihen  ktiri 
wie  folgt  äussert; 

Qualiacunque   facit    progressio    geometrica 
multiplicaudo    et   dividendo, 
talia  facit  progressin    arithmetica 
addendo    et    subtrahendo. 


•)  Muh   vergleicht):      I'.   fc  L.  Bg«a,  Hau  .1  b  ti .:  h   d  o 


illB«ni«.i- 

üi.     S.  25H. 
i.  18,  8«  ff. 
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In  Lib.  1.  [iag.  35.  sagt  er  ferner : 

Additio  in   Arithmeticis  progressionibns  respondet 

niultiplicationi    in    Geometricis; 

LSubtractio    in  Arithiueticis  respondet 

in  Geometricis  dirisinni. 

D'rvisio  in  Arithmeticis  pmsressionibus  respundet 

extractionibus  railicum  in  progressionihus  Geometricis. 

Ut  d'nnidiatio    in  Arithmetieis  respondet 

exl  r;n:  1  i  on  i   quadratae   in   Geometricis. 
Triplatio  in  Arithmeticis  respondet 
multiplicationi    cnbicae  in  Geometricis. 
<}  um  i  n  [ilul  io   in    Arithmetieis  respondet 
multiplicationi  surdesolidae   in  Geometricis. 

et  sie   de  aliis   in    infimtum. 

In  der  Vorrede  zu  dem  „Kurtzen  Bericht*)  der  Progres»- 
T  ab  nie n.  Wie  dieselbigen  nützlich  in  allerley  Rechnungen  zu 
gebraueben",  welchen  Byrg  seinen  im  Jahre  lti20  zu  Prag  her- 
ausgegebenen Progress- Tabulen  beizudrucken  unterlassen  hatte, 
äussert  sich  derselbe  nun  nie  folgt;  „SSetraOjtent  berorocgen  bie 
«flenfdjafft  unb  Correspnndenz  ber  2  progressen  Hi|j  6er  Arithme- 
tischen mit  Der  Geometrischen,  bog  am6  in  ber  ift  Multipliciren,  ifi 
in  icner  mir  Addiern  unb  foafl  in  ber  ift  Diuidiren  in  teil«  subtra- 
hiert! nnb  Waö  in  ber  ift  radicem  quadratam  ex  trab  im  in  iener  nur 
ift  tiiffcircn,  radicem  cubicam  extrahirn  nur  in  3  diuidiern,  radicem 
Zensi  in  i.  Diuidiern,  Sursolidam  in  5  unk  äffe  fort  tn  anbern 
quantiteten."  Man  wird  demnach  kaum  umhin  können,  diese  Er- 
läuterung Byrg's  für  etwas  Anderes  als  eine  Uebersetzung  der 
eben  angeführten  Stelle  aus  Stifel's  Werk  anzusehen. 

Seinen    Bericht  besinnt  er  mit  den  Worten: 

„3"  tiefen  Tabulen  finfcet  man  3weicrleö  3a!llcit,  @inc  mitt  rotben 
('araetren,  rocfdjic  wie  einem  irten  leiajtlidj  ju  fcr>cn  nidjfe"  anbretf  bann 
ein  Arithmetischer  progress,  bie  anberc  aber  mit  fä)warjen  ttidjrö 
aubtrö  bona  ein  Geometrischer  prngress  ift,  unb  auf  ba§  iviv  in 
biedern  befto  lurjer  burdjgefieH,.  2Bo!I  wir  bortbin  ben  Arithmetiken 
progress  bie  rotte  unb  ben  Geometrischen  progress  bie  fttjwar^e  3Q£l 
nennen,  bami't  aua)  ein  ieber  bie  fundamenta  biefer  Tabulen  grubt' 
fid)er  fafje  unb  biefetbigen  befio  befjer  gebrauchen  mag,  fo  wollen  wir 


")  Von  diesem  Hiriclite  Imt  eben  Herr  Oberlehrer  Dr.  Gieswald 
(HHJ  in  der  Stailtbililiotlick  211  Dmixijr  das  Manttscript  aufgefunden 
lind  diese»  in  der  angeführten   .AMi.indlmif;   »im  Seile  26"  bis  3fi  abdrucken 
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t»  fülgetibw  begriff  bk  Sigcnftbafft  bitfya  '2  progre 
ffrffen  unb  biefelocn  mit  etlichen  ©xempetn  erflären. 


für  Singen 


SWtiiinetifd) 


OJ.  2.  3.    4. 


4.  8.  iti.  ■&>. 


.  (ach« 


*) 


Byrg  bedient  sich  also  derselben  zwei  Keihenanfänge  zur 
Erläuterung  wie  .Stifel. 

Obschon  er  nun  nirgends  ausdrücklich  auf  dieses  Mathema- 
tikers Werk  hinweist,  so  erwähnt  er  doch  gleich  danach,  dass 
etliche  Arithmetici,  wie  auch  Simon  Jacob  Zons  und  andere, 
die  angeführten  Eigenschaften  der  beiderlei  Reihen  berührt  haben. 
Oemgemäss  kann  es  sicher  keinem  Zweifel  unterliegen,  dass  er 
eich  keineswegs  für  den  Erfinder  dieses  Zusammenhangs  der  Reiben 
seiner  rothen  uud  schwarzen  Zahlen  —  der  jetzigen  Logarithmen 
und  Logarithmande  —  auszugeben  gewillt  war.  Er  führt  deshalb 
aueb  seine  Leistung  mit  den  an  unser  erstes  Cilat  sich  anschlies- 
senden Worten  seiner  Vorrede  an: 

„fo  btr&e  i'dj  niebtö  nuiäftcfii'Kö  craäjtct,  nlf  tiefe  Tabulen 
ulfo  JU  continuiern  (!),  tafi  die  fahku  fo  vorfalicn  tu 
bcrfelfcen  mögen  gefunben  werben,  audj  »elcficr  continua- 
tion  (!)  biefe  Tabulen  ermadjfjen", 
wodurch  er  also  seine  T.ifel  nur  als  eine  Fortsetzung  oder  Wei- 
terausbildung  einer  bereits  vorhanden  gewesenen  bezeichnet. 

Byrg  stellte    nun    in    die    arithmetische    Reihe  seiner  retheu 
bleu   alle    nach  einander  folgenden  Anzahlen   i 

0,  10,  20,  30,....   100,  HO,  120,....; 
das  allgemeine  Glied  dieser  seiner  Reihe  war  demnach 

Der 


■  Zehin 


R«: 


.10. 


Zahl  0  schrieb  er  in  seiner  geometrischen  Reihe 
die  schwarze  Zahl  J0Q0O0O00 
und  der  rotheu  Zahl  10 
die  schwarze  Zahl  100010000 
also  ist  der  Quotient  seiner  geometrischen  Reihe  10001  und 
allgemeine  Glied  der  schwarzen  Zahlen: 

.s=i(»ooorjoo.  (10001)». 

nach  -  was  erlaubt  bleibt  -  die  Schlussnulle 


Sieht  man  de 
der  rothen  Zahlei 


als  Zehntel  I 


.  ha 
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folglich  die  rothen  Zahlen  blas  in  natürlicher  Reihung 

0,  1,  2,  3,....« 
fortlaufend ;  und  siebt  man  in  den  schwarzen  Zahlen  die  letzten 
8  Ziffern  als  Dezimalen  an  oder  zahlt  man  mit  diesen  Zahlen  nicht 
Einer,  sondern  Hundertuiillioutel  (des   Einers),  so  ist: 

uiöüöööÖö"=(100<,I,n' 

folglich   sind  die  ihr  entsprechenden    Glieder    der    geometriscl 
Reihe  seiner  schwarzen  Zahlen: 

1,     10001,     1-00020001,....  (1-000I)».... 

Byrg  nahm  demnach,  genau  besehen,  als  arithmetische  Reibe 
der  rothen  Zahlen,  gerade  so  nie  Stlfel,  die  natürliche  Zah- 
lenreihe mit  dem  Ausgangsgliede  0;  ferner  machte  er  auch  wie 
Stifel  die  1  zum  entsprechenden  Ausgangsgliede  der  geometri- 
schen Reihe  der  schwarzen  Zahlen;  nur  nahm  er,  während  Sti- 
fel für  sein  erläuterndes  Beispiel  zum  Quotienten  dieser  geome- 
trischen Reihe  die  möglich  kleinste  ganze  Zahl  2  gewählt  hatte, 

die  nur  um    jTjvjnr.  vergrösserte   Eins   zum  Quotienten   an,    damit 

die  geometrische  Reihe  sich  an  die  möglich  meisten  ganzen  Zah- 
len Ihunliehst  nahe  anach Hessen  möchte.  Gegenwärtig  würden 
wir,  nach  unserer  mehr  ausgebildeten  Zahlenlehre,  eigentlich 
kurz  sagen :  so  wie  Stifel  in  seinem  zur  Erläuterung  beige- 
brachten Beispiele  die  natürlich  aufsteigenden  Potenzen  von  2  nach 
einander  gereiht  hatte,  ebenso  reihte  Byrg  in  seiner  Tafel  die 
Potenzen  von  10001  in  natürlicher  Ordnung  steigend;  und  somit 
hat  er  eigentlich  blos  zu  Stifel's  Täfelchen  eine  erweiterte 
Tafel  von  Potenzen  einer  andern  Zahl  geliefert. 

Wallte  man  demnach  —  was  jedoch  bisher  noch  Niemand 
ernstlich  unternommen  hat  —  das  Wesen  der  Erliodung  der  Loga- 
rithmen  ersehen: 

1.  in  der  Entdeckung  des  Zusammenhangs  zwischen  den  Paa- 
ren entsprechender  oder  gleichvielter  Glieder  einer  arithme- 
tischen und  genmetrischen  Reibe,  so  wie 

2.  in  der  Aufliudung  der  Möglichkeit  und  Weise,  die  schwie- 
rigeren Rechnungen,  das  Multipliziren,  Dividiren  u.  s.  w.  durch 
die  leiebtern  des  Addirens,  Sublrahirens  u. s.  w.  zu  ersetzen; 

so  könnte  durchaus  nicht  mehr  bestritten  werden,  dass  nicht  erst 
Byrg  ums  oder  kurz  vor  dem  Jahre  1620,  sondern  bereits  Stifel 
mindestens  kurz  vor  dein  Jahre  1544  die  Logarithmen  erfunden  habe. 


Her  Erfindung  der  Lflgnrilhm 


Allein  genauer  besehen  hat  Byrg,  dem  allerdings  das  Ziel 
vorschwebte,  die  bequemen  logarithmischen  Rechnungen  mittels 
genügend  ausgedehnter  Tafeln  zu  ermöglichen,  seine  Aufgabe  um- 
gestülpt oder  auf  den  Kopf  gestellt.  Denn  bei  den  gewöhnlichen 
praktischen  Rechnungen  in  besonderen  Zahlen  sind  ja  gerade  die 
mit  einander  zu  mulliplizirenden,  durch  einander  zu  theilenden. 
so  wie  die  zu  potenzirenden  und  zu  radicirenden  (in  letzter  Instanz 
ganzen)  Zahlen  das  Gegebene,  und  ihre  Logarithmen  das  aus 
den  Tafeln  Auszuhebende  oder  die  mittels  dieser  Tafeln  in  die 
Rechnung  einzuführenden  Zwischenhilfszahlen,  also  das  vermit- 
telnde Unbekannte.  Man  bedarf  demnach  einer  Tafel,  welche  zur 
natürlich  genugsam  ausgedehnten  Reihe  der  ganzen  Zahlen  die 
Logarithmen  gibt.  Byrg's  Potenzentafe)  gab  aber  umgekehrt  zur 
natürlichen  Reihe  der  ganzzahligen  Logarithmen  die  angehörigen, 
fast  immer  ungemein  weit  in  Decimalcn  auslaufenden  Zahlen. 
Durchgeht  man  für  sich  in  Gedanken  oder  nach  Byrg's  „Beriebt" 
den  Zug  von  Rechnungen,  den  mau  mit  Byrg's  Potenzentafel 
an  der  Hand  durchzumachen  gezwungen  ist,  so  ist  man  sicher 
zum  Geständniss  nothgedrungen,  dieser  Rechnungszug  sei  weit 
schwieriger  und  länger,  als  jene  gewöhnlichen  Rechnungen,  welche 
man  erleichtern  oder  abkürzen  wollte;  und  somit  muss  man  ein- 
gestehen, dass  Ryrg's  Potenzentafel  ihren  Zweck  verfehlt  hat 
und  völlig  unpraktisch  (zweckwidrig,  unanwendbar)  ist. 

Ganz  auders  ist  Neper's  Kanon  der  Logarithmen  angelegt. 
Ihm  schwebte  bei  seiner  und  der  zeitgenössischen  Gelehrten  wis- 
senschaftlichen Richtung  als  Ziel  vor,  die  schwierigen  astrono- 
mischen Rechnungen  mit  den  Sinus  und  Tangenten  der  in  Graden 
und  Minuten  gemessenen  Kreisbogen  zu  erleichtern.  Dazu  schuf 
er  mit  einer,  für  seine  beschränkten  analytischen  Hilfsmittel  wahr- 
lich staunenswertbeii  Mühe  zu  den  von  Minute  zu  Minute  im  Kreis- 
quadranten natürlich  fortschreitenden  Bogen  die  Reihe  der  Loga- 
rithmen ihrer  Sinus  und  Tangenten,  so  dass  man  zu  jedem  in 
Graden  und  Minuten  angegebenen  Bogen  sogleich,  ohne  aufhal- 
tende Zwischenrechnuug,  den  Logarithmus  seines  Sinus  oder 
seiner  Tangente  herauslesen  oder  herausschreiben  konnte.  Sein 
Kanon  war  demnach  keine  Pntenzentafel,  wie  jene  Byrg's,  son- 
dern wahrhaft  eine  Logarithmentafel,  dienlich  und  förderlich 
dem  vorgesetzten  Rechnungszwecke. 

Nun  ist  es  ein  langst  ausgemachter  Grundsatz,  dass  als  Er- 
finder eines  praktischen  Gegenstandes  oder  Verfahrens  nur  der- 
jenige Mann  gilt,  welcher  den  hierauf  heziehlichen  Gedanken  und 
Erkenntnissen  seiner  Vorgänger  den  eigentlichen  Geist  und  das 
wahre  Leben  der  Praxi*  (Anwendung)  einhauchte:   mithin  ist  es 
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uuumstüsslich    entschieden,    dass  weder    unser   -eis 
(eicher  Mathematiker  Stifel,  noch  unser  findiger  Pra 
titer  Byrg,  «ondern  bloit  der  gcharfslnnige  achottlsche 
Cfelehrte  AT  e  per,  und  mir  er  allen.,  für  den  Erfinder 
der  Logarithmen   ungesehen   werden   kann   und   iuums. 

Daraus  kann  nun  freilich  der  deutsche  Freund  der  Wissen- 
schaft nur  mit  Bedauern  entnehmen,  duss  des  sonst  so  hoch 
schätzbaren  kaiserliche»  Hol -Kammer-Uhrmachers  Byrg  Tafeln 
s-iuiii.nl  Gebrauchsanweisung  nur  wenig  über  die,  um  76  Julire 
früher  von  Stifel  ausgesprochenen  Grundgedanken  hinausge- 
gangen sind,  dass  selbe  ohne  Verwechselung  ihres  Arguments 
oder  ihrer  Eiiigangszahl  sich  kaum  Bahn  zu  brechen  vermocht, 
also  erst  noch  eines  kräftigem  und  regeren  Geistes  bedurft  hät- 
ten, der  sie  belebt  und  wirksam  gemacht  hätte.  Aus  dieser  ihrer 
Unvollkommenheit  in  der  Anordnung  dürfte  sich  zugleich  begrei- 
fen lassen,  warum  der  so  geistreiche  und  anregsame  Mathematiker 
und  Astronom  Kepler,  wenn  er  in  der  Thal  lange  vor  dem 
Jahre  1618,  wo  ihm  Neuer*«  Tafeln  zukamen,  von  ßyrg's  Ar- 
beit volle  Kenntniss  besesseu  hätte  —  wie  des  Letztem  Schüler 
und  Verwandter  Bramer  nachher  öffentlich  erklärte  —  selbe  nicht 
umständlich  durchforscht  und  mit  aller  Kraft  seines  Geistes  eben 
so  wie  Neper's  Leistungen  gefordert  habe.  Denn  zugestehen 
muss  man,  dass,  gleichwie  Brigg's  die  neue  Erfindung  N  eper's, 
durch  die  Annahme  der  logari  Mimischen  Grundzahl  10  und  durch 
Berechnung  entsprechender  Tafeln  für  die  Zahlen  und  Winkel- 
funktionen, erst  in's  richtige  Geleis  nützlicher  Verwendung 
einlenkte,  Kepler  auf  dem  Felde  der  Theorie  zu  ihrer  Verdeut- 
lichung, Begründung  und  Verbreitung  mannhaft  und  erfolgreich 
mitwirkte. 


I 
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XXIII. 

Nachtrag  zu  dem  Aufsatze  über  die  Fläche  des  sphä- 
rischen Vierecks  Thl.  XXXIV.  Nr-  III.  S.  12. 

Von 

Herrn  Professor  Dr.  J.  F.  König 

am  Kneiphof' sehen  Gymnasio  zu  Königaherg  i.  Pr. 


SeUt  man,  nritßeibehaltaBg  der  früheren  Bezeichnung  Bd.  34. 
S.  12.  ff., 

.    $—  a   .    $ — b   .    *  —  c  .   *  —  d      n 
sin     v    8in     w>  '  sin  —5—  sin     a     =  P, 

s — a      *— b       s — c       s  —  d      -v 

COS     q      C06— q—  COS     ä     COS— ä — =/* 


dann  ist: 


und  auch 


e*  a  +  6*       .        .    .        B* 

coSg  =  cos — 5—  +  sin  a  sin  b  cos  -~ 


=  cos  — 3—    +  sin  c  sin  d  cos  „-  ; 


V      *' 


also,  wenn  man  die  halbe  Summe  nimmt  und  entwickelt: 

g2            co82  +cos2  +cos2  +cos2 
cos^  =;1- 5 

a1       b2  c2       d* 

-f  cos»  cos*  +C08„  cos^   +  i8iii«sia6cosÄ  +  i6W*?sindcosZJ 

Ark       .    a   .    b  .    c  .   d  a       b       c        d 

=2/J — sin  5  sin  ^  sin  5  sin  5  -»caercco&scosficosö  . 

-f  cosa  eosx  +00S5  coss  +|sinflr»i»4cosJß+  J  sin  c  sind  cos />. 


•./ 


Zieht  man  nun  den  am  aogef.  Orte  8. 16.  gefundenen  Ausdruck  flr 

«■       F  e* 

CO85  cos«  von  co« 5    ab»  so  entsteht: 

0       «■,   f1     olll/      a      b  e       d.9 

2cosg  «inj-  =2fJ+(cos^co*2~cosjcos5)a 

■  /      a       °  c       dw  .   a  .   0       Ä       ,   e  ,  d       _v 

+ (cos«  cos  5  — -coss  cos  5)  (sin  5  sin  5  cos  2? — sin  5  sin»  cos  Zf) 

a .  o  .  *■■  «  .  a    ä+ä» 

*     — 2sin  sein  ^sinnsing  cos — 5 —  * 

oder;' da  "'  "l'-'      '  ■'  '    "  \      '' 

sinosinocosA— sinäeins'CosZ) 

=(cosy— -cosp)— (cos  s  cos  5— cos  5  cos  sO 
Ist, 
=2/*+  (cos  »cos  s—  cos  scos  5)  (cos  y— cos  ä) 


2  sio  5  sin  5  sin  5  si  05  cos — 5 — 


Auf  ähnliche  Weise  erhält  man,   wenn  man  cos 5  cos«  so 
C0S5    addirt:   v 

CO85  cos  j  =s2P'4-(cos2COS2  +  cosHCos^)(co8y  +  coso) 

_  .   a  .    6  .   c  .    d       /?+#*      .«' 
+ 2 sin  5  sin  5  sin  3  sin  9  cos — g —  — 4/" 

=2/*  +  n; 

und  durch  Division  beider  Ausdrücke: 

.    Fa     A  * — a     *— 6.   *  —  c.   * — d  .    m/y— nP 
*«!   =tg-2-tS~2~t8-2~t8~2~+/>(2/>  +  n)- 

Die  Werthe  für  m  und  n  eingesetzt  geben  den  Zähler  des  Bruches 

Z=(cos^co8nCos  y  +  cos^  cos»  cos  S)  (P1  —  P) 

.    m  mv       /        a        °        i  .         c        ^ 
+  4P/y  —  (cos  ^  cos  5  cos  0  +  cos  ö  cos  $■  cos  y 

■  -t^sniäSin^sinijetn-rcos — ^ — )(!*+/*). 


Da 


des  sphärischen  Vierecks  TM.XXXlV.Xr. ÜJ*S. \%         J47 


a       b             cos  a  +  cos  b  +  cos  e  +  1 
cosocosocosy== z 

c        d        *     cosc  +  coscf  +cose  +  l 
cos  3  cos  s  cos  o  = ^ 


also 

ab  c       d       . 

cos  ^  cos  s  cos  y  +  cos  n  cos  s  cos  o 

cos a  +  cos6  +  cos c  +  cosd  .         e2      ,  -u      ~  .        e* 
= ! j +cosg  =(/*  —  f^  +  cos^ 

und 

4P/*  =  (P+  /*)*  +  (f*  -  P)2 
ist,  so  wird: 

c*  ü       b  cd  ,nw%, 

ZZZI^  —  J°)C0S5    —  {COSäCOSäCOSÖ  +  COSÄCOSgCOSy  —  (P+Pr) 

lC1  .   a  .   6  .    c  .    d        B+JO2     D    -y 
-|-2siD^siD^siDo8>no  cos — 5 —   }  (/J+rF), 

r 

und  weil 

a   6   •  _    c       d  ' 
cos  5  cos  5  cos  o  +  cos  ^  cos  ^  cos  y 

=  cos  y  cos  o — (cosy — cos  5  cos»)  (cos  0  — cos«  cosg) 

a       6       c       «f 
-f  cos  5  cos  5  cos  5  cos  -k 

• 

.  a  .  o  .   c  .  d  a       b       c      d 

=  cosycoso~  sinäsinäsinäsinncos/*  COSZ/  +  COS5COS5COSQCOS5 


und 


n »  ru      .    a  .    b  .   c  .   d  a       b       c       d 

P-f-/* =sin  o  sin  5  sin  5  sin  £  +  cos  ^  cos  £  cos  g  cos  5 


ist, 

gfS  €L        b        C        d 

=  (P*  —  P)  cos  zy  —  (cos  y  cos  d — sinäsinasinäsin^  sinBsinZ))(P-|-P'). 
Die  Substitution  von  m  und  n  giebt  den  Nenner: 

/Vs  P*  { (cos  5  cos  5 -f  cos  5  cos  ö)(cosy+cosd) 

Qiy  ,  0  .  a  .  6  .   c  .   d       B  +  D*% 
—  2/*+  2  s  in  £  «in  ^  sing  sin  g  cos — g —  I» 


$5$  König:  Suchtr.  %u  äem  Au fs.*B.  Me  Fläche  de*  *pkAr.  Vierecks  etc. 
oder  wenn  man  für 


und   für 


ab  .cd. 

cosscos^cosy  -f  cos  5  cos  ^  cos  o 


a       b        .  m        cd 

COS  5  COS  5  COS  O  +  COS  5  COS  &  COS  f 


die  vorigen  Werthe  und  für  2P'  den  Werth 

cos  0+ cos  6+cos  c+cosd       .    a   .  A  .   c  .  d  a       b       c      d 
t r  sm-^sinasinssin  2+cos^cosÄCos5C08rt 

setzt , 

rrP' (coso-  +  cosyco8  0 — sin  ^  sin  9  sin  ^  s»n  ^  sin /JsinZ/). 

Das  Endresultat  ist  also: 

(P*— P)cosa  —  (eosycosä— sinnSinösfaqstaasinfisinDXP-t-P') 
+"""  ^5  -       g        -       g—  , 

P*  (cos  ^  -fr  cos y  cos Ä  —  sin  ^  sin  <r  sin  77 sin  tt  sin  Ä  sin  />) 

Wo  noch  für   P* ,    (P  +  P')   und  (P7  —  P)   die  schon  angeführten 
Werthe  zu  setzen  sind. 

c 
Für  d=ö,  also  e=zc  und  #=9»    wird  der  Zähler  des  Bru- 
ches =  0,    d.  h.    die   Formel    geht    für   diesen   Fall   in    die   des 
S.  Lh uili er  für  die  Fläche  des  sphärischen  Dreiecks  über. 
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XXIV. 

Uebungsau  Fgafoen    für  Schüler. 


Zu   beweisende   Lehrsätze. 


i  Um 


,   RcrdT  Dr.   C.  H.  Sa 


r  RFHl-Ani 


.!(   i. 


Ulm. 


Allbekannt  sind  folgende  Lehrsätze  über  das  Dreieck,  Kelche 
li  in  vielen  Sammlungen  finden: 

1.  Die  drei  von  den  Winkelsitzen  auf  die  Gegenseiten  gelall- 
ten Perpendikel  schneiden  sich  in  einem  einzigen  Punkte 
(Punkt  1.). 

2.  Die  drei  in  den  Halbirungspunkten  der  Seilen  errichteten  Per* 
pendikel  schneiden  sich  in  einem  einzigen  Punkte  (Punkt  IL). 

3.  Die  drei  von  den  Winkelspitzen  nach  den  Halbirungspunk- 
ten  der  Seiten  gezogenen  geraden  Linien  schneiden  sich 
in  einem  einzigen  Punkte  (bekanntlich  der  Schiverpunkt 
des  Dreiecks). 

4.  Die  genannten  drei  Punkte  liegen  so  in  gerader  Linie, 
dass  der  Schwerpunkt  zwischen  Punkt  I.  und  Punkt  IL, 
und  zwar  doppelt  so  weit  von  1.,  als  von  IL  entfernt  liegt. 


Es  gibt  Übrigens  noch  folgende  analoge  Salzreihen  i 
hung  auf  das  Dreieck,  die  von  mir  vor  längerer  Zelt 
Programme  mitgetheitt,  doch,  wie  wir  scheint,  weniger 
geworden  sind,  und  die  ich  daher  für  weitere  Kreise 
theile.  Vielleicht  können  sie  als  Uebungsanfgaben  für  vi 
tere  Schüler  dienen.  Ich  bediene  mich  dabei  folgender, 
selbst  erklärender  Ausdrücke:  Innerer  Berühr» ugskre 
der  im  Dreieck  liegende  Kreis,  der  die  drei  Seiten  des 
selbst  berührt;  die  drei  Berührungspunkte  heissen  inn 
rührungsp  unkte.  Aeussere  Berühr  ungs kreis  e 
die  so  an  dem  Dreieck   liegenden   drei  Kreise,  dass  sie 


Bezie- 


bekannt 
liier  rait- 
>r  gerück, 
sich  von 
is  hetsse 
Dreiecks 
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Seite  selbst  und  die  Verlängerungen  der  beiden  andern  berühren  ; 
der  au T  der  Seite  selbst  liegende  Berührungspunkt  eines   i 
Kreises  heisse  der  äussere   Berührungspunkt   dieser  Seite. 

A.  I.  Die  drei  geraden  Linien,  welche  von  den  Winkelspitzen 

eines  Dreiecks  nach  den  äussern  Berührungspunkten  der 
gegenüberliegenden  Seiten  gezogen  werden,  schneiden 
sich  in  einem  einzigen  Punkte. 
2.  Dieser  Punkt,  der  Mittelpunkt  des  iunern  ßerührungs- 
kreises  und  der  Schwerpunkt  des  Dreiecks  liegen  eben* 
falls  so  in  gerader  Linie,  dass  der  Schiverpunkt  zwischen 
Punkt  1.  und  II.,  und  zwar  doppelt  so  weit  von  I.  als 
Ton  II.  entfernt  liegt. 

B.  1.  Die  drei  geraden  Linien,  welche  von  den  Winkelspitzen 

nach  den  innern  Berührungspunkten  der  Gegenseiten 
gezogen  werden,  schneiden  sich  in  einem  einzigen  Punkte 
(Punkt  I.), 
2.  Die  drei  von  den  Mittelpunkten  der  äussern  Berührungs- 
kreise an  die  Ilalbirungspunkte  der  zugehörigen  Seiten 
gezogenen  geraden  Linien  schneiden  sich  verlängert  i 
einem  einzigen  Punkte  (Punkt  II.). 


3.  Diese  beiden  Punkte  und  der  Schwerpunkt   liegen  ebei 

iss  der  Schwerpunkt  zu 
r  doppelt  so  weit  von 


falls 


II  gci 


Punkt  1.  und  IL,    um 
von  II.  entfernt  liegt. 

Die  drei  von  den  Mittelpunkten  der  äussern  Berü 
kreise  auf  die  zugehörigen  Seiten  gefällten  Perpendikel 
schneiden  sich,  nöthigerweise  verlängert,  in  einem  ein- 
zigen Punkte,  der  von  den  drei  erstem  Mittelpunkter 
gleichweit  entfernt  ist. 
Dieser  Punkt,  der  Mittelpunkt  des  innern  Berührung* 
kreises  und  der  Mittelpunkt  des  um  das  Dreieck  be- 
schriebenen Kreises  liegen  so  in  einer  geradei 
dass  der  letztere  Punkt  zwischen  den  beiden  erstem 
und  zwar  gleichweit  von  beiden  entfernt  liegt. 
Wenn  man  von  den  Mittelpunkten  zweier  äusseren  Be- 
rührungskreise auf  die  diesen  Kreisen  zugehörigen  Sei- 
ten, und  zwar  je  von  dem  einen  auf  die  dem  andern 
zugehörige  Seite  ihrer  Verlängerung  und  ebenso 
Mittelpunkt  des  innern  Bcrührungskreises  auf  die  dritti 
Seite  Perpendikel  fällt,  so  schneiden  sich  diese  geborig 
verlängert  in  einem  einzigen  Punkte,  der  von  den  drei 
genannten  Mittelpunkten  gleichweit  entfernt  ist. 
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.  Dieser  Punkt,  der  Mittelpunkt  des  zu  seiner  Bestimmung 
nicht  gebrauch  teti  dritten  äusseren  Berührungskreises  und 
der  Mittelpunkt  des  um  das  Dreieck  beschriebenen  Krei- 
ses liefen  sn  in  einer  geraden  Linie,  dass  der  letztere 
Punkt  zwischen  den  beiden  erstem  und  zwar  gleichweit 
von  beiden  entfernt  Hegt.; 

.  Wenn  man  von  zwei  Wink  eis  pitzen  aus  je  nach  dem- 
jenigen Berti  hrungsp unkte  der  Gegenseite,  welcher  auf 
der  über  die  dritte  Winkelspitze  hinausgehenden  Ver- 
längerung liegt,  zwei  gerade  Linien,  und  von  dieser  drit- 
ten   Winkelspitze    nach    dem    inneren    Berührungspunkte 


r  Gegetis 


nie  dritte  gerade  Linie  zieht. 


sich  diese  drei  Linien  in  einem  einzigen  Punkte. 
.  Dieser  Punkt,  der  Mittelpunkt  des  zu  der  Seite,  auf 
welcher  der  innere  Berührungspunkt  liegt,  gehörigen 
äusseren  Berühruugskreises  und  der  Schwerpunkt  des 
Dreiecks  liegen  so  in  gerader  Linie,  dass  der  Schwer- 
punkt zwischen  beiden  erstgenannten  Punkten,  und  zwar 
doppelt  so  weit  vom  ersten,  als  vom  /.weiten  entfernt  liegt. 


I     H.T 


■    Lnffler 


IV  i, 


Die  Buchstaben  A,  B,  ("  bezeichnen  in  Nachfolgendem  be- 
liebige Functionen  der  unabhängig  Veränderlichen  x. 

1)  Ee  soll  das  Integral  in  geschlossener  Form  der  Differen- 
tialgleichung y"  +  (A'  —  A-)y==ö  angegeben   werden. 

2)  Es  soll  gezeigt  werden,  dass,  wenn  y  =  u  ein 'Genüge  lei- 
stender Werth  der  Differential  Gleichung  Ay"  -f  ##'  +  Cy=0  ist, 
das  vollständige  Integral  dann  durch  die  Formel 


«In,  +«t 


/: 


d.i 


fihiA 

repräsentirt  wird. 

3)  Die  Differentialgleichung 

Ay"  +  (o.r+ö)?/'  —in/ 
soll  integrirt  werden, 

4)  Es  ist  die  Beziehung  zwischen  y  und  ;r  aufzustellen, 
den  Ausdruck 


r  ■ 


0 

JMS  Ve*UM0$oufraä€*  für  SMUer. 

V=fk  dx[Ay»  +  By  +  {B-A")y\ 

m  ■ 

so  einem  Minimum  maeht,   wenn  die  Grenzwerthje  von  y  bekannt 
sind. 

5)  Wird  mit  m  eine  beliebige  Function  von  A  bezeichnet ,  so 
ist  das  Integral  der  Differentialgleichung 

yr+Ay'  +  [mA  +  ^A'-m*]y=0 
In  geschlossener  Form  anzugeben. 


Von  Herrn  Frans  Unferdinger  an  der  k.  k.  Marine -Sternwarte 

zu  Trieit, 

1)  Es  soll   aus  folgender  Gleichung  die.  Unbekannte  x  be- 
stimmt werden: 

(1 +j^(l —'*)*= A>V 
Resultat: 

*l==lKi  +  Vr'r+?)  +  V(i+vi4rF)a-4}, 
s*=i(l-  VT+c»)  +  ^a~VTT^)^IJ, 

2)  Man  soll  aus  folgenden  zwei  Gleichungen  die  Unbekannten. 
x  und  y  bestimmen: 

ax  —  by  =  x*  -^y2, 
bx  +  ay=z  ixy. 
Resultat: 

V(a + 6)4 — V{a  -  6)4  .  V(a + 6)4 — V(a  -  6)4 

0?  =  J-3 3 ,        y=*-3 3 • 

.     .     v(a  +  *)  —  V(a-b)  V(a  +  b)  +  V(a -  b) 

3)  Das  Quadrat  einer  geraden  Zahl  2z  lässt  sich  so 
oft  als  die  Differenz  zweier  Quadratzahlen  darstellen, 
als  sich  z*  in  zwei  ungleiche  Factoren  zerlegen  läset. 
Warum  ? 
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Beispiel.     ß*  =  36  lässl  sich  auf  vier  Arten  als  Product  un- 
gleicher Factoren  darstellen,    1.36,  2.18,  3.12,  4.9;    daher  lässt 
sich  (2.6)a=12*  auf  vier  Arten  und  nicht  mehr  als  die  Differenz 
zweier  Quadrate  darstellen.     In  der  That  hat  man: 

I2a=37a— 35a=20*-16a=15*—  9*=13a— 5*. 

4)  Wenn  s 

ich    eine  Zahl  auf  n   verschiedene  Arten 

in  zwei  Facto 
seil    Zerlegun 
welche  sich  a 
zweier  Quadi 

gen   immer    \n{n—.\)    neue   Zahlen    finden, 
uf  zwei  verschiedene  Arten  in  die  Summe 
'ate  zerlegen  lassen.     So  ist  z.B. 

48: 

=  1.48  =  2.24  =  3.16  =  4.12  =  6.8, 

und  hiermit  fiudet  man: 

2883  =  47*  -f-  26*  =  49»  +  22* , 

2570  =  47a  + 19*  =  49*  + 13*. 

2465  =  47*  +  16*  =  49a  +  8*, 

2405  =  47*  +  14*  =  49*  +  2* , 

845  =  22*  +  19*  =  26*  +  13*. 

740  =  22*  +  16*  =  26*  +  8* , 

680  =  22*  +  14*  =  26*  +  2*, 

425  =  13* +  16*  =19* +  8*; 

365  =  13*+ 14*  =  19*  +  2*, 

260=   8*  +  14*=16a  +  2a; 

ebenso   ist   36= 
hiermit : 

1.36=2.18=3.12  =  4.9=6.6,    und   man  erhalt 

1625  =  37a  +  I6*=35*+20*T 

1450  =  37*+  9*=35*+159, 

1394-37*+  5*=35*+l3*, 

1369  =  37*+  0*=3Ö»+12*, 

481=20*+   9*=  16*+ 15*, 

425  =  20*+  5a=16*+13*, 

400-20*+  0*=16*  +  12a, 

250  =  15*+  5*=  9*  +  13*. 

225  =  15*+  0*=  9»+I2*. 

169= 13* -f-  0*=  5a  +  12*. 

■  * 

•  I 


M«  ******* 

: .  5), Es  toiMie  folgende  Relation,  in  welcher  a,  fr,  je  difc7  etoi 
8eiteit  und  A,  B,  C  die  gegenüberliegendem  Winket  «ine» 
riechen  Dreieckes  bezeichnen,  nachgewiesen  werden: 

SinM  _  Sln»i?      Sin*C  _  1  +  CosACasBCoaC 
Sin««  "".  Sil«  ~  Sin*c  ""  l—€o«aCo«ACe«xt ' 


Ven  Herrn  F.  UnferdiHger  a»  4er  k.  k«  Martae  -  Stern  warte  *•  Trie*t- 

Auf  der  Richtung  eines  Durchmessers  eines  gegebenen  Krei- 
ses liegen  zwei  feste  Punkte  A  und  B9  der  eine  £usseVbäR>V  der 
andere  innerhalb  des  gegebenen  Kreises  auf  derselben  Seite  Vöfb 
Mittelpunkt,  und  so,  dass  die  mittlere  geometrische  Proportio- 
nale ihrer  Abstände  von  diesem  Mittelpunkt  dem  Radius  des  gege- 
benen Kreises  gleich  ist.  Verbindet  man  irgend  einen  Punkt  M 
des  gegebenen  Kreises  mit  A  und  B  und  verlängert  die  ^Verbin- 
dungslinien nötigenfalls,  bis  sie  den  Kreis  noch  in  zwei  anderen 
Punkten  Al  und  Bl  schneiden»  so  ist  die  Sehne  AiBt  stets  auf 
der  Richtung  AB  senkrecht,  wie  auch  der  Punkt  M gewählt  wer- 
den mag.    Warum? 


M  i  s  c  e  1  1  e  n. 


Ueber   Gouzy's    Methode    zur    Bestimmung   der    mittleren 

Proportionallinie. 

Von  Herrn  Doctor  Voller  zu   Saalfeld. 

Ein  der  Gouzy'schen  Methode*),   „zwischen  zwei  gegebe- 
nen Linien  die  mittlere  Proportiouallinie  zu  suchen",  beizufügen- 


*)  Nouvellei   Annales   de  Mathemntique«.     Tome  XVI.     Mar«  1957. 
f.  12$.  —  Archiv  der  Mathematik  und  Physik.  Tbl.  XXXI.  Hft.  4.  p.  476. 


Wim  et  Im. 

der  Bewein  lässt  sich  auch  mittel»!  iler  Aehulrcbkeit  der  Drei- 
eck« auf  folgende   Weise   führen. 

Wenn  unfein«  beliebige»  geraden  Linie  JI/JV  (Taf.  1.  Fig.y.) 
AB—b.  AC=a  und  auch  /?/)  =  «  abgetragen,  hieran!  mit  der 
Zirkelüffuung  a  aus  V  und  D  uls  Mittelpunkten  znei  sicfi  in  E 
schneidende  Kreisbogen,  dann  noch  die  Linien  EA  und  IJ/j  ge- 
nügen werden,  so  ist  jede  dieser  beiden  Linien  die  gebuchte  mitt- 
lere Proportionale  zwischen  a  und  lt. 

Es  ist  nehmlich  zunächst,  wie  leicht  erhellet,  ^DAE^j^CBE, 
fbiglicli  \ABE  gleichschenklig,  und  somit  ähnlich  deni  Dreieck 
DBE,  weil  Z.ABE=^DBE  und  jLBAE=Z.DEB.  Da- 
her verhält  sich : 

OB:BE=BE:AB, 


Folglich : 


Schreiben  des  Herrn  F.  Uiifertfinger  an  der  k.  k.  Marine- 
Sternwarte  zu  Triest  an  den   Herausgeher. 

Vor  einigen  Tagen  erhielt  ich  das  erste  Heft  des  XXXI V.  Theils 
ihres  geschätzten  Archivs,  in  welchem  Sie  von  einem  Schreiben 
des  Herrn  Dr.  Zehfuss  in  Heidelberg  berichten,  betreffend 
nen  in  Thl.  XXXIII.  S.  104.  abgedruckten  Aufsatz  Ober  das 
Hationalruachen  des  Nenners  in  Brüchen  von  der  Form: 


at  +  V%+  Va3+....Va*' 

Obgleich  mir  der  Inhalt  der  genannten  Zuschrift  des  Her 
Dr.  Zehfuss  zur  Zeit  noch  unbekannt  ist,  so  bin  ich  doch  gerne 
bereit,  auf  die  von  Ihnen  a.a.O.  gemachte  Anmerkung  im  Inter- 
esse der  Wahrheit  und  Wissenschaft  zu  antworten,  und  es  soll 
mich  freuen,  wenn  hiermit  zugleich  dem  Wunsche  des  Herrn  Doc- 
tor  Zehfuss  genügt  wird. 

Aus  der  Fassung  meines  Artikels  über  den  angeregten  Gegen- 
stand geht  hervor,  dass  ich  nur  von  jener  Methode  des  Ratio- 
nalmachens  etwas  beibringen  wollte,  welche  sich  zur  Erreichung 
ihres  Zieles  eines,    nur   in   den  Vorzeichen   von  dem   Nenner  des 
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gegebenen  Bruche«  verschiedenen,    multiplicirendert ' FaäMht'tl' 
dient,   weiche  Methode  auch  gleich  am  Anfange  deü  %£h 
bezeichnet  ist;    dieses'  haben  bereits  Sie  selbst  in  der 
Anmerkung  besonders  hervorgehoben  *)•  » ,f 

Was  nun  den  Schhiss  meines  Aufsatzes  betrifft,  welche*' a|nY 
lautet:  ....  „Soll  man  sich  also  dem  Ziele  des  RatioDalnäüHfetl' 
genähert  haben,  so  mnss  o.  s.  w.*%  so  bin  ich  gerne  bereit^ '&fc 
in  der  folgenden  schärferen  Fassung  zu  berichtigen,  tind.fciit  fljtyl 
Sie,  diese  Berichtigung  in  Ihrem  geschätzten  Archiv  su^*crj£; 
feotlichen. 

....Alles  bisher  Gesagte  gilt  auch  noch  dann,  wenn  «iSbW 
Wurzelgrösse  ist.  Soll  man  sich  nun  dem  Ziele  des  RÄflbttfi 
macbens  genähert  haben*  so  muss,  wenn  at  rational  ist,  r(r — l)<2r-f 
oder  !•*<&•  sein,  je  nachdem  n=2r  oder  n=2r  +  l  ist.     Dieü' 

gibt  im  ersten  Falle  **^^  und  «T4,  hn  zweiten  Falle  r~l  lind 
*"73,  so  dass  also  ein  JSrucb  mit  einem  Nenner  wie 

auf  die  besprochene  Art  noch  in  einen  andern  von  gleichem  Werth 
und  mit  rationalem  Nenner  verwandelt  werden  kann ;  ein  Bruch 
hingegen  mit  einem  Nenner  wie 

sobald  «!  von  Null  verschieden  ist,  im  Allgemeinen  nicht  mehr. 

Ist  01  ebenfalls  eine  zweite  Wurzel,  d.  h.  sind  sämmtliche 
n  Glieder  des  Nenners  irrational,  so  muss,  wenn  man  sich  dem 
Ziele  des  Rationalmachens  genähert  haben  will,  r(r — l)<2r  oder 
ra<2r+l  sein,   je  nachdem  n=2r  oder  n=2r+ 1  ist.    Beide 

Relationen  geben  mit  Leichtigkeit  r"2,    also    im    ersten    Falle 

n"Z  4,   im  zweiten  Falle  w~5,    so    dass    also   in   einem   Bruch, 
dessen  Nenner  die  Form 


*)  Was  ich  Herrn  Unferdinger  schuldig  war,  da  ich  von  vorn 
herein  vollkommen  überzeugt  war,  dass  er  hei  seinem  Aufsätze  keinen 
andern  Zweck  hatte,  als  den  von  mir  angegebenen.  Eben  so  glaube  ich 
demselben  jetzt  schuldig  zu  sein,  unverzüglich  diesen  seinen  Brief 
abdrucken  zu  lasten.  G. 
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hat,  die  Anzahl  der  Irrationalgrossen  des  Nenners  noch  vermin- 
dert werden  kann.  In  der  That,  macht  man  zum  Zweck  des  Ratio- 
nalmachens  den  ersten  Schritt,  so  ist  der  neue  Nenner: 

(«i+«2+«3— "4— ob)^VAaxa%  +  Viata3  +  V4a2cr3  —  V  4a4a6, 
welcher"  nur  vier  Wurzelgrossen  enthält,   aber  mit  jenem  obigen 

«i  +  Vo2  +  V«3  +  V«4  +  Vo6 

einerlei  Form  hat,  so  dass  also  im  Allgemeinen  auf  die  bezeich- 
nete Art  eine  weitere  Verminderung  der  Wurzelgrössen  nicht 
durchführbar  ist,  und  man  sieht  also,  dass  die  Möglichkeit, 
einen  Bruch  von  obiger  Beschaffenheit  mit  rationalem 
Nenner  darzustellen,  im  Allgemeinen  nicht  mehr  vor- 
handen ist,  sobald  sein  Nenner  mehr  als  vier  Glieder 
hat. 

Triest,  den  6.  März  1860.  F.  Unferdinger. 


Merkwürdige  allgemeine  analytische  Relationen. 

Von  dein  Herausgeber. 

I. 

Es  ist  immer: 

(a^  —  60«i)  («oft  —  /Vi) 
+  (Vi  —  Co*i)  (ß0yt  -  yQßx) 

+  (c0«i  —  «o«i)  (y0«i  —  «oft) 
=     ("o«o  +  *oÄ>  +  Wo)  (fli«i  +  b\  ßi  +  ciYi) 

-  («0«!  +  *o£i  +  «oft)  («o«i  +  ÄA  +  y<A)- 

II. 

Es  ist  immer: 

(«0*  +  *oa  +  c0*)  (a,*  +  6,»  +  <?!*)  (oa»  +  A,*  +  c«2) 

-  («oa  +  V  +  *o2)  («i  «a  +  *i  *«  +  ci  «a)2 
- («i2  +  *i2  +  c,2)  («»fl0  +  Mo  +  «W2 

-  («a2  +  V  +  es2)  («o«i  +  *o*i  +  coCi)2 

+ 2  («oa,  +  60  *i  +  <V>i )  («l  «2 + *i  *a + «1  c»)  («a«o  +  Mo + «a*o) 
=  t«r0(6,c2  — Ci^  +  ÄoC^ifla— fliCa)+Co(oi6j  — 6iOa)|a, 
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wo  der  letzte  Aufdruck  »ich  auch  noch  auf  andere  Weise  schrei* 
ben  lässt. 


Von    d  e  in    H  e  r  a  ii  8  g  e  I>  e  r. 


In  seinen  Beiträgen  zur  Biographie  Bessel's  (Zeit- 
scbrift  für  populäre  Mittheilungen  ans  dem  Gebiete 
der  Astronomie  u.  s.  w.  Band  I.Heft  3.  S.  151.)  führt  Wich- 
mann an,  dass  den  Stamm  zu  der  später  so  reichhaltigen  Biblio- 
thek Bessel's  die  folgenden  Bücher  bildeten,  aus  denen  er  seine 
erste  mathematische  und  astronomische  Ausbildung  schupfte: 

Mönnich,  Lehrbuch  der  Matheni.  2  Thle.  Berlin  1800-1801. 

Bohnen  berge  r,  Anleitung  zur  geographischen  Ortsbestim- 
mung.   Göttingen  1795. 

v.  Ende,  Geographische  Ortsbestimmungen  im  niedersäch- 
sischen Kreise.    Celle  1801. 

Pf  äff,  Versuch  einer  neuen  Summations-  Methode.  Berlin  1788. 

Hindenburg,  Sammlung  corabinat.  analytischer  Abhandlun- 
gen.   2  Thle.    Leipzig  1796  und  1800. 

Kästner,  Anfangsgründe  der  Analysis  des  Unendlichen. 
3.  Aufl.    Göttingen  1799. 

Kästner,  Anfangsgründe  der  höheren  Mechanik.  2.  Aufl. 
Göttingen  1793. 

Euler,  Theorie  der  Planeten  und  Coroeten.  Uebersetzt  von 
Pacassi.     Wien  1781. 

Scheibel,  Astronom.  Biblioth.  Abschn.  1.2.  Breslau  1784 — 89. 


Fehler 

in  Schrön's  siebenstelligen  Logarithmentafeln,  Ste- 
reotyp-Ausgabe  von  1860: 

Taf.L  S.29.  Fusstafel,  Spalte  °'",  Z.  1.  statt  3.35.40  lies:  0.35.40. 

Braun  seh  we  ig  am  27.  Februar  1860. 

Fr.  Vieweg  &  Sohn. 


Ii  r.  r  i  c  h  t  i  g  ii  n  $  e  n. 

In  Tbl.  XXXUI.  S.57  statt  Thl.  XXIX.  S.432.  Kitze  man  Thl.  XXXUI. 
S.  420. 

Im  Literarischen  Berichte  Nr.  CXXIX.  (Thl.  XXXUI.)  S.  10.  Z.  12. 
setze  man  „algebraischer"  statt  ,,  allge  brai  s  eher." 


Junghan:    Beitrage  %ur  Tetraedromttrfe. 


XXVI. 

eiträge  zur  Tetraedrometrie. 


Herrn  Dr.  G.  Junghan 
in  Gotha. 


Die  Tetraedrometrie  scheint  seit  geraumer  Zeit  nicht  zu  den- 
jenigen Feldern  zu  gehören,  die  von  den  Mathematikern  mit 
Vorliehe  bebaut  werden.  Seit  Feuerbache  „Grundriss  zu 
analytischen  Untersuchungen  der  dreieckigen  Pyra- 
mide. Nürnberg.  1827."  (nur  ein  Auszug  der  Resultate  ohne 
Beweise  aus  dem  angekündigten  ausführlichen  Werke,  von  dem 
ich  nicht  weiss,  ob  es  erschienen  ist)  scheint  kein  bedeutendes 
Werk  über  den  Gegenstand  erschienen  zu  sein.  Feuerbach, 
so  wie  seine  grossen  Vorgänger,  Lagrange  und  Carnot,  be- 
handeln den  Gegenstand  durch  Coordinatensysteme,  also  durch 
Grössen,  die  dem  Tetraeder  als  solchem  fremd  sind,  indem  sie 
die  Gleichungen  zwischen  den  Coordinaten  der  vier  Eckpunkte 
und  denen  eines  fünften,  der  zu  ihnen  in  gegebenen  Beziehungen 
steht,  untersuchen.  Diese  grossartigen  und  von  schönen  Resul- 
taten gekrönten  Untersuchungen  machen  es  aber,  wie  mir  scheint, 
nicht  überflüssig,  die  Abhängigkeit  der  verschiedenen  Bestim- 
mungsgrössen  des  Tetraeders  von  einander  unmittelbar,  näm- 
lich ohne  das  Mittel  der  Coordinaten,  aufzusuchen  und  darzustel- 
len. In  diesem  Sinne  scheint  noch  wenig  gethan  zu  sein.  Das 
Neueste,  was  ich  kenne,  ist  die  erste  Abhandlung  im  ersten 
Bande  dieses  Archivs  von  Professor  Bretschneider  und 
Einiges  von  demselben  Verfasser  in  seinem  „Lehrgebäude 
der  niederen    Geometrie.    1844."     Die  Leser,    welche  etwas 
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Bedeutendes  darüber  aus  neuerer  Zeit  kennen,  sind  um  gefällige 
Mittheilung  gebeten.  —  Der  Hauptgedanke,  den  ich  seit  einiget 
Zbü  über  diesen  Gegenstand  verfolge,  ist  der:  das«  im  Tetraeder 
die  Ecken  als  solche  durch  gewisse  Functionen,  die  ich  als 
Eckensinus  und  polaren  Eckensinus  bezeichne  (s.  §.  4. 
im  Folgenden)  eben  so  als  selbstständige  Rechnungsgrossen  zu 
behandeln  sind,  wie  |die  Winkel  durch  ihre  Sinus  und  Cosinus 
im  ebenen  und  sphärischen  Dreieck.  Diese  Eckenfuuctioneu 
sind  auch  sonst  schon  bemerkt  worden  (sie  machen  sich  bei 
allen  das  Tetraeder  betreffenden  Rechnungen  geltend),  aber  die 
Symbole  dafür  sind  mehr  nur  als  Abkürzungen  für  eine  gewisse 
Zusammenstellung  von  ebenen  und  Flächen- Winkeln  behan- 
delt, nicht  als  Symbole  besonderer  RecJUHMtgfcgHsgen,  die  ihre 
eigenen  Gesetze  haben.  —  Hat  man  also  die  Tetraetlrometrie  ei- 
nerseits als  eine  Anwendung  der  Conrdinatengeninetrie,  anderer' 
seits  als  eine  Anwendung  der  ebenen  und  sphärischen  Trigono- 
metrie betrachtet,  so  mächte  ich  den  Versuch  wagen,  sie  neben 
die  letzteren  als  eine  eigene  Discipün  hinzustellen,  deren  Rech- 
nuogsgrüssen  sind:  Längen,  ebene  Winkel,  Flächoiwinkel,  ebene 
Dreieckflächen  und  dreiseitige  Ecken.  In  diesem  Sinne  em- 
pfehle ich  in  dem  folgenden  Aufsatze  besonders  §.  16.  über  das 
Verhalten  einer  dreigetheilten  dreiseitigen  Ecke  zu 
den  Theileeken  und  §.  19.  über  das  Verh  alten  v  «in  vier 
Ecken  um  einen  Punkt  der  Aufmerksamkeit  der  geneigten 
Leser. 


§.   1. 

Am  Tetraeder  Q  A  B  C  (Taf.IV.  Flg.  1.)  bezeichnen  wir  die 
drei  Seiten  der  Ecke  O  mit  abc,  ihre  Winkel  mit  «,>/,  ihre  Kan- 
ten mit  upq,  deren  Gegenkanten  mit  Imn,  die  an  ihnen  liegen- 
den Flächenwinkel  mit  tS  ß'  /.     Es  heissen  die  Seiten  und  Winkel 

der  Ecke  A:  nt  blc1  a  ß'  y', 

der  Ecke  B:  o,  6e  <■.,  a'  ß  y' , 

der  Ecke  C:  R,  6a  c3  a'  ß'  y. 
Es  re  p  rasen  tiren 
I  m  ii       die  Seiten  eines  Dreiecks  (ABC), 
"i  ''-2  ri  die  Winkel  desselben, 

a' ß' y'    die  an  einem  Dreieck  anliegenden  Flächenwinkel, 
abc      die  Seiten  einer  Tetraederecke, 
:■■!;■      die  Winkel  derselbe». 
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»/"/ 

die  Kanten  derselben  , 

A  A,  Aa  Aa 

bezeichnen  die   den    Ecken    O,    A,  B,    C  gegenüber- 

liegenden  Dreiecke, 

9  Pi  Pa  Ps 

die  Radien  der  ihnen  umschriebenen  Kreise. 

h A|  /ig  h3 

die  auf  sie  gefüllten  Hohen,                             • 

' 


(Al  sei  ein  beliebiger  Punkt  im  Tetraeder), 

Ti»-ar8        beseichnen  die  Längen  KO,  KA,  KB,  KC, 

A  fi  v  die  Winkel    der  iy3,  rira,  r,rj,  also   die  Seiten  der 

gegen  A  geöffneten  Ecke  bei  K, 
v-Jtv.  die    Winkel    der  r>\  .  rr%,  rr3,   also   solche    drei,    die 

einen  gemeinsamen  Schenkel  r  haben, 
<id,  *ijrf3     die  von  K  auf  A  A,  A,,  A^  gelallten  Normalen, 
£  den  Inhalt  des  ganzen  Tetraeders, 

die  vier  bei  K  zusammenslossenden  und  von  A  At  A%  Aa 

geschlossenen  Tbeiltetraeder, 
P  Pi  Pa  Ps      dieselben    Tetraeder    oder    Pyramiden,     nenn    r  —  r, 

—  r«=r3  ist. 

Bezeichnungen  von  Winkeln,  nie  (r2p) ,  (rtd)  u.  s.  w.,  als  von  den- 
jenigen, welche  r.t  mit  p,  resp.  t.,  mit  J  bilden,  sind  selbstver- 
ständlich. 


Bekanntlich  ist 

~2e  =  « 


§.2. 


»in  6* 


Dieser  für  ein  ebenes  Dreieck  conslante  Quotient  werde  der  Mo- 
dulus  des  Dreiecks  genannt.  Jeder  Sinus  eines  Dreiecks  "ird 
also  durch  Multiplication  mit  dem  Modul  us  in  die  Gegenseite,  jede 
Seite  durch  Division  durch  denselben  in  den  Sinus  des  Gegen- 
winkels verwandelt. 


Gleicher  Weise  werde  der  Quotient 
der  Modulus  der  Ecke  (O)*)  genannt 
>V    '/?■  N3  sind  die  Moduln  der  Ecken  . 


sinn  sin 6   _  sine 

sine  sin/3    ""  siny 

ti d  mit  M  bezeichnet; 


*)  Dinier   jinniciiilu  .\'at 
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Of8ina  =  8ina,     itfi  Sin  «  =  810  II| ,      -tj*-  =  "  If     —  Sin«. 


§.  3. 
Wir  setzen  ferner: 


'U*1! 


also 


und 


also 


i— a=i(6+<?-a),    tf-.«  =  i(/J  +  y— «), 

U.   8.   W.  11.   8.   W. 

e  =  180°-**),  8  =  «—90», 

a+e=180°-.(i— a),    «-e  =  90°— (tf— «) 

U.   8.  W.  U.   8.   W. 


Haben  dieselben  Buchstaben,  unten  accentuirt,  dieselben  Be- 
deutungen für  das  Polardreieck,  ist  also  «!  =  180° — a,  a1  =  180°— a 
u.  s.  w.,  so  ist 

*  =  270°-<71,    also    180°-*  =  o^ -90°, 

also  e  =  sl9    1  =  180° — eX9 

a  +  e=  180° — («i—  ^i),    1  —  0=«!  —  sl9 


u.    s.    w. 


ferner 


<r  =  t270°-*1,    also    <?— 90°=  180°— slt 
also  e  =  e4 ,    tf  =  90° +«! , 

a-a=180°  — (0!+^),    ö-«  =  a1+ei -90° 


u.    s.    w. 


*)  Durch  die  Einführung  der  Winkelgrösse  2e  (des  Ueberschusses 
ron  360°  über  die  Seitensumme)  neben  2s  (dem  sphärischen  Excess)  ge- 
winnen viele  Formeln  der  sphärischen  Trigonometrie  an  elegantem  An- 
sehen. Ich  erlaube  mir  darüber  auf  eine  kleine  Schrift:  „Stadien 
über  das  sphärische  Dreieck"  aufmerksam  zu  machen,  welche  in 
der  Programmenliteratur  begraben  liegt  (Programm  des  Lnckauer 
Gymnasiums  1848),  und  welche  die  Keime  ron  dem  enthält,  was 
ich  in  der  gegenwärtigen  Abhandlung  etwa  Neues  und  nicht  Unfrucht- 
bares darzubieten  habe. 
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Am  meisten  treten  in  diesem  Aufsätze  die  bekannten  Ecken- 
fanctionen  hervor,  die  hier  mit  P  und  JI  bezeichnet  werden  und 
deren  mannigfaltige  Zusammensetzung  sowohl  aus  den  Seiten 
resp.  Winkeln  der  Ecke  als  aus  je  zwei  Seiten  und  dem  einge- 
schlossenen Winkel  resp.  je  zwei  Winkeln  und  der  dazwischen- 
liegenden Seite  als  bekannt  vorausgesetzt  wird;  nämlicb: 


=  iv(l — cos*a — cos'ö —  cosac  + 2  cos  neos  6  cos  <•) 

(1») 

==  V  ein  i  sin  («  —  a)  sin  (i — 6)sin(t — c) 

(2-) 

=  Vsinesin(o  +  t)sin(6-H)sin(c  +  s) 

(3>) 

=  1  sin  a  sin  b  sin  y  =  gsinasincsinß  =  isinosincsina 

(4') 

--  U/^siiiivsirii^iii)' 

(5») 

==  isin(uJ,)sina=  \ sin (p Jj) sin b  ~  j  sin  (o  Ja)sinc; 

(6.) 

r=iV{l — cos^a  — cosaß COS3}« — 2  tos  tt  cos  ß  COS)') 

(1») 

=  V— cos«cos(o— a)cos(tf-j9)cos(o-— y) 

(2*) 

=  Vsin»»in(o-r).in(jä— r)»Ln(,-,) 

(3>) 

=  1  Sine  sin  ß  sin  c=  i  sin  csin  )■  sin  b  —  sin  ffsin  j'sino 

(4») 

=  l«.üi«»in  J.ln» 

(5») 

=  isTn(uJ,)sino  =  Ssin(p^,)sinf  =  4sin(o4).in,. 

(6") 

Anmerkung  1.  Die  Ausdrücke  (t>)  ergeben,  dass  P  enn- 
stant  ist  für  alle  sphärischen  Dreiecke  auf  einerlei  Seite  a,  deren 
Gipfelpunkte  in  einem  dieser  Seite  parallelen  kleinen  Kugelkreise 
liegen;  und  dass  JI  constant  ist  für  alle  sphärischen  Dreiecke 
von  einerlei  Gipfelpunkt  und  Gipfelwinkel  a,  deren  Gegenseiten 
(i  auf  demselben  grüssten  Kreise  liegen. 

Anmerkung  2.  Ist  im  sphärischen  Dreieck  aßy  (Taf.IV. 
Fig.  2.)  f  ein  beliebiger  Bogen  grüssten  Kreises,  der  die  Seite  n 
unter  dem  Winkel  <p  trifft,  so  ist 


2P=sin/'8in9>sinn,     211  = 
Anmerkung  3.     Bekanntlich  ist 


(!) 


=  J.A.  : 


'/K/.-iJN  . 


Ist  also  aßy  (Taf.  IV,  Fig.  2.)  ein  sphärisches  Dreieck  auf  t 
Kugelfläche  vom  Radius  R,  so  ist  <SR*P  der  Inhalt  der  Pyramide, 
»eiche  das  durch  aßy  gelegte  ebene  Dreieck  nur  Grundfläche  und 
den  Kugel  imttelpuriht  «um  Kipfel  hat.  Da  nun  |Ä"  der  Inhalt 
der  entsprechenden  Pyramide  für  das  gleichseitig*  rechtwinklige 
Dreieck  ist,  so  ist  I'  der  Exponent  des  Verhältnisses  dieser 
beiden  Pyramiden  und  der  Ausdruck  des  Inhaltes  der  ersteren, 
wenn  die  letztere  zum  körperlichen  Raummaass  gewählt  wird. 

Anmerkung  4.  Verlängert  man  an  einer  Ecke  die  eine 
Kante  über  den  Eckpunkt  hinaus  oder:  verlängert  man  zwei  Sei- 
ten eines  sphärischen  Dreiecks  über  die  dritte  Seite  hinaus  bis 
zu  ihrem  Durchschnitt,  so  wird  dadurch  ein  Nebendreieck  be- 
stimmt, welches  mit  dem  vorigen  einerlei  /*  und  11  hat.  (Heber 
die  Relationen  zweier  Nebemlreieeke  ist  Mehrere»  zu  finden  in 
dem  erwähnten  Luckaiter  Programme  von  1848.) 


Anm. 

Functionei 


rkung  5.      Bedeuten 
für  das  Polardreieck: 


Px    und   JI,    die   entsprechenden 


p=n,,    n  =  pl, 


was  sich  leicht  aus  §.  3.   und   noch   leichter 

Anmerkung  6.  Wir  werden  (aus  einem 
Grunde)  die  Function  II  mit  dem  Worte  „Ecl 
als  „polaren  Eckeiisinus"  bezeichnen. 


(9) 
:  §.  4.  (4)  erkei: 


spater  erhellendei 
;ensiuus"  und   i 


§.5. 


Aus  (ä)  geht  leicht  h 
P 


=  M     oder     P=MIi, 


wonach  aus  (4)  und  (5)  leicht  hervorgeht: 

sinasinÖsinc  =  ^  =9MP, 

sinasin(3sin)-=  -p-  =  ~jä'  '    " 

Anmerkung.     Beispielsweise  eine    Anwendung   des    ftlodu- 
lus  itf:     In    vielen    Büchern    (z.B.    Meier    Hirsch  Samn 
geometrischer  Aufgaben  II.  p.  124.,    Bretschneider  Leh 


■ 


Juntjhan;     Beitrüge  t 


1 


gebäude  etc.  p.  438.)  findet  man    für   de»  Radius  der  einem  Te- 
traeder umschriebenen  Kugel  den  Ausdruck  entwickelt: 

4ßa.4/w  =  «2sin2a  +  pasin«6  \  jMn*e  —  1pq{co&a  -  cosocosc) 
—  'lui)(c'in!i  — cos  a  cos  c)  —  2up(cosc — cos  neos  li). 

Da  nun 

cos« —  cos  6  cos  c  =  sinftsinecoso 

iv.,  so  findet  man,  wenn  man  dies  einsetzt  und  die  ganze 
Gleichung  durch  M-  dlvidirt,  nach  j.  2.  und  §.5.: 

4fl».4JZ*  =  «asma«-|  pa8mal3  +  9asin»)'— 2p$sin(38inycos« 

— L2uq  sin  asinyens  ß — iup  sin  asiaß  cos  y , 

was  man,  wie  es  scheint,  noch  nicht  bemerkt  bat. 


Aus  l  =  2psin«|  — -'p,  sinn  folgt: 

2^8ln«  =  2p,ifBi 


M~  SS.    '' 


Am  Tetraeder  verhalten  sich  die  Moduli  zweier  Dreiseite  »ie 
die  Moduli  der  gegenüberliegenden  Ecken. 


Der  Quotient 


2p  _  «ft  _  2fa  _  2p,  _ 
M  —  M ,  ~  M*  ~  M3  —  ** 


(13) 


ist  also  als  ein  Modulus  des  Tetraeders  zu  betrachten.  — 
Wir  werden  sehen,  dass  am  Tetraeder  mehrere  solche  constante 
Quotienten  vorkommen,  die  gleichen  Anspruch  auf  den  Namen 
Modulus  haben. 


F*)  Es  ici  hier  ein  für  allemal  bemerkt,  rings  die  den  festgesetzten 
Zeichen  unten  rechts  angehängten  Indices,  wie  Pl ,  TI„,  Jf,,  immer  etwas 
den  Ecken  A,  B,  C  Angehörige«  oder  ihnen  Gegen  üb  erliegen  des  bezeich- 
nen, während  die  Buchstaben  tihne  Index  der  Erkr  ff  »der  dem  ginnten 
Tetraeder  angehören. 
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J.  7. 


oder,  wenn  man  Illsina  statt  sinn,  itfi  sin  er  statt  sin«!  setzt: 


fi/W.M,  sinn  -_-  f,         pAfsd 


=  m,      j*Jnf,.ß/ssin|J'  =  p, 


(U) 


nun  bekanntlich  /n 
i  (5)  und  (13)  leicht 


Imn  ;=  4p.tf , 


i  findet  man  unter  Anwendui 


Da  nun  nach  (13)  das  Product  links  unverändert  bleibt,  wenn  n 
die  vier  Indices  0,  1,  2,  3  beliebig  permutirt,  so  ist  auch 


n~  n. 


u% 


rr  =  m 


(16) 


ein  Modulus  des  Tetraeders,  and  zwar  derjenige,  welcher  dem 
Modulus  -y  des  ebenen  Dreiecke  am  meisten  entspricht  und  die 
Benennung  „Eckensinus"  für  H  rechtfertigt. 

Aus  (13)  und  g.  3.  ergeben  sieb  noch  leicht  die  Ausdrücke: 

16pp,oae,_ 


m  = 


=  t*,*MMiM%Mi. 


(17)  (18) 


M 


Da  dk^djfii  —  Sit,  so  ist  auch  nach  (16), 
Dt  dividirt: 


man  durc 
J7A  =  JZ,A,  =  J7,A,  =  ntht.  (19) 


Ferner  ist: 

h  =  Hs\n(uA)—  asini,  sin;'' 
=  wjH,  sin 0'  sin  jr*  =  (nach  (U))  p .W,  ,1/,.*/,  sinn'  sin /?'  sin  /     ('21 
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und  weil  nach  (18) 

so  ist 

2£Ä.=  Itfsina'sinjS'sin/,  also  auch     •  (21) 
2^1  =W  sin  a' sin/?  sin  y, 
IqJ**  =  VI  sin  a  sin  ß'  sin  y , 
2&A3  =  Mlsinasinßsiny'. 

Multiplicirt  man  die  drei  letzten   Gleichungen  und   dividirt  durch 

uPttl 
die  erste,  setzt  links  aus   (17)  8q1q.2q3  =  ^tt- >   rechts    aus   (12) 

221  * 

sinasinßsiny  =  -«-,  hebt  auf,  und  setzt  wieder  links  ft2J#2=4fl2, 

so  erhält  man : 


also 


Ax  A2  A3  =  »IÄ  .  4/T2  =  4  Jhn  =  12  #6 ,  (21«) 

*#iM3  =  3ff-  4J7ä  =  3$.  477^  u.  s.  w.  (22) 


§.9. 
A  =  t£  sin  (ti/4)  =  p  sin  (/?z4)  =  ^  sin  (q4) 

md«        sinp         smy   v         v  "  v    ' 


also 


sin  a  sin  p  sin  y      v  x     "  2772 

'*  —       U2        "   A  ""         77*      "  ' 

I 

also  ist  die  constante  Grosse  Wi  =  nihx  u,  s.  w. 

=  2Vr^7p£nä  =  2  VS^ITJ^"  =  2  VllJZiJails 

=  8  VBl?  J^,  =  2tt>.  (24) 

25# 
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Diesen    AusdruckT  i 
bezeichnen  wir  mit  'ho. 


Demnach  ist  also: 

,        2k>                 2w                   2Ä*gin 

DO, 

■A 

^ 

Da  nan 

seist: 

2JT,  —  einoi  sin  jS'e'n.  ;■' . 

b     ,| 

2  J7S  =  sin  A4  sin  ß'  si  n  y' , 

2n3  =  sin  c„  sin  a' sitt  j3', 

4  =2p9sinnj  sin  fcj«;  üc.; 

so  erhalt  man  durch  einfach«  Multipücalion : 

ct'si 

•r 

sin  J 

■   f 

2wt=2V.ittI1.n'an'!  =  psina,  sinö2si:i  i  ;  -■ 

§.  10. 

A  =usin(M^)  =/jsin(p.4)  =  r/s'm(tiJ) 

sinoj        sini2         sin  c:.  ' 


HPtP±Ptupq 

'  gina,  sin^sinr.  ' 


.  und,  da  bekanntlich 


sinät  sin&,sin  ct  =  *-» 
=  ^        -    —  -        />  ■  j 


A  =  4p\rS^5,     0==aVW^1A.    (28)  (20) 

Aus  der  Symmetrie  des  Ausdrucks2V^/,/1,Pj/,3,  welchen  wir 
raifr2WJ  bezeichnen,  geht  herror,  dnss 
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2p        2ß,         2?a        2p3  ' 


fr  11, 

Noch  ein  Ausdruck  für  h  ist  bemerkenswert!].  Zieht  man 
vom  Fusspunkte  von  h  in  A  drei  Normalen  auf  /,  m9  n,  so  sind 
diese  Actga',  Actgß',  Actgy'.  Zieht  man  von  demselben  Punkte 
Gerade  nach  den  Punkten  A,  B,  C,  so  findet  man  aus  den  drei 
Theildreiecken,  in  weiche  A  dadurch  zerlegt  wird. 


also 


2z/  =  //*cfga'+mÄctg0'+»Actgy/, 


2A 
/ctga'  +  wctg/3'-t-«ctgy'"  *    ' 


fr  12. 

Ausdrücke  für  $  ergeben  sich  nun  leicht  aus  denen  für  ä, 
welche  man  nur  mit  \A  zu  multiplicfoep  bat.  Bemerkenswerth 
sind  folgende: 

Aus  A  =  WZ  folgt 

Ah  oder  3ff  =  JttffÄ  ==  (nach  (2*))  2JR*.  (32) 

Dieser  Ausdruck  giebt  ferner : 

(33) 

=zV22f^nB  =  ^4144  =  sTÄn^A*  =  V"U444. 

_  _v     .       277,  m 

Ferner:    IIa  «  =  — : — ,  so  ist: 

sina 

„,       o^      2^77,  w         ,     .  2477.» 

^/i  =  3g  =     .  und  ebenso    — ~-^-  u.  s.  w.     (34) 

sina  smjS  v     ' 

Da  nun  (3£)2  =  iAfIlA2Aa9  so  ergiebt  die  Division  durch  (34): 

244  8'in  <*       2^4öina' 
3(F  = *■ = ^ u.  s.  w.  (25) 

CV  V 


380  Junghan:    Beiträge  %ur  Tetraedrometrie. 


§•  13. 
Aus  A  =  |?  =  ^  ((25)  und  (23))  folgt: 

u w       n2^z        l    w       udx 


sina      nnx         w  sina'      il2  JT3        w 

p w    nt  Jz         m  w     m^ 

9   w   ^i^a  w  10     nd$ 

siny      IIIZ3         w     '  sin/ ""  JTil7a        to 


Daraus  wieder: 


sina       JUIxu     .  sina      JZi?« 


sin 


und  ferner: 


also: 


§.  14. 


Nach  (4ft)  ist: 


211  2/7« 

sin  ß  sin  y  =  -: —  »  sin  ß  sin  y'  =  — —  * 

r       '       sina  r       '        sma2 

2//,  .    nl  .             2/To 

sin/3/siny/=-7-i-  ,  sin  0' siny  =  -r-^-; 

r        '        sinrij  r         #        sin  #3 


(37)  (38) 


sin  ff       Tin^p  sina       #w 

sin  /3' ""  J/j  J73ro '  sin  ß'  ~~  IIBm ' 

siny       nn3q 

siny'       nxII.2n  ' 


m  / i£_    ilz^ ^1 w 

sina "  sina'        IIHi      w  IJX ~~~      ' 


ul=2tT  sina  sina', 
pm==;tKsin|5sinj3',  }  (39) 

^n  =  MI  siny  siny'. 


also 
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IHIX /r2/r3  sinasinat  njtl 

sinasinat        sina2sina3  sina2sincr3       ü^lf^ 

Ferner  ist 

/Jsin  cc  =  JTsin  a    nach  (10) , 

Px  sin  a-=nx  sin  ax ; 


also 


folglich  auch 


und  hieraus: 


PPX  sin  2cc  =  7777j  sin  a  sin  at , 


P^P*  sin  aa'  =  772773  sin  a2  sin  «3  > 


PPt     sin*g  __  7777!     sinasinat  __  77*77at 
P2P3  sin2«'       77a7T3  '  sina2sina3  ""  #VZa3 

oder 

sin«'\  Vi^A'  "l     ' 

also  auch  nach  (35): 

PPxu*=P2PzP,    \ 

PP2p*  =  PLPsm*9  >  (40«) 

PPzq*  =  PxP2n*.    J 

Die  in  §•  13.  und  §.  14.  ausgesprochenen  Gleichungen  lassen 
sich  oft  zur  Umwandlung  von  Formeln  verwenden. 


§.  15. 

Ehe  wir  zu  einem  zweiten  Abschnitte  übergehen,  wird  es  gut 
sein,  den  im  Fortschritt  der  Untersuchung  erweiterten  Begriff 
eines  Tetraeder -Modulus  zu  recapituliren.  Als  solcher  lässt  sich 
im  Grunde  jeder  Quotient  betrachten,  der  aus  Bestimmungsstücken 
von  einerlei  Index  zusammengesetzt  ist,  und  seinen  Werth  nicht 
ändert,  wenn  man  jedem  dieser  Bestimmungsstücke  einen  und  den- 
selben anderen  Index  beisetzt;  oder,  um  das  Hauptmerkmal  nicht 
als  ein  nur  äusserlicbes  erscheinen  zu  lassen:  jeder  Quotient,  der 
aus  irgend  welchen  zusammengehörigen  Bestiminungsgrössen  des 
Tetraeders  so  zusammengesetzt  ist,   dass  er  seinen  Werth  nicht 


382  Junfhan:    Beiträge  *ur  Tetraedrometrie. 

ändert,  wenn  man  jene  BestimmungsstGcke  durch  je  gleichartige 
ebenso  zusammengehörige  ersetzt. 

Ein  Beispiel  der  Anwendung  solcher  Moduln  giebf  die  An- 
merkung zu  §.  5.:  Enthält  nämlich  in  irgend  einer  Gleichung  jedes 
einzelne  Glied  den  Nenner  (Zähler)  eines  Modulus  aus  verschie- 
denen Gruppen  (mit  verschiedenem  Index)  ein-  oder  mehrmal 
als  Factor,  so  kann  man  durch  Multiplication  (Division)  mit  dem 
Modulus  oder  einer  Potenz  desselben  den  Zähler  (Nenner)  mit  je 
gleichem  Index  an  dessen  Stelle  setzen. 

Es  ist  nun  klar,  dass,  wenn  Ausdrücke,  die  in  der  erwähnten 
Weise  zusammengesetzt  sind,  nicht  in  Form  von  Quotienten,  son- 
dern in  der  von  Producteo  erscheinen ,  auch  diese  in  ähnlicher 
Weise  anzuwenden  sind,  indem  dann  der  reciproke  Werth  des 
einen  Factors  den  Nenner  vertritt,  während  der  andere  Factor 
als  Zähler  fungirt;  weshalb  auch  die  Einschränkung  auf  die  Quo- 
tientforra  aus  dem  Begriff  des  Tetraeder -Modulus  fallen  zu  lassen 
ist.  Auch  sieht  man  leicht,  dass  die  angeführte  Anwendung  nicht 
die  einzige  ist,  welche  die  Moduln  für  die  Umformung  von  Glei- 
chungen und  Ausdrücken  wichtig  macht.  Es  mögen  daher  die 
bis  jetzt  hervorgetretenen  Moduln  hier  nochmals  übersichtlich 
aufgeführt  werden: 


sm  üi ' 


sina       P 

2)  M  =  ^—  =  ~> 

'  sine;       II 

2p  u 

3)  P  ^  M  —  M2M9s\n  a' ' 

4)  W  =  5  =  4pp1M2^3  =  -?^a=^^^i^»» 

hhihJh  /sin«  SU       XdJxA^d^ 

~  TöSi*"  *»  sinasin a'  ^  2^  —       (3ff)*™ ' 

5)  2w  =  2  sfAnxii%n^  =  nh  =  ~ 

=?  gsin  fli  sin62sin  c3sLn a' ein/?' sin?', 

6)  ZW  =  2*fPPfäPs  =  ^> 
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2z/2^36rn* 


7)        3d=Jh  =  Pupq  = 


u 


§•  16. 

Sei  ctßy  (Taf.  IV.  Fig.  3.)  ein  sphärisches  Dreieck,  dessen  Win. 
Lei  a,  ß,  y,  die  Seiten  a,  b9  c.  N  sei  ein  beliebiger  Punkt  im 
Dreieck,  von  dem  aus  die  Bogen  d,  e,  f  nach  <len  Punkten  a, 
ß9  y,  gezogen  sind.  Die  Bezeichnung  der  dadurch  bestimmten 
Winkel  ist  aus  der  Figur  klar.  Es-  handelt  sich  darum,  eine  Glei- 
chung zwischen  P  und  den  P-Fanctionen  der  Theildreiecke  i*, 

P",  P"'  zu  finden. 

# 
Auflösung: 

2P±z  sin  b  sin  esin  a 

=  JH"sin  ^'^'"sin  y'"sin  («"+  «'")  *) 

=  4^4  s»"  ^"-^fr/sin  r"'sin  («"+«'") 
sina"       r    sin  er"       *  vi/ 

=  sin  c  sin  /sin  ß"  sin  y'"(ctga"  +  ctg  a"'). 

Nun  ist  aber 

ctga"sinj3"  =  — cosß"  cos  d-\- sind  ctg  f, 

ctg  «'"  sin  y"'  =  — •  cos  y"'  cos  d  +  s\nd  ctg  c ; 

also 

*#.*«  x  >W"  -  -»"(P**/*) co« d+(sm  f  ctg^+sin ft"  ctg e) sin d 
ctg«    +ctga     _  sin/3"sin/"  ~ 

und  folglich 

2P=  sin  e  sitf /sin  «'cos  rf+sinrfsin  esln  /"cos  /*-f  sin  c?sin/sinj5"cos  e, 

oder 


.«.   H' 


*)  Die  accentuirten    ßucliftfrberi  JP,  /#*,  JUm  beliehen  «idh  auf  di« 
Theildreiecke  A/fy,  Aky,  Ai»£. 
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P=l»cosd  +  P"  cos  e  +  F"'  cos  f.  (41) 

Dieser  eben  so  einfache  als  folgenreiche  Satz  ist,  so  viel  ich 
weiss,  bisher  noch  nicht  bemerkt  worden.  Er  bildet  die  Grund- 
lage zu  allem  Folgenden. 

» 

§.  17. 

Bedeuten  r\k ',  */" ,  ?/'"  die  .drei  von  N  auf  die  Seiten  gefällten 
Höhenbogen,  so  kann  man  die  Gleichung  nach  (6)  auch  so  aus- 
drücken : 

2P  =  sin  ?/' sin  a  cos  cZ-f-sin  ij"  sin  b  cos  e-f-sin  ^"'sin  c  cos/V    (42) 

2  JT  =  sin  Tf'sin  a  cos  d-^sin  r\u  sin  ß  cos  e+sin  r\tu  sin  y  cos/.      (43) 

Es  ist  sina=  ü/sina  =  Jlfisina'  u  s.  w.,  also 

itf  =  ^V=!»^V  =  ^Jl/"<.  (44) 

sina  smp  siny  v    ' 

Dividirt  man  daher  (41)  durch  31 9  so  kommt: 

_       /Z' sin  a' cos  c£      /Z"  sin  ß"  cos«  .  #'"  sin  /"cos/        ..^ 

JT  = r — —  + A* + ^ '-.      (45) 

sina  sinp  siny  ' 

Noch  eine  andere  Relation  ist  bemerkenswert!),  die  sich  so 
ableiten  lässt: 

2P  =  sin  6sin  c  sin  a, 
iptipiit  -_  g;n  ^  sin c/ sin  «"sin  csind sin  «'" : 


also 


2P  sin  («"  +  «'")  ctg  «"  +  ctg  a 


tH 


ipupiu  —  gin  2^  Sin  a// sin«///  —  sin2j 


(46) 


Setzt  man  nun   wieder   den    oben   schon   entwickelten   Werth  von 
ctg  «"  -f-  ctg  «'"  ein,  so  wird 


2P  ctg  cZsin  a'  +  ctg  e  sin  j5"  +  ctg  /"sin  y 


/// 


4p//p///  —  sill  ^  sin  ß//  sin  y/// 

Dividirt  man  diese  Gleichung  noch  durch  2/*  =  sine  sin  /"sin«', 
multiplicirt  dann  rechts  Zähler  und  Nenner  mit  sinrfsinesin/',  so 
erhält  man  ebenfalls  die  Gleichung  (41). 
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§■  18. 

Wenn  man  nun  in  diese  Formeln  (41)^ —  (47)  d  =  e  =  /'8etat 
und  dabei  berücksichtigt,  dass  dadurch  a"  =  a — ß,  «'"  =  <s  —  y 
wird,  sii  erhält  man  die  Bedingung  für  den  dem  Dreieck  ctßy 
umschriebenen  kleinen  Kugelkreis.  —  Setzt  man  dagegen  in  die- 
selben Gleichungen  rf=-ii"  —  if'  und  berücksichtigt,  dass  dadurch 
die  Seite  a  durch  /;'  in  *  —  c  und  s — li  gct heilt  wird  u.  s.  #.,  dass 
«"  =  «'"  =  .1«  n.  s.  w.,  si>  erhält  man  die  Bedingungen  für  den 
eingeschriebenen  Kreis.  Wir  versparen  jedoch  alle  ins  Einzelne 
gehende  Untersuchungen  für  spätere  Aufsätze,  um  zunächst  die- 
jenigen Lehrsätze  mitzutheilen,  welche  für  dieselben  als  Ausgangs- 
punkte dienen  werden.  —  Ueber  den  einein  sphärischen  Dreiecke 
umschriebenen  und  eingeschriebenen  Kreis  enthält  übrigens  das 
Luckauer  Programm  von  1848  einiges  Material. 


§■  19- 

Der  Satz  (41)  führt  sehr  einfach  auf  einen  anderen  über  die 
gegenseitigen  Beziehungen  von  vier  Ecken  um  einen  Punkt,  d.  h. 
von  vier  Ecken,  die  durch  vier  von  einem  Punkte  ausgehende 
Strahlen  bestimmt  werden,  wie  in  Taf.  IV.  Fig.  1.  von  KO,  KA, 
KB,  KC. 

Den  Cebergang  bildet  folgende  Betrachtung:  Verlängert  man 
den  Strahl  OK  über  K  hinaus  und  legt  durch  die  Verlängerung 
und  die  drei  Strahlen  KA,  KB,  KC,  die  mit  ihr  die  Winkel 
ISO0  —  p,  180u— »,  ISO0—«  bilden,  drei  Ebenen,  so  wird  dadurch 
die  Ecke  KABC  in  drei  Theilecken  zerlegt,  deren  jede  eine 
Nehenecke  zu  einer  der  drei  anderen  Ecken  um  K  ist  und  also 
nach  §.  4.  Anmerkung  4.  mit  derselben  sowohl  einerlei  /*  als  ei- 
nerlei n  hat.  Bezeichnen  wir  nun  für  die  in  Taf.  IV.  Eig.  1.  gegen 
tA  A1  A%  A3  geöffneten  Ecken  um  Ä  die  polaren  Eckensinus  der 
Reihe  nach  mit  P  F,  l'2l':i  (die  Eckensinus  mit  «l<|,  <t.i<t:,J  so 
ergiebt  sich  nach  (41)  für  die  vier  Ecken  um  K  sofort: 


P  +  P, 

Co,  r 

+  P,c 

ms* 

1  Pd 

cosx  = 

(1, 

Fcosc 

+  r, 

+p,< 

:e.v 

i  r, 

COSU  = 

0, 

Pcosre  +  P 

CO.- 

i  >\ 

+  •■. 

cobA  = 

0. 

p  cap* 

1  ■■ 

CO«« 

l-r. 

nn.l+P,  = 

0. 

) 

(Die  > 

rei  letzten  il 

bleich 

unge 

n  ein 

cl  nach 

dm 

■  Aiusti 

ersten 

gebildet.) 

Tl.ei 
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Vou  Bedeutung  ist  diu  Zusammenstellung  der  so  eben  gefun- 
denen Gleichungen  mit  folgenden  zwar  schon  lange  bekannten, 
aber  noch   nicht  von  diesem  Gesichtspunkte  ans  betrachteten : 


einlache   Betrachtung  Her 
til'  ,1  ergiebt  die  Gleichui 


J=^,cos«'  +  ^9co 

sß'  f  daca$y', 

slie,  durch  Hl  =  ~rr  dividirt,  wird: 

— 11           +  J/,cosa' f2/ac. 

mß'  +  n^OBy'^O,    j 

i/cos«'-  ff,             +«2c 

osj/  +  /7iCos|3  =0,  / 

J7cosj3'  +  -//,  cosy  —  Ha 

+  J/scos«  =0,  l 

Jicosy'  +  ff.cos/J  -fJTae 

^sa-tf,,            =0;    ) 

«■eichen  Gleichungen  wieder  die 

drei  letzten  der  erstei 

gebildet  situ 


.  21. 


Diese  beiden    Gruppen   von  Gleichungen, 
Ziehungen   zwischen  jeden   vier  Ecken    um  einen  Pu 
dere  die  Be/.ie fluni; en  zwischen   jeden  vier  Tetraedi 
spricht,  zeigen  hei  einem  vergleichenden  Blicke:  das» 


i  Pn 

die  Polureckt 


inter   einander    dieselben    Itelatioi 
■  Tetraederecken. 


eine  die  Be- 

nkt,   die  an- 

n  inis- 

Ecken 

i  haben,  wie 


Dass  diese  Analogie 
ide  Betrachtung  riachu 


:uf;illige  ist,   lässt   sich  durch  fol- 


Errichlct  man  auf  den  Endpunkten  der  vier  Geraden  r,  fy," 
j,  r3,  die  von  K  ausgehen,  nnrmale  Ebenen,  so  seh  Hessen  diese 
in  Tetraeder  ein,  dessen  Ecken  offenbar  die  Polarecken  zu  den 
ier  Ecken  um  K  sind,  nnd  zwar  in  der  Weise,  dass  die  Flachen- 
linkel  der  Tetraederecken  von  den  Seiten  der  vier  Ecken  um 
inen  Punkt  zu  ISO0  ergänzt  werden.  Da  diese  Construction  je- 
esmal  miiglich  ist,  so  müssen  sich  alle  auf  die  vier  Ecken  eines 
'etrueders  bezüglichen  Salze   durch  Ycrtauschung   von  JT  mit  I", 


/'  mit  *l. 


uii  18"- 


ß',  y'  mit    ISO"- 
ISO"—,.,    180"— v 


180°- 


1S0O- 


i  einen  Punkt  übertragen  I 


iuf  die  vier  Ecki 


•  TMrueüromeirte. 


Bestimmt  i 
vier   Langen  i 
durch    cliel 
A'   ztisamu 

nach   (8): 


i  auf  den  vier  von  K  ausgehenden  Strahlen 

ra>  verhindet  ihre  Endpunkte   O,  A,  B,  C 

i  (Tetraeder-)  Dreiecke,   und   bezeichnet  die   1 

nstosseuden   Theiltetraeder    mit  t,  rj ,  ra,  ia, 

$t  =  P^ry, , 
3Tj  =  PjjT|r3, 


welche  (iriisse  nieder  ein    Modulus   d 
li  bezeichnet  »erden  soll. 

Multiplicirt  man  damit  die  Gleichung  (4H),  so  erhält  man; 

TT  -f-  riT|COS»+/-siBc<isrc-|-rBi:3cos*  — 0, 

riebst  den  drei  anderen. 


j.  83. 

Das  System  dieser  vier  Gleichungen  (52)  gestattet  mit  Leich- 
tigkeit viele  besondere  Bedingungen  einzufuhren,  je  nachdem  man 
-  A*  bestimmt. 


filier  die  Lage  des  Punktei 


Für  den  Mittelpunkt  der  eingeschriebenen  Kugel  z.  B.  braucht 
man  nur  die  t  durch  4*1  zu  ersetzen  und  dann  d=dl=dtl  =  da 
zu  setzen.  Für  den  Schwerpunkt  hat  man  r=  zx  =  r2  =  i3,  und 
die  t,  Tt,  t3,  r3  sind  l  der  Schwerfinieu.  Am  fruchtbarsten  für 
die  Betrachtung  des  Tetraeders  überhaupt  scheint  die  Bestim- 
mung zu  sein,  dass  K  Mittelpunkt  der  umschriebenen  Kugel,  also 
r=i-i=r2~r3  gemacht  wird,  und  es  wird  (für  die  Fortsetzungen 
dieses  Aufsatzes)  gut  sein,  Tür  diesen  Fall  den  r,  t,,  ra,  rs, 
welch«  dann  Pyramiden  im  engeren  Sinne  werden,  besondere  Be- 
reich nuiigen  p,  p,,  p2,  p3  zu  gehen'.    Es  wird  dann  aus  (50),  (51),  (52): 


=  Prs,     3p,  =  P,r 


=  Par3, 


Jumiltmt:     Beilrdge  s 


■  Trtraedrumetrit 


V  +  Picosc  +  Pji-OST.  +  Vgci 
nebst  den   drei  anderen. 


5-  "• 


Der  in  §.  22.  (51)  aufgestellte  Tetraeder-  Modulus  rrtr*ra 
unter  die  Moduln  im  eigentlichen  Sinne  so  lange  nicht  zu 
rechnen,  als  über  die  Lage  des  Punktee  AT  keine  Bestimmung 
getroffen  ist,  weil  er  für  ein  gegebenes  Tetraeder  bis  dahin  kei- 
nen   bestimmten    Werth    hat.      Dagegen    entspricht    der    Modulus 


,  (54)  durchaus  dem  Modulus  JB  = 


II' 


mlich  durch 


Multi|dication    mit    >s  aus    den   Grundgleichungen  (48)    die   Glei- 
chungen (55)  hervorgehen,  so  entspringen  aus  den  Gruiidgleichun- 

gen*)  (4'.i)  durch  Multiplikation  mit  III  diese: 


-**+  JiCOSB'+^aCOS(3'+  J3CI>( 

nebst  den  drei  anderen. 


}       (56J 


(56) 
Auf- 


So 


Diese  Gleichungen  (50)  scheinen  bisher  mntngm 
merksamkeit  der  Mathematiker  auT  sich  gezogen  zu  haben, 
hat  z.  K.  Herr  Professor  Br etschneider  in  der  ersten  Abhand- 
lung des  ersten  Theils  dieses  Archivs  aus  ihnen  und  den  fol- 
genden 


(  +  /, 


rosi>-|-/aCOBJj:  +  ^cosx  =  Ü, 
ebsl  den  drei  anderen, 


worin  t,  (, ,  £j,  t3  die  von  O,  A,  B,  C  aus  gezogenen  Schwer- 
linien  bedeuten,  eine  Reihe  interessanter  Gleichungen  hergeleitet. 
Er  macht  dabei  auf  die  ,, bemerkenswerte  Reciproeität"  aufmerk- 
sam ,  welche  freilich  ohne  die  Zurück  füll  rung  auf  unsere  Grund- 
gleichungen   (IN)  und  {Vi)  nur   als  eine  zufällige  erscheinen  kann. 


*)  leb  nenne  die  Gleichungen  (49)  Grnndglciehungen  im  Vergleich 
■i.a  (56)  darum,  weit  jene,  »o  wie  die  Gleichungen  (48),  das  einfachste 
Verhalten  zwischen  deji  Erben  allein  und  ihren  BcslimmungHatilckcn 
(nhnc  Einmischung  tun  Elemente»,  diu  den  Ecken  fremd  sind)  ergeben. 
Il.iss  in  §.Sl).  die  Gleichungen  (49)  nun  den  Gleicliungen  (56)  herge- 
leitet  sind,  ist  unwesentlich,  du  (49)  nach  ilev  lletrachtinig  in  $.  21.  auch 
aui  (48)  hätte  hergeleitet  werden   künnen.  ■ 
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Sie  erklärt  sich  nun  daraus,  dass  die  Gleichung  der  Dreiecke 
(56)  der  Hauptgruppe  derjenigen  Gleichungen  angehürt,  die  aus 
der  Grundgleichung  (49)  der  Tetraederecken  erwachsen,  dagegen 
die  Gleichung  der  Schwerlinien  der  anderen  Hauptgruppe  derjeni- 
gen, die  aus  der  Grunclglcichuiig  (,-iS)  der  vier  Ecken  um  einen 
Punkt  abzuleiten  sind*).  Die  gegenseitige  l'oloritat  heider  Haupt- 
gruppen  findet  ihre  Erklärung  in  dem  §.'21.  Gesagten. 


§.  25.  • 

Da  nun  die  Gleichungen  (48)  und  (4!l)  und  ihre  nächsten  De- 
scendenten  (52)  und  (5fi)  die  fruchtbarsten  Ausgangspunkte  für 
Untersuchungen  über  das  Tetraeder  sind,  so  mögen  die  wichtig- 
sten Ableitungen  aus  (48)  und   (410  hier  folgen : 

(4<l) 

-77           +771co6«'  +  779co8|3'-H7;scoS/  =  0,  I. 

TJcosa'  —  77,            +77,cos)-  +JIacos(J  =0,  II. 

77cosfS'  +  77,cosy  —  77a          1+  7Jscosa  =0,  III, 

77cos/ +  7T,cosf3  +77,cosr  — 773            =0;  IV 


(48) 

P              +  P,C 

»■B+PsCOSt+P.t 

».»=0, 

Pcose  +  P, 

+  Papo8V+P3C 

»,.=0, 

Pcos*  +  P,c 

o.»  +  P,            +P,C 

0.1  =  0, 

Pcos«  +P,CI 

>»M-P,co.l  +  p, 

=  0. 

*)  Um  das  Letztaro  deutlicher  midi/,  »weisen,  als  in  §.  23.  mideiiliingi- 
weise  »ehnn  geschehen  ilt,  denke  man  K  als  Schwerpunkt,  und  vun  0 
nlis  dir:  Schwerlinie  I  gezogen.  Dann  ist  bekanntlich  das  Stück  von 
/,  welche«  innerhalb  des  Theilletraeders  r  füllt.  ■',/;  offenbar  über  ist 
da«  Verhällni««  t:Z,  du  lieidc  auf  der  Grundfläche  .1  stehen,  gleich 
dem  Verhältnis!  dieses  Stückes  zur  ganzen  /,  also  t— j£,  ebenso 
=  T,  =  c,=iS,  was,  in  die  Gleichung  (52)  genetzt,  ergiebü 

T\r,  cosf-ff,  ei>sn-fr.,ecisx  =  0, 


m 


/**#*#*;    8Htr*0*  %$p  Tßtr**&4**W>< 


:  $*fet  man  die  Wertbe  *on  im*1,  co#0',  casy*  aus  II.,  |H.f  IV. 
u>  I.  oder  dpa  Werfte  v#o  cmv«  cos«,  cm*  au*  IL,  Ul*  IV- 
i»  I.,  «o  erhält  man:  -  .,. 


.■  •  t\ 


■  i 


(57) 


i   • 


P*  =  P1*+Pa*  +  P82  +  2PaP8cos;t+2F1L^ 


Durch   Elimination  von    cosy'  aas   l.  und  IV.  und  cosy  aus 

IL,  III.  von  cos*  aus  I.,  IV.  und  von  cos v  aus  II.,  III.: 

■ « ■  ■  ....  .     *         .' 

v       (88) 

na+Jl!*— 2tfJ7^Q8a'  =  %*  +  Dt2—  2X2^I^fo«  et,. 

nebst  zwei  anderen; 

pa+P1*+2PP1cost>  =  Pa*+P8a+2P2P8cosi, 

j  .» 

nebst  zwei  anderen.  , 

.■■■■-•  •  l 

Setzt  man  in  (58)  links  den  Factor  IL — 2iJ|  cos«'  aus  I. 
=s  —  ilicostt'  +  n2eonß4  +  I78cosy'  und  dem  Factor  P+2P,  cose 
=  P|CO#p— Facos«— •  F8cps*: 

(59) 

nebst  zwei  anderen; 

2PaP8  cos  X  =    Px  (Pi  +P  cos  t>)-Pa(Fa+ Fcos  «)  -P3(P8  +Pcosx), 

•nebst  zwei  anderen. 

Setzt  man  in  IV.  den  Werth  von  TL  resp.  von  P  aus  I.,  so 
fährt  dies  auf: 


ctgaE=; 


-  H^sin  V  +  II2*8m*ß'  +  II8«sin  V 


412^1/3 


.    /     x     P^sm**  —  Paasin%-F8»sina*^ 
ctg(^)  = £  * *) . 


(60) 


Eliminirt  man  aus   I.  und  II.,  I.  und  III.,.  I.  und  IV.  n  resp. 
P,  dann  wieder  nx  und  Pt,  so  erhält  man: 


*)  (ttx)   bedeutet  den   Flächenwinkel,    den   die  Ebenen   der   Winkel 
TT  und  *  mit  einander  bilden. 


.  I 
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.  (61) 

sin  2«'  sin  2ß'  sin  2y'  =  (cos  a  -f  cos  ß*  cos  y')2  sin  2cc' 

-f  (cosj3+cosa/cos/)2sin2j5,+(cosy+cosÄ'cos/3,)28inay/ 

-Kcosa+cosjS'cos/J^osjS-fcosa'cos/JCcosy+cosa'cos/?')» 

sina0sin2rcsin2x=:  (cosA — cos  rc  cos  x)2  sin2» 

+  (cosft — cosücosfc)2sm27r+ (cos  v — cosecos  jr)2sin2x 
—  (cosA— cos7rcosx)(cosj»— cos©cosx)(cosv— cosecos  »). 

D'ese  Gleichungen,  weiter  entwickelt,  ergeben: 

(62) 
1  =      cos2«  +  cos2a'  —  cos2«  cos2«'  +  2  cos  /Scosß'cosycosy' 

-+2cosacosßcosy 
+  cos  2ß  +  cos  2ß4  —  cos  2ß  cos  2ß4  +  2  cos  a  cos  «'  cos  y  cos  y4 

-+  2  cos  a  cos  jS'  cos  y' 
+  cos  2y  +  cos2y'  —  cos  *y  cos  *y'  +  2  cos  a  cos  ci/cos  j3  cos  0* 
+  2  cos  a'  cos  ß  cos  y'  +  2  cos  a  coö  jS  cos  y , 

1=        COS2A  +  COS20  —  C0S2AC0S*P  +  2  COS  f*  COS  TT  cos  V  cos»    *   ' 

— 2  cos  Acospcosv 

+  COS2  ft  +  COS  27T  —  COS  2(1  cos  %1t  +  2  cos  A  cos ©  cos  V  cos  % 

—  2  COS  A  COS  7t  COS  X 
+  C0S2V  +'  cos  2%  —  cos  2V  COS  2»  +  2  COS  A  COS  0  COS  ft  cos  % 
—  2cOS0COSfiCOSX  —  2C0St>C0S?C0Sft. 

Bei  den  Eliminationen,  wodurch  die  Gleichungen  (61)  gefunden 
werden,  kommt  man  auch  auf  folgende  Gleichungen: 

.     (88) 
4/Z2773  =  (cos  ß  +  cos  «'  cos  y')(cos  y  +  cos  et4  codß4) 

+  (cos  et + cos  ß4  cos  y ')  sin  2<*' , 

4PaP3  =  (cos  ft  —  cos  ©  cos  x)(cos  V — COS  V  COS  7t) 

j  +  (cos  A — cos  n  cos  x)  si  n  2v. 


i 
i 


JmWJWmW:     BVRT^V  MUT  J W  uflSVlJUvMFVr. 


• . 


Da  4/7*17,  eine  Function  aHer  Flächen  winke!  ausser  a  und 
4P*PS  eine  Function  aller  Seitenwinkel  (der  vier  Ecken  um  Ä) 
ausser  k  ist:  so  bieten  die  Gleichungen  (83)'  die  Werthe  too 
cos a. und  cosi  durch  die  je  IBuf  anderen  Flächen-  resp.  Seiten* 
wjnkel  ausgedrückt,  dar,  was  aus  den  Gleichungen  (61)  oder  (02) 
unendlich  mühsam  iu  erreichen  wäre. 

Für  manche  Untersuchungen  sind  auch  folgende  .Umformun- 
gen der  Grundgleichungen  brauchbar,  die  man  erhält,  indem  man 
cos«*  mit   1 — 2  sin  •Ja'  und  mit  2cos*4<*/ — 1  u.s.  w.  vertauscht 

und  ebenso  mit  cos»  u.s.  w. verfthrt: 

/ 

(04)  -' 

i(— n+ nt  +  n%  +  n%)  =  nx  sin*i«i  +  n^slnHß4  +  Hjsin^/, 

i(JT+  flj  +I2,+J78)      =  Bj  co««4«'+llteo«*i^+iI,co««iy*, 

i 

i(~  P + Pt  +F,+ F,) = Pj  cos  »1»  +  P,coa\« + P,  cos'l*. , 

*  • 

i"   l(*+pi +*•+**)     «^,8in^  +  P»8ton»  +  P'Bahin*;  ' 

wozu  die  je  4drei  anderen  analogen  Gleichungen  leicht  «u  fett- 
den  sind. 

Durch  Verbindung  derselben  und  Anwendung  der  Gauisi- 
•dien  Formeln  kommt,  man  noch  auf: 


1  ^      sinaa       ■    ,s      smaa 

V 

JI-  11,  =  -  J2,!^^  +  J78?™^=-^ , 

^      sina8  a      sinos 

ü""     +Pl+P*    sin(*v)     +  P«     sin(xp)     * 
A  — 1»     i»       ■»  8'n  (pv— Pgg)      „  sin  (ux— eu\ 

u  *     ^""äni^-^-w^^ 


\ 


(6ö> 


woraus  ferner  hervorgeht: 


rln    allen    Gl 
'I.mi  d,  die  ] 


Junghan:    Seimige  aar  Tefractlromelrie. 

II sin  a'  =  JT2cos63siri)'  +  /73cose3sinß, 

J/siti ß'  —  il,  cos ns sin  y+/Ts  cos c,  sin«, 

// ainy'  —  17,  cos  dg  sin  ß  -f  77acos  ft,  s'ina; 

Psiiu)+Pacos(vo)sinv  +  P3cos((ivj8infi  =  (l, 

P sin  7t  +  P,  cos (yw) sin  v+P3  cos (Att) sin  A  =  0, 

Psin»t  +  Plcos((ix)sinfi  +  P3cos(Ax)sinA  =  0. 

?en   dieses  §.  25.    kü 


cht 


alie    ll   i 
erden. 


§■26. 

Einen  Ausgangspunkt  für  viele  Untersuchungen  über  das  Te- 
traeder bietet  auch  die  Anwendung  des  Satzes  (41)  in  §.  16.  auf 
die  vier  Ecken  des  Tetraeder  dar,  Werden  nämlich  von  dem 
beliebigen  Punkte  K  im  Innern  des  Tetraeders  nach  den  Ecken 
die  Geraden  r,  rt,  i*a,  r3  gezogen  und  Ebenen  durch  sie  gelegt, 
so  werden  durch  die  letzteren  auch  die  Tetraederecken  in  je 
drei  Theilecken  zerlegt,  deren  Eckensimis  und  polare  Eckensinns 
so  bezeichnet  werden  sollen :  Die  rechts  angehängten  Indices 
bezeichnen  wie  bisher  diejenige  der  vier  Tetraederecken,  welcher 
die  Theilecke  angehört,  die  oberen  Accente  CV^V'V")  deu- 
ten diu  Theilecken  an,  und  zwar  in  der  Art,  dass  diejenige  Theil- 
ecke, welche  die  Seite  %  mit  der  Hauptecke  gemeinschaftlich 
hat,  einmal,  diejenige  welche  mit  ihr  fta  gemein  hat,  zweimal, 

welche  mit  ihr  ea  gemein  bat,  dreimal  accentuirt  ist. 


Wir  haben  demnach  aus  (41) : 

P  =  I"  cos  (ru)  +  P"  cos  (rp)  +  P"<  cos  (rq) ,  \ 

P,  =  7Jl'cos(r1M)+-Pl"cos(rim)+JP1'"coS(rIn),  / 

/»a  =  Pj'costoÖ  +V«»M  +  V'«m(v)  ,  i 

PB  =  t't'  cos  (rst)+Ps"  cos  (ryn)  +  Ps'"cns(r3f/).  1 

dass  die 


m 


Diese  Gleichungen  sprechen  aber  noch  nicht  a 
Ö,  A,  B,  C  ausgehenden  vier  Geraden  r,  r,,  ra,  rs  in  einem 
Punkte  zusammentreffen-  Je  nach  der  Art  und  Weise,  nie  diese 
Bedingung  eingerührt  «in),  nehmen  die  Gleichungen  (67}  sehr 
verschiedene  Formen  an. 


I 
i 


f 

-fr  27.     . 

Wendet  man  z.B.  die  <üe4chaog  (41)  in  der  Form  (43)*)  auf 
die1  vier  Tetraedereckeh  an,  roultiplicirt  mit  r,  rlt  r%,  r8  und  er* 
setzt  reinV'^rehnfc1' v*-e.  wv  durch  dl9  d  u,*. it.,  so  erhält  man 

%lffr:=€t1  sin  aco«(rw)  +  ' d^sinßcotitrp)  -f  «^sln/cosfry), 

* .  ftnjrt  ^dsinÄ^aÄ^^+^öinycOÄ^^+dBsin/J'eos^i«),    ' 

nebst  zwei  anderen. 

Hierin  lassen  sich  noch  die  12  Winkel  (m),  (rp),  fau)  u.  s.  vr. 
auf  die  6  Winkel  v,  n,  x,  A,  p,  v  und  6  Kanten  ut  p,  q,  l,  m,  n 
bringen,  indem 

■»__•___ k  

«      ■ 


,  .  co$(rw)  es f-r — •      cos  (ritt)  =  — ,  u.  s.  w. 

Dadurch  wird: 

:  *  ■  '  , .  ■        i    ■  .  i  ■ 


•  « •  r  .    ■  ,  ■.  . 


'   (60) 


■i 


'42fir  s=  Äffitffr— n  cosi>)+^^(r-^co**)  +    WPfyr-~r8cogx)> 

«w  :        «fein*,  .     djjsfny'  rf3s1n0< 

2lTtn «» '^p-^rrroQSf )+  -^--(r,— raCQ«v)+ -^— (r^rafsosf*), 

nebst  zwei  anderen. 

Anmerkung.    Wenn  man   in  eine  dieser  Gleichungen  nach 

,„    sin«       JTUi  ,         ,    ,„«v    ,      3t       PfiiVa 

(36)  = u.  s.  w.  setzt,  und  nach  (50)  d  =  ^  =  — -^ — > 

so  kommt  man  auch  auf  diesem  Wege  zu  der  Gleichung  (48). 


§.28. 

Am  fruchtbarsten  ist  dieser  Ausgangspunkt  (Gleichung  (68)), 
wenn  man  für  K  den  Mittelpunkt  der  umschriebenen  Kugel  wählt, 


*)  Man  wird  die  Form  (43)  im  Allgemeinen  der  Form  (42)  vorzie- 
hen, weit  diese  12  Kantenwinkel  ö,  #,  C;  aly  öx  u.  s.  w.  rn  die  4  Glei- 
chungen bringt,  während  jene  statt  deren  nur  die  6  Flächenwinkel 
a,  ßy  y,  a',  ß\  y*  einführt. 


\ 


Junghan:     Beitrüge  aar  Tetraedrmnetrie. 

also  t  =  rt  =ra  =  r3,     cos(ru)  =  cosfr,«)  =  sin^o  u. 
Dann  gewinnen  unsere  Gleichungen  die  Form: 

(70) 

2llr  —  rf,  sLii«siiLi(;  +  (/a6inßsini^  +  rf3sinj'einJ: 

2fl,r  =  f/sinasiiiip  +  (/asinj''siii>  +  rf3si 

"2i/ar  =  (/sin^siii.in-J-t^Biii  ;■' >in.U   |  ./,  ^.ini^siu  '.N  . 

2/7ar  =  rfsinj-sin  J*  fif,  sin^stn  ft»  +  rf3sina'5in  Jl; 

oder,  wenn  man  sie  noch  mit  2f  multiplicirt,  und  dann  2i-sinji)  = 

4Z7r*=d1usin«  +  rf1psin|3  +  tf.,7si 
4/lir2  =  dusin  a  +  /A.wsm  /  -f  d^m 
nebst  zwei  linderen. 

Aus  diesen  Gleichungen  lassen  sich  durch  Eliminationen  und 
durch  Substitutionen,  die  zum  Thci!  schon  au»  der  Figur  leicht 
ablesbar  sind,  zahllose  neue  Relationen  zwischen  den  itestim- 
mungsgrüssen  des  Tetraeders  gewinnen. 

Zu  bemerken    ist  noch  über  (71),  dat 


..Vsino'   sieb    nach   (36)    einestheils    durch 

nderntbeils 
z.  lt.  siebt: 


im,    "■     J732Ia    ' 
anderntbeils  durch - — — - — *—  ersetzen   lassen.     Letzteres 


4raw  =  J^d^+iTgdgp*  +  Il^ff, 

4r*W  =  il(/ttfl+  Z71rf]n"+  JI3d3m9, 

nebst  zwei  anderen, 

woraus    durch    einfache   Eliminationen    interessante    Resultate  tu 
gewinnen  sind. 

Auch  lassen  sich  leicht  die  Producte  je  zweier  Gegen  kanten 
einführen:     Multipücirt    mau   die  erste  der    Gleichungen  (71)  nit 


4Pr2=(/,Ksina  +  </apsin»  +  <fs0si 

/  m        . 

I=sr-,  81110  =  5—,  sin 


nffhfin:     Beitrüge  %ur   Tebaedrvme.trie. 


Pi 


'H 


0%         . 


wonach  die  drei  anderen  leicht  cu  bilden  sind.  Offenbar  ist  (da 
wir  ja  in  diesem  (j.28.  unter  K  den  Mittelpunkt  der  umschriebe- 
nen Kugel  verstehen)  —  die  Cotangentc    des  sphärischen   Itadiua 

Pi 
des    dem    J,    umschriebenen    kleinen    Kugelkreises.     Bezeichnen 
wir  diese  mit  ctgQL  (eine  Verwechselung  des  sphärischen  Radius 
p,  mit  dem  linearen  p,    ist  nicht  zu  besorgen),  so  erhaltet 

SPr8  ~  «/ctg  p,  +  pm  ctg  pa  +  qn  ctg  p3  ,  ■ 

8Ptr2  =  «/ctg  p  +  pm  ctg  &  +  qn  ctg  ;>.. ,  f 

WV  =  K/ctgpa+pmctgfl  +7nctgp,,  1 

8P3ra  =  «/ctg  pj  +/»;«  ctg  pt  +  qn  ctg  p. 

Elhuinirt  man  aus  der  ersten  und  vierten,  so  wie  aus  d< 
und  dritten  qn,  so  erhält  man: 

ut  ^Pctgp  +  Ptctgp,  —  Pgctgpa  —  Pgctgp, 
41-3  ctg  p  ctg  p,  —  ctg  pa  Ctg  fe 

pm  _  fetgp— /Jlctgp1  +  P2ctgpa  — P3ctgp3 
i5-  ctgpctgpj  —  ctgpictgp3 


(73) 


Pctgp-P.ctgp,- 
ctgpctgps- 


-ctgp,ctgp2 


§.20. 

Der  Verfasser  hat  in  den  obigen  28  Paragraphen  aus  ctnei 
grossen  Menge  von  Einzelnbeiten,  die  sich  bei  ihm  angehäuf 
haben,  diejenigen  zusammengestellt,  die  ihm  tbeils  als  Gm 
für  die  Darstellung  anderer  Gruppen  dienlich  scheinen,  theils 
geeignet,  diesem  verhältnissmassig  noch  wenig  entwickelten  Zweig! 
der  Wissenschaft  Aufmerksamkeit  und  Arbeit  zuzuwenden. 
Zur  Aufstellung  eines  organischen  Systems  fehlt  ihm  noch  s 
Material,  dass  es  nicht  rathsam  scheint,  bis  zur  vollendeten  Hei 
beischaffung  und  Verarbeitung  desselben  mit  der  Veröffcntlic 
mancher  immerhin  für  sich  interessanter  Einzelnbeiten  zu  wa 
Besonders  würde  es  ihn  freuen,  wenn  ihm  der  obige  Aufsatz 
nige  Mitarbeiter  gewb'nne. 


iii[  elemenl    Wege-  3!I7 


Summalion    zweier    unendlicher  Keinen   auf  elementa- 
rem  Wege. 


Herrn  Julius  Bode, 
i»ch«ftliclieni  Hiilfslelirer  ai 


l.ejeune  Dlrichlet  fand*),    dass  der  Ausdruck 

T  -£- 

sich  unendlich  der  Einheit  als  Grenze  nähere,  „lorsque  la  vari- 
»hie  positive  p  devient  moindre  qtie  totite  grandeur  donnee. "  Herr 
Schlümilch  indess  glaubt  **J,  das«  dies  auch  noch  lür  den  Grenz" 
fall  q  --II  gelte,  und  führt  hierzu  zwei  Beneise  an,  einen  elemen- 
taren und  einen  zweiten  ausfii lirlicheren  als  Dirichlet  mit  Hülfe 
der  Gamma funktion.  Was  zunächst  den  elementaren  Beweis  an- 
geht, so  dürfte  es  nicht  schwer  sein,  nachzuweisen,  dass  der- 
selbe einen  Irrthum  enthält,  durch  dessen  Beseitigung  sich  dar- 
thun  lässt,  dass  der  fragliche  Ausdruck  für  >>  — 0  ebenfalls  genau 
gleich  Null  ist. 

Herr  Schlümilch  folgert  aus 


/"(e)  —  ji+p  +  an?  +  31+e  +  ■:■■ 

und  der  hieraus  abgeleiteten  Gleichung 

-iii ../<■•■»  --,1,,  1  jM(..  +  iii  t;."'-  ■■■■ 

offenbar  in  Uebereilung  die  Relation 


(1°) 


-ft<!)  = 


*)  Grelle"  s  JtiDrnnl.  Bd.  ]\X.  p.  326. 
**)  Schloinilchfl    Zeitschrift    für     Maine. 
I.ilzg.   p,  99.  ihm!    ISliO.  (i.  132.  ff. 


398  Ho  de:    Summatton  zweier  unendlicher  Reihen 

Denn  es  ist  wotyl  keinem  Zweifel  unterworfen,  dass  die  Glei- 
chung (la)  auch  in  der  Form 

••-+  (2»  -  2)1+?  +  (2n-  l)M-(>  +  (ftOM-fJ    (]6) 
geschrieben  werden  darf,  in  welcher  — jqp-    das   allgemeine  Glied 
der   Reihe   bezeichnet  und   diese  stets   mit   dem   Gliede 


(2w)Me 
endigend  gedacht  wird.     Doch  ist,   wie  sich  zeigen  wird,  für  die 

Schlussbetrachtung  gleichgültig,  ob  das  letzte  Glied  a>  \i+q  °der 
(2MTF+?  sein  *ptt- 

i 

Demnach  wird: 


2 

2l+<> 


und 

2*-l 
5T~ 


K2  2  2  2_\ 

2He  +  FR  +  •'• +  (2w— 2)1+e  +  (2hy+i) 

^2~?V(n+l)i+C+'-  +(5Öi+JJ^=«      (2&) 


2?  r/  1 1_  1  1      \     I   «=*«     1    -| 

P-llAlM-*      2M-?+,,,+(2ii-1)M-c      (2*)HV     2(>m=f+i  '»l+^=x* 


oder 

2c 
2e- 

Geht  man  in  dieser  Gleichung  links  und  rechts  nach  g  zur 
Grenze  über,   so  folgt: 

(3) 

^0)=/I>L(t  ~~  2  +  3  ■-  +  2S-I ""  W  ~~  VHl  +/T+2+  -+27i)  JW=0D- 

Da  nunmehr  der  Werth  der  eckigen  Klammer,  welcher  mit  E 
bezeichnet  werden  möge,  für  jeden  positiven  ganzen  Werth  von 
n,  auch  für  71  =  oe,  genau  Null  ist,  wie  bewiesen  werden  wird, 
so  ergibt  sich  ganz  streng  nach  der  von  Herrn  Schlü milch  selbst 
angegebenen  elementaren  Methode  des  Beweises  /*(0)  =  0. 


mif  elumenfnrem   Wege. 


39U 


Bezeichnet  nämlich  n  irgend  eine  positive  ganze  Zahl,  so  er- 
iilt  E  drei  Glieder  mehr,  wenn  in  (C)  das  n  von  n  auf  n  +  1 
wächst,    und   zwar    erhiilt    die    erste    runde    Klammer    mehr   die 

Uieder  +  a--  ,-i  und  — Ll-    ,  t),    die    zweite   runde    Klammer  da- 


:egCll 


£  betrügt: 


2»  H-  1 

ert    du 

1 
r  2«  f  1 


1 


i  Glied 
und   + 

1 


3n  +  S  * 

+  1- 


lifir 


•  erhält  die  beiden  neuen 


,  so  dass  dieGesammtänderung  des 


1 


ü9+im-s 


i 


2n +1       2«  |- 

d.  h.  £  ändert  sieh  nicht  mit  n, 

tisch  mit  Null,   also  auch  für  n=i,  n 

auch  für  n  =  ao. 

Hätte  man  die  Reihe  in  fl4)   nicht 


-SiTF2=0' 


aber  ist  E  für 


sen,    sondei 


urde  £   allerdings  i 


(2n-)-ij>+e' 

endliche  n  gleich  Null  sein  können,  gewiss  aher  für  «  = 
endlich  klein  sein  müssen,  wie  leicht  M  sehen.  Immer  i 
nach  für  w  =  ce: 


«0)  =  £  =  0 


L>T+I  +  «+2 


■£L 


Li    2+3 

srgeli 


"  2»_L 


=& 


Es  scheint  nicht,    dass  das   vorbei 

gegriffen  »erden  könne,  es  sei  denn, 
sofern  bestritten  werde,  als  sie  aus  der  ihr 
abgeleitet  ward,  dass  für  die  Grenze  der 
Reihe  gesetzt  ward  die  Summe  der  Grenzen  ihrer  einzelnen  Glie- 
-  beides  in  Bezug  auf  o.  Allein  dies  thut  auch  Herr  ScÄIÖ- 
milch  und  ist  auch  gewiss  statthaft,  wie  ich  im  Zusammenhange 
mit  anderen  dahin  gehörigen  Untersuchungen  demnächst  nachwei- 
sen werde.     Aus  dein  vorhergehenden  Ergehniss  folgt  indes*  nicht, 


für  alle  unendlich  klei 


nde  Raisonnenient  an- 
i  die  Gleichung  (3)  in- 
irausgehenden  dadurch 


ebenfalls  unendlich  klei 


:i  k'+P 

sei,  vielmehr  nähert  sich  der  Werth  dieses  Ausdrucks  mit  unend- 
lich klein  werdendem  o  allerdings  einer  diskreten  Grösse  grösser 
als  Null,  er  nimmt  aber  wieder  continuirlich  ab  und  zwar  bis  Null, 
wenn    o  von    einem  gewissen    unendlich    kleinen   Werlh   an    noch 


I 


4tKl         ZtAfuit;    i ■■!'<■'  <t>-»  Caetewiuitn  s/m  bttfpttcA  iUt 

weiter  und  zwar  bis  Null  abnimmt.  Diene  merkwürdige  Eigen- 
schaft, welche  sich  als  eine  bin  jetzt  wenig  beachtete  Continui- 
ta'tsweise  ergibt,  kommt  der  Summe  sehr  vieler  und  nichtiger 
unendlicher  Reihen  zu  und  wird  ebenfalls  demnächst  ausführlich 
erlirtert  werden. 


Ueber    den   Cartesischen   Satz  bezüglich    der   Anzahl 
der  positiven  und  negativen  Wurzeln  einer  Gleichi 


Herrn  Dr.  G.  Zehfus. 

I'rivatdncentcn    in   Heldalbi 


zahl 
ung. 


Der  Carte sis che  Satz:  Eine  algebraische  Gleichung 
mit  reellen  Coef ficienten  kann,  falls  sie  vollständig 
ist,  höchstens  ebensovielc  positive  Wurzeln,  als 
Zeichen  Wechsel,  und  höchstens  ebeusoviele  negative 
Wurzeln,  als  Zeichenfolgen  darbieten,  erscheint  zwar, 
obgleich  selbst  Gauss  (Crelle's  Journal  III.)  es  nicht  ver- 
schmäht hat,  einen  Beneis  desselben  zu  liefern,  für  die  Zwecke 
der  numerischen  Auflösung  der  Gleichungen  seit  dem  Bekannt- 
werden des  S  tu  rni'schen  Satzes  von  untergeordneterer  Wichtig- 
keit; allein  trotzdem  wird  man  sich  niannicblacher  Anwendungen 
desselben  erinnern,  weshalb  es  nicht  ungerechtfertigt  erscheinen 
dürfte,  einen  auf  neue  Principien  gegründeten  Beweis  desselben 
zu  veröffentlichen,  besonders,  da  sich  dabei  auch  bezüglich  der 
unvollständigen  Gleichungen  einige  neue  Bemerkungen  ergeben. 

Der  Mechanismus  des  Beweises  beruht  auf  der  bekannten 
BernouMi'schen  Schlussart,  nach  welcher  man  zeigt,  dass  der 
Satz  für  eine  Gleichung  wten  Grades  gelte,  sobald  er  für  die  je 
unmittelbar  niedere  Derivirte  sattlindct,  wodurch  die  Entscheidung 
nach  (i—l  Derivationen  zuletzt  von  der  Giltigkeit  des  Satzes 
bei  der  Gleichung  des  ersten  Grades  abhängig  gemacht  ist,  bei 
welcher  er  bekanntlich  zutrifft. 


\niahl  der  positiven  und  neonaten  Wurzeln  einer  Ckichnny.  401 


i  Null  verschiedenen  Wui 


rsuch  uns;  des  Kern 
Würz« 

üihl  der  positiven,  also 
/.ein  der  Gleichung  fiten  Grades 

f{x)  =  ax»  +  a,x«-*  +  ....+  «„-ix  +  an  m  0 
sei  gleich  r,  die   Anzahl   der    Wechsel    sei  gleich  c.     1 
r'  die  Anzahl  der  positiven  Wurzeln  der  Derivirten 

/■'(a)=Ma-»  +  (»-l)ii1a— a  +  ....  +  «*-., 


Wechsel.  Alsdann  hat  man  immer  enl- 
? — 1 ,  jenachdem  flu  und  nn— i  gleiche  oder 
tu    haben.     Untersuchen  wir,    in  welchem 

iil  der  Anzahl  der  positiven  Wurzeln  bei- 
Es  sind  verschiedene  Fälle  dabei  zu  unter  - 


und  »'  die  Anzahl  ihrer 
weder  v'=zv,  oder  »'  = 
entgegengesetzte  Zeich 
Zusammenhange  diess  i 
der  Gleichungen  steht. 

ß)  Wenn  <i„-i  und  «„  beide  positiv  sind,  ist  e'=p. 
Die  durch  y—f(x)  dargestellte  Curve  schneidet  wegen  «„=/"((}) 
die  Ordinatennchse  oberhalb  der  Abscissenacbse,  und  steigt  we- 
gen /''(Oj=«n-i>U  anfangs  aufwärts,  bietet  also,  ehe  sie  noch 
die  Abscissenacbse  trifft,  einen  Maxim  alpunkt  oder  ei  tu:  Wurzel 
von  f'(x)  =  0  dar.  Nach  dem  Roll  e 'sehen,  leicht  aus  der  Be- 
trachtung der  Curve  folgenden  Satze,  kann  nun  zwischen  je  zwei 
Wurzeln  von  f  (x)  =  0  höchstens  eine  einzige  von  f{x)^0  lie- 
gen; nur  die  grösste  positive  Wurzel  von  f(x)=0  braucht  nicht 
zwischen  zwei  Wurzeln  von  /■'(#)=:  0  zu  liegen.  —  Eine  möglichst 
grosse  Anzahl  r  von  positiven  Wurzeln  der  Gleichung  ergibt  sich 
demnach,  wenn  man  die  t' —  1  zwischen  je  zwei  der  r'  Wurzeln 
von  f'{x)  —  0  etwa  möglichen  Werthe  noch  um  die  grösste  Wur- 
zel von  f(x)  vermehrt,  wodurch  im  Ganzen  r' — 1  +  1  —  r'  ent- 
steht.     Also  ist  r t'.      Diess,    zusammen    mit    e'  =  e,    ergibt: 


ß)  Wenn  a„>0  und  O„_i<0,  ist  e  =  t>'4],  und  die  Curve 
schneidet  die  Ordinatennchse  oberhalb  der  Abscissenacbse  und 
beginnt  lallend,  wegen  /'(0)  —  d„„i  <  0.  Eine  möglichst  grosse 
Anzahl  von  Wurzeln  ergibt  sich  demnach  für  f{x)  =  0,  wenn  die 
Curve  sofort  die  Aljsciwsciwhse  durchschneidet,  ehe  sie  einen 
einer  Wurzel  von  f'{x)  entsprechenden  NI  in  im  alpunkt  erreicht, 
und  dann  wie  unter  a)  zwischen  je  zwei  der  r'  Wurzeln  von 
f'(x)  =  0  eine  positive,   und   zuletzt    noch  eine    ausserhalb  der  r' 


I 
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Wurzeln  von  f'{x)  gelegene  griisste  Wurzel  ergibt.    Die  griisste  An 

zahl  der  Wurzel»  von  f(x)—Q  ist  sonach  »ö+Cr'-lJt I~ 

Zusammen  mit  o  =  c'  +  I  ergibt  sielt  r — c r'  —  v'. 

y)  Die    Fälle   flo_i<0,    »n<0  und  o„„,S0,   n„<0  las 
eine  den  Fällen  et)   und  ß)    analoge    Behandlung  zu    und  ergeben 

gleichfalls  r  — t_r'  — r/. 

S)  Wenn  "tl—ii,  un-i=:ii.  so  berührt  die  Curve  im  Ursprung«- 
die  Abscissenachse  und  entfernt  sich  dann  von  ihr,  indem  sie 
eher  eine  Wurzel  von  f'(x)  =  Q,  als  eine  solche  von  f(s)  =  0  dar- 
bietet. Abgesehen  von  der  grttssten,  müssen  demnach  die  Wur- 
zeln  der   letzteren  sämmtlich   zwischen   solchen   von   f'(x)  =  U 

liegen,  ihre  griisste  Anzahl  ist  mithin  r (r'— 1)  +  1,  d.h.  r r', 

und  da  unter  der  Voraussetzung  S)   auch   r  —  v'   ist,    so    entsteh! 


wieder 


ist  v  —  v'").  Die  Curve  geht 
ich  dann  von  der  Abscissen- 
t   wie   unter  <f).      Es  entsteht 


durch  den  Ursprung  und  entfernt 
achse;     die   »eitere  Betrachtung  i 

wieder  r  —  n r'  —  v'. 

£)  Wenn  a*>0  und  o„-i=Oist,  so  schneidet  die  Curve  ober- 
halb der  Abscissenachse  in  die  Ordinatennchsc  ein  und  geht  da- 
selbst horizontal,  wendet  sich  jedoch  alsdann  aufwärts  oder  ab- 
wärts, jenachdem  der  erste  der  Coefficienten  ««_a,  ffn— a,.---.  der 
nicht  verschwindet,  positiv  oder  negativ  ist,  weil  dann  eine  der  Ordi- 
nate f(0)  =  aK  nachstanliegende  Ordinate  f(x)  =  f{0) -f  a„-,,3"  +  .... 


augenscheinlich  nur  durch  das  die  n 
in  :C+1....  beherrschende  nu-Px^  voi 
—  Wendet  sich  die  Curve  aufwärts, 
unter  a),   wendet  sie  sich  abwärts,   s 

den  Fallen  resultirt  daher  r — <?„»"'  — 


:b  folge. 
so  ist  die 


Glied< 
intersebieden  ist. 
Betrachtung  wie 
lalngft,    in  bi 


■ei- 


Schri 
fipgir 


maßgebend. 
Willkühr   d 


chni 

Zählung  der  Zeichenwechsel  die  Lücken  gänzlich  ver- 
nachlässigt '.verden.  Da  der  Grad  der  Gleichung  ohne  Ein- 
fluss  auf  die  Allgemeinheit  der  Betrachtung  war,  so  lässt  sich 
die  letzte  Ungleichheit  auch. auf  alle  Derivirten   ausdehnen,  d.h. 


.\nsnhl  der  positiven  und  negativen  Wtirteln  einer  Gleichung.  4U3 
>i)  Analog   t)    entsteht    auch,  wenn    a„  <  0,     a„_i  =  0    ist. 


Nach  Betrachtung  aller  dieser  Fälle  ergibt  sich,    dass  selbst 
i  Coeflicienten  Lücken  vorhanden  sind,  d.h.  die  Glei- 


:hnng  unvollständig  ist,  immer  r  —  p_r'  — p'  sei, 
Zählung  der  Z 


i  hat: 


r("-i>- 


-i). 


Da    aher   die   (n  —  l)te   Derivirte   vom    ersten  Grade    und    für  sie 
alsfl  der  Cartesische  Satz  richtig  ist,  so  hat  man  r<N_1)  —  ct"_1'=0, 

i  ist  r— o_0  oder  r_v,  womit  der  Satz  bewiesen  ist. 


II.     Untersuchung    des    Kennzeichens 


Wu 


'.  e  I  n 


Im  Vorhergehenden  ist  die  Giltigkeit  des  Kennzeichens  der 
positiven  Wurzeln  sellist  für  den  Fall  der  unvollständigen  Glei- 
chung »teil  Grade»  bewiesen  worden,  wenn  man  nur  bei  Beur- 
theilnng  der  Anzahl  der  Zeichen  Wechsel  die  Lücken  nicht  mit  in 
Betracht  zieht.  Hieraus  würde  sich  durch  Transformation  von  X 
in  —  x  eine  leichte  Regel  Tür  die  Anzahl  der  negativen  Wurzeln 
für  alle  Fälle  herleiten  lassen,  wie  bekannt.  Allein  wir  wenden 
uns  zu  der  an  die  Zeichenfolgen  gebundenen  Regel  für  die 
höchste  Anzahl  der  negativen  Wurzeln  ,  und  werden  beweisen,  dass 
sie  bei  der  vnllstündigen  Gleichung  wten  Grades  immer  statt  habe, 
dass  aber  im  Falle  der  unvollständigen  Gleichung  die 
Grenze  der  Anzahl  der  negativen  Wurzeln  um  eben  so 
viele  Einheiten  zu  erweitern  ist,  als  Lücken  mit  unge- 
rader Anzahl  von  Nullen  zwischen  zwei  Gliedern  von 
entgegengesetzten  Zeichen  vorhanden  sind,  vorausge- 
setzt, dnss  die  Lücken  beim  Zählen  der  Zeichenweise!  nicht 
berücksichtigt  werden.  —  Die  niithige  Discussion  der  einzelnen 
Fälle  ist  durchaus  ähnlich  derjenigen  der  Fälle  unter  I.,  weshalb 
wir  uns  darauf  beschränken  wollen,  bei  der  vollständigen  Glei- 
chung nur  zu  discutiren  den  Fall, 


Leber  den  Carlesischen  Satt  fieziiglfr/)  der 


«#><)    und   , 


.i>a 


Bezeichnet  man  durch  //  die  Anzahl  der  Folgen  von  /i.M 
p'  diejenige  der  Kolgen  von  f'(x),  und  bezeichnen  r  und  r'  die 
Anzahlen  der  negativen  (von  Null  verschiedenen)  Wurzeln  von 
f{x)  und  f'(x),  so  ist  zunächst  klar,  dass  für  ff„>0  und  ,in_i>0 
f'(x)  eine  Folge  weniger  darbietet  als  f(x),  d.  h.  es  ist  p=p'  -f  1. 
—  Ferner  schneidet  die  Curve  oberhalb  der  Ordinatenachse  in  die 
Abscissenachse  ein  und  senkt  sich  von  da  wegen  a„-i>0  g«ge« 
die  Seite  der  negativen  Ahscisscn  hin,  woselbst  eine  mißlichst 
grosse  Anzahl  negati.cr  Wurzeln  von  f\w)=.0  entstehen  kann, 
wenn  zunächst  die  Curve  die  Abscissenachse  schneidet,  ehe  sie 
in  einem  Minimal  punkte  eine  Wurzel  von  f'(x)~Q  darbietet.  E« 
ist  dann  ferner  zwischen  je  zweien  der  r'  Wurzeln  von  f'(x)  nur 
höchstens  eine  solche  von  /(:r)  =  0  möglich,  und  endlich  kann 
noch  eine  absolut  grüsste  negative  Wurzel  von  f(.T)  =  0  vorhan- 
den sein,  die  nicht  zwischen  zwei  solchen  von  /"'(ir)  =  0  einge- 
schlossen ist.     Die  Anzahl  der  negativen  Wurzeln  ist  also  hoch- 

.< 


. 


1  +(?•'— 1)+1,  d.h. 


Dasselbe  Resultat  ergibt  t 
chungen  bei  allen  öhrigen  zu 
hält  man  nie  unter  I.: 


<fl.    Die 


n  mit  p— p'+ 


:li  im  Falle  der  vollständigen  (»lei- 

iintcrsclieidenden    Fiilien 


.  h.   hei  der   voll- 


: 

i- 


standigen  Gleichung  ist  die  Anzahl  der  i 
nigen  der  Folgen  höchstens  gleich. 


gatiren  Wurzeln    dci 


Falls    Lücken    auftreten,    ergib!    wich    gleichfalls 
sultat  t — p_r'  —  p' ,  ausgenommen  den  Fall,  wo 


:0  und 


=  0 


ist.  Sei  z.  B.  ««>0,  u»-i  =  Q:  die  Curve  schneidet,  indem  sie 
horizontal  geht,  oberhalb  der  Abscissenachse  in  die  Ordiuaten- 
achse, und  steigt  nach  der  LSeite  der  negativen  ,x,  oder  lallt,  jenach- 
dem  der  erste  der  Coefncienten  an— a,  <i„— ,,...,  welcher  nicht 
verschwindet,  positiv  und  von  gerader  Ordnung,  negativ  und  von 
ungerader  Ordnung,  oder  umgebehrt  ist.     Man  findet  wie  oben  in 
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diesen  Fällen  r—p^r'—p',  ausgenommen,  wenn  an-/*  von  ge- 

rader  Ordnung  und  negativ,  also  eine  Lücke  von  ungerader  Glie- 
derzahl zwischen  einem  Zeichen  Wechsel  auftritt.    Man  sieht  leicht, 

dass  r_l+r',    weil  sich  die  Curve  der  Achse  nähert,    gerade 
wie  im  Falle   an  >  0,    an-i  >  0.    Aber  es  ist  v  =  v',    also  nicht 


sondern 


r—v*=r'  —  o', 


r — »_1  l  +  r* — ©'. 


Dieses  Hinzutreten  einer  Einheit  wiederholt  sich  so  oft  mal,  als 
derartige  Lücken  nach  genügender  Anzahl  von  Derivationen  an 
das  Ende  der  Gleichung  treten,  d.  h.  so  oftmal,  als  solche  Lücken 
vorhanden  sind.  Bezeichnet  man  ihre  Anzahl  durch  p,  so  ergibt 
sich  durch  Addition  der  Ungleichungen: 

r—u^l  +  r'— v', 


r{v)  _  v(v)  <  1  +  r(*+i)  —  t?(^+i) , 


r(n-2)  _  ,,(11-2)  <  r(it-l)  —  0(11-1)  <  0 , 

dass  r  — ©JZf*,    was  dem  Anfangs  unter  IL  ausgesagten  Theo- 
reme  entspricht.    Ein  einfaches  Beispiel  bietet  x2n—azn0. 


4M    v  vvu  wnf*r*tnt$r:   W$  BMpm  mtf  Bwptrk*      *u 
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Ellipse   und  Hyperbel   als   einhüllende  Kurven 
einäs  Systems  von  Krensehiien. 

Von 

Herrn  Franz  Unferdinger    . 

an  der  k.  k.  Marine- Sternwarte  zu  Trieft. 


5. 1. 

Das  Problem,  mit  dessen  Erledigung- durch  die  Hilfsmittel  der 
analytischen  Geometrie  sich  der  vorliegende  Aufsatz  beschäftigt, 
ist,  fräs  seine  geometrische  Anschaulichkeit  betrifft»  sehr  einfach 
und  lautet  folgendermaassen : 

•  *     • 

Es  sind  in  einer  Ebene  (Taf.  IV.  Fig.  4.)  zwei  feste 
Punkte  A  und  B  und  ein  Kreis  gegeben.  Verbindet 
man  diese  zwei  Punkte  mit  einem  beliebigen  Punkte 
M  des  Kreises»  so  werden  diese  Verbindungslinien, 
nötigenfalls  verlängert,  den  Kreis  noch  in  zwei  ande- 
ren Punkten  Ax  und  Bx  schneiden,  und  die  Lage  der 
durch  diese  Punkte  Alf  Bt  gelegten  Geraden  is,t  ffir 
jeden,  Punkt  M  eine  bestimmte.  Alan  soll  die  krumme 
Linie  bestimmen,  welche  die  Gerade  AlB1  beschreibt, 
während  der  Punkt  M  die  Peripherie  des  gegebenen 
Kreises  durchläuft. 


§.2. 

Nehmen  wir  den  Mittelpunkt  O  des  gegebenen  Kreises  zum 
Anfangspunkt  eines  rechtwinkeligen  Coordinatensystems  und  be- 
zeichnen wir  die  laufenden  Coordinaten  mit  x9  y,  so  ist  die  Glei- 
chung des  gegebenen  Kreises  vom  Radius  r: 


als  einhüllende  hu. 


(1) 


z*  +  ?/2  =  r 


Die  Coordinaten  der  zwei  Testen  Punkte  A  und  B  in  der  Ebene 
des  gegebenen  Kreises  seien  beziehungsweise  a,  b  und  a' ,  b'. 
Legen  wir  nun  durch  irgend  einen  Punkt  (xy)  des  gegebenen  Krei- 
ses und  durch  den  Punkt  (ab)  eine  Gerade,  so  wird  diese  den 
Kreis  noch  in  einem  zweiten  Punkte  treffen,  die  Coordinaten  die- 
ses Punktes  seien  m  und  B.  Ebenso  bezeichnen  «'  und  d'  die 
Coordinaten  desjenigen  Punktes  des  gegebenen  Kreises,  in  wel- 
chen die  durch  die  Punkte  (xy)  und  (a'b1)  geführte  Gerade  den 
Kreis  zum  zweiten  Male  schneidet.  Zur  Bestimmung  von  tt,v,  it',v' 
dienen  die  Gleichungen:  , 


(2) 
wobei 


S  (3)       { 


-,,  M'= 


b'x-a'y 


ist.  Betrachtet  man  x  als  unabhängige  Variable,  so  ist  ersicht- 
lich, dass  sowohl  y,  als  auch  u,  n,  u' ,  v'  als  Functionen  von  x 
zu  betrachten  sind.  Legt  man  endlich  durch  die  Punkte  (me)  und 
(mV)  eine  dritte  Gerade,  so  ist,  wenn  man  Kürze  halber 


(5) 


V=- 


setzt,  die  Gleichung  der 


V  =  - 


=  Ux+V. 


Gehen  wir,  x  um  /Ix  ändernd,  von  dem  Punkte  (xy)  des  gege- 
benen Kreises  zu  einem  benachbarten  Punkte  desselben  über,  so 
werden  sich  auch  die  Grössen  IJ  und  V  entsprechend  andern, 
und  die  Gerade  (6)  wird  eine  andere  Lage  erhalten.  Bezeichnen 
wir  die  Aenderungen  von  U  und  V  mit  d\3  und  AV ,  so  ist  die 
Gleichung  der  neuen  Geraden : 


lind  die  Coordinati 
«d  (7)  .lud, 


;,  =  (V±AV)x+r+Ar, 

n    des  Durchscbnittspunktes    der  Geraden    (fi) 


AF 
'  AV 


»=-ÄnV+r; 
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Dieser  Durchschnittspunkt  wird 
gesuchten  einhüllenden  Kurve,  we 
lassen,  und  da  in  diesem  Falle 


.ffenbar    zu    einein   Punkte    Her 
n  wir  dx  sieb  der  Null  nähern 


wird,  so  hat  man,  wenn  : 
der  gesuchten  einhüllende! 


ind  y   die  Coordinaten  eines  Punkt 


AV_ 
dx 

dx 


' 


Werden  die  in  diesen  Gleichungen  angedeuteten  Differenziatinnen 
ausgeführt  und  aus  ihnen  in  Verbindung  mit  der  Gleichung 
#2  +  ya  =  ra  die  Conrdinalen  .t,  y  eliminirt,  so  ist  die  Elimina- 
tionsgleichung, welche  nur  mehr  die  Conrdinaten  x,  y  und  die 
Cimstanten  r,  a,  b,  a' ,  b'  enthalten  wird,  die  Gleichung  der  gesuch- 
ten einhüllenden  Kurve. 

Wir  haben  hiermit  in  Kurze  die  Methode  angedeutet,  welche 
wir  zur  Losung  der  vorgelegten  Aufgabe  verwenden  werden,  und 
es  kommt  nunmehr  darauf  an,  die  hier  nur  angedeuteten  Opera- 
tionen wirklich  auszuführen,  was  uns  zu  einigen  längeren  Rech- 
nungs-Entwickelungen  nüthigen  wird,  worauf  ich  den  Leser  gleich 
um  Eingänge  aufmerksam  mache.  Die  vielseitige  Transform ations- 
lähigkeit  der  hierbei  auftretenden  Ausdrücke,  die  schliesslich^ 
Einfachheit  der  Resultate  werden  einigermaassen  für  die  Länge 
der  Rechnung  entschädigen. 


}. 

3. 

Wenn    K 

1    in    den 

Gieichm 

'S«"  W 

V 

1 

V 

nacu 

X 

AI 

sirt  und  di 

e  Werlhe 

du 
™n  75' 

dx  ,n 

die 

Sie 

Ich 

logen 

(8) 

« 

lirl,    .0  fin 

det  man: 

als  einhüllende  Kurren  eines  Systems  > 


■'h-'s— s»-'— ' 

,  (dv      dv'\     ,        ..(du      du'\ 

-'l'\Tx-te)-(e-vAfc-te) 


)-(n_l.)0[- 


(de      dv'\  (du      du'\ 


woraus  ersichtlich  wird,  dass  es  zunächst  auf  die 


du     dv     du' 


j—  ankomm 


und  e 

da  at 


dx '  dx '   dx     dx 

lind  aus  den  Gleichungen  (2)  und  (3)  herzuleiten,  und 

Gleichungen  (4)  hervorgeht,    dass  sich  die  Ausdrücke 

von   jenen    /.,  ,W    ntir  dadurch   unterscheiden,    dass 

der  Stelle  von  a,  b  steht,  so  werden  sich  auch  die  Aus- 

drucke  für  «',  ,',  &,  jj  au  jene»  Tu,  n.  ,.  jg,  fi  „„lieh 
dadurch  ahlcilen  lassen,  dass  man  a',  b'  an  die  Stelle  von  a,  b 
treten   lässt,   so    dass  man   also  nur   die   ersteren  vier  Grossen 

zu  berechnen  hat,  wozu  wir  uun  übergehen.     Kli- 

liiiiinl  man  aus  den  Gleichungen  (2)    einmal   v   und    einmal  n .    so 
ichungen : 


n  V,  M' 


dx 

erhält  man  folgende 


(l  +  /,e)we  +  2LMu  +  M*  —  ra  =  ü, 
(1  +  Z,*)r«  +  ~2Mv  +  M*— r*L«=0. 

e  erste  Gleichung  gibt  die  zwei  Abseissen  der  beiden  Durch- 
schnittspimkte  der  Geraden  (xy),  (ab)  mit  dem  gegebenen  Kreis. 
Da  aber  der  eine  Durchschnittspunkt  (xy)  ist,  so  muss  die  erste 
der  vorstehenden  Gleichungen  identisch  erfüllt  werden,  wenn  man 
x  an  die  Stelle  von  u  setzt.  Aus  gleichen  Gründen  muss  auch 
die  zweite  Gleichung  identisch  erfüllt  werden,  wenn  man  y 
Stelle  von  p  setzt.     Man  erhalt  hierdurch: 

(I  +  V)x*  +  ILMx  +  jtf2  -  r*=0, 

(1  +£2)ya—  2/Vy  +  itf«— r*£a_(). 

Zieht   man   diese    zwei   Gleichungen   der   Ordnung   nach   von  den 
zwei  vorhergehenden  ab  und  zerlegt  in  Factoren,  so  ergibt  sieb: 
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(m— x)|(l+L»)(«  +  a:)  +  2Lilf)  =  0, 

(•-»)  1(1 +  ■&»)(» +  *)-**}    =0; 

da  aber  der  Voraussetzung  gemäss  m  und  t>  von  x  und  y  verschie- 
den sind,  so  können  die  vorstehenden  Gleichungen  nur  erfüllt 
werden,  wenn 

(l  +  L»)(«+a;)+2Lüf=0,    (1  +  L*)(r +y)— 2df=0, 

und  hieraus  folgt: 

.  j.  -,_      *£*  ^      gfr-*)(te-qy) 
«  +  *--  l+ia—  (ar_fl)a  +  (y_6)*' 

„.•..,-     _?*   _      2(g-«)flar-<*); 

mitbin  i 

arl(jr-«)»  +  (ff-6)aH-2(y-o)(6a;-ay) 
(*-.)■ +  (,-*)? 

yl(a>-rt)a-Hy-6)at-2(*-«)(6;r-gy), 

(*_«)«+ (y_6)t 

oiler  auch,    weil 

-•*»(*—«)«  +  (y  -  *)*}-<2(y-6)  (fcr— «y) 

=al(*-a)H(y-6)*M*+«)l(*^^ 

=  a  { (*— a)* + (y-6)a )  —  (*— ö)  ( *«  —  a* + 26(y— 6) } — (y— 6p(a— <v) 

=  o  { {x— a)* + (y — *)* } — (#-  c)  (r*  —  «a  -  6») 

und 

-y\{x-a)*+{y—b)*}+<l{x—a){bx-ay) 

=6l(tf-a)a+(y-6)2|-(y+&^^ 

=A{(*-a)a+(y— 6)a}  —  (y  — 6)(r*-a»— 6*) 

ist : 

f  a{(*-a)a+(y-6)a}— (*-a)(ra-aa-6a) 

it  *>  — —  .  .       ...      •  *^    ■       11....  1  ■  1 1 1 1  1     *. 

a~  (p-aP  +  iy-b? 

(10) 

6K*-«)a+(<y-6)a)— (y-&)(r«-«a-6») 

"-  (a;_a)a  +  (2,_6)» 

Nimmt  man  jetzt  Rücksicht  auf  die  am  Eingange  dieses  Para- 
graphen in  Betreff  der  Ableitung  von  m',  v1  aus  u,  v  gemachte 
Bemerkung,   so  hat  man  unmittelbar: 
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,     a<{(x-a')*  +  (if— 6Qg|-(g-aO(r»—  a«-6'«) 

,     6'l(g-aOa  +  (y-6Q»)-(y— 6Q(r«-o«-&«) 
c~  (*-o')*  +  (y-6')s 


§.4. 
Weil  nach  der  Gleichung  (1) 

ist ,   so  wird  : 

£  (Zähler  von  .)  =  *<*«-«)-»<*- *=ffi , 

-p  (Zahler  von  »)  =  r > 

und  hiermit  nach    den   gewöhnlichen  Regeln   der    Differenziation 

der  Zähler  von   j— 

dx 

— [at(x— a)8  +  (y— fr)*|  — (a:  — a)(r»— a9— 6»)]    ^"^ 

der  Zähler  von   -j- 

_[ft{(g-a)»  +  (y-6)»l-(y-6)(i*-a»-6»)]2(&a;~ay) 
-    (r"     a«     5«)^K^-«)it+(y-*)al  +  2(y-g)(&Jr-.ov) 
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Da  endlich    -r-  und  -y-   die  zweite  Potenz  von  (#— a)*+(y— b)%  zum 
gemeinschaftlichen  Nenner  haben,  so  wird: 

\dx~      |(*-<i)2+(y-6)aly 

cte~      {(*_,/)*  +  (3, -6)*)# 

Wird    auch    hier    wieder  die  Bemerkung    am  Eingange    des 
§.  3.  berücksichtiget,  so  erhält  man : 


v, 
\  ax  tur  —  ar-f-LV  — »riJf 

(13) 

I  dv  ra_  aa_6* 

u. 


(14) 


du1  ,J-a'i.-yi  

d*— .  {(*— <*')*  + (y -*')*!# 


u. 


Wenn  wir  zur  Vereinfachung  der  Rechnung 


setzen,  so  wird  mit  Rucksicht  auf  die  Bemerkung  des  §.3.  in  Bezug 

e  j.      ...  .A  du'      do'  du      dv 

auf  die  Ableitung  von    -j—  >    -j—  aus   -r-  >    -y-  s 

°  dx      dx  dx      dx 

<16>  di=Ao'  ^=-A»>  dj=AV'  aj=-*V5 

und  diese  Werthe  wollen  wir  nun  in   die  Gleichungen  (9)  Substi- 
tuten.   Weil 


/ 


,  dv         dv1  ,      ,,       ,        ,  du         du       .   , 

u'  ~s u-y—  =  —  (h — h')uu  ,    »  t-  — w-j=— =r  Atru  —  Ä'tor  > 


ferner 


dv      dv'  ..         Ix       dt«      d«'       .,         lx 


so  wird  der  Zähler  von  x  gleich 

—  (Ä  — h')  uu'  (u — *«')  —  (t>  —  v')  (hu'v  -  /*'*«> ') , 
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oder  wenn  man  die  Glieder  mit  hu'  und  die  Glieder  mit  A'tt,  je 
für  sich,  zusammenfassend  dabei  bedenkt,  dass  tt2^r2  =  w'2-|V2=r2 
ist,  auch  gleich 

—  (hu1  +  A'tc)  (r2— uu4  -  vv4). 

Der  Nenner  von  x  hingegen  wird  gleich 

~  (hu  -  A  V)  (u — u4)  —  (hv  —  A  V)  (i>— »') , 

oder,  wenn  man  die  Glieder  mit  dem  Factor  A  und  jene  mit  dem 
Factor  A',  je  für  sich,  zusammenfasst  und  wieder  mittelst  der 
Relation  ?j2  +  t>2=tt/2-|-0/a:zzr2  redueirt,  auch  gleich 

—  (A  +  A')  (r2 — nu1 —  vv4) ; 

mitbin  wird 

hu4 +  h4u 


(17)  x  = 


A  +  A'    ' 


Wird  dieser  Werth  bei  der   zweiten  der  Gleichungen  (9)  berück- 
sichtiget,  so  gibt  dieselbe: 

_  (hu4  +  h4u)  (v  -  v4)  +  (A  +  h4)  (uv4  —  u4v)  , 
y~~  (A  +  A')(w—  u4)  ; 

der  Zähler  dieses  Bruches    kann  jedoch    leicht,    wenn    man   die 
Glieder  mit  u  und  u*  je  für  sich  zusammenfasst,  auf  die  Form 

(At>'-f-A't>)(w— «') 
gebracht  werden,   so  dass 

wird. 


§.6. 

Um  aus  den  Gleichungen  (17)  und  (18),  welche  nunmehr  an 
die  Stelle  der  Gleichungen  (9)  treten,  die  Werthe  von  x  und  y 
als  Functionen  von  x  und  y  zu  erhalten,  ist  nur  nothig,  für  u  und 
v  die  Werthe,  aus  (10),  für  u4  und  v4  die  Werthe  aus  (11),  für  A 
und  h4  die  Werthe  aus  (15)  zu  setzen.  Nehmen  wir  zu  besserer 
Uebersicht 

(19)    <«=(*-«)»+(y-6)«,     </2  =  (*--a')2+(y-6')a> 
so  wird : 
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«         • 


v  ■ 


A«'+  A'l»=s      ^ .  S- fi '- 


.i  .     rr' 


i        »' 


Ae'  +  A'e  =     -p 2 — ^g 

and 

folglich  ist: 
(20)  x  = 


y  = 

<*(r»— a'*— 6«) +  <«(?•- -a«— **)  ? 

in  welchen  Ausdrücken  man  sich  für  t2,  tn  die  Werthe  aus  (19) 
zn  denken  hat. 


§.7. 

Wenn  man  in  den  zweiten  Theilen  der  Gleichungen  (19)  ent- 
wickelt und  alsdann  berücksichtiget,  dass  z*-\-yt=r2  ist,  so  wird: 

(21) 
t*  =  r*+a*+b*-2ax-2by9    i'*=  r*+o/2+6/a-2a/j?-26/y> 

und  wenn  man  sich  diese  Werthe  für  t*  und  t'2  in  die  Gleichun- 
gen (20)  eingeführt  denkt,  so  wird  einleuchtend,  dass  diese  Glei- 
chungen in  Bezug  auf  x  und  y  vom  ersten  Grade  sind.     Indem 
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wir  beabsichtigen,  Zahler  und  Nenner  in  den  zweiten  TheiJen  die- 
ser Gleichungen  in  Bezug  auf  die  Coord'maten  .r  und  y  zu  ord- 
nen, machen  wir  folgende,  zur  Vereinfachung  der  Transformation 
dienliche  Vorbereitung.     Es  ist  identisch: 

(nH^(rJ-n"~/'ra)=-(r,-aL4«J(r,-«'s-/i',)+ri(r1-ii«-A% 
(a'H6J2)<r2-n2-6;')=— (r«— o*-öa)(r*-<i'«-o'2)4r8(r*-a2— (.*J; 
wird  die  erste  Gleichung  mit  a,  die  zweite  mit  «'  multipücirt,  und 
werden  alsdann  beide  Gleichungen  addirt,  wird  ferner  dasselbe 
Manöver  mittelst  der  Multiulicaturen  0  und  /.'  ausgeführt,  so  er- 
halt man : 

(92) 

0(0«  + ^(■■•-««'-V)  +  «'(.«  +  («Hl»- «•-*■) 
=-Wtf)(T*-a*-b*)<,T*-n"~b«)+\a<y'-„'--b"nn'{r*-a'-b*y„ 

6(o'  +  6')  (r»-o"-i") +  //(»"  +  *'«)  (r«-»»  -b') 
=-<4+S')(r'—  a'~b")^-a"-b")-HI,fr'-'i"-li"nb'l.r'  -««-«H : 
hiermit   wird   der  Zähler   von  x 

=      ^|o(r=-o'»-6")  +  »'(r"-«=-6«)|  +  o(.,'  +  o=)(r'-„'»_/,'!) 
+  .,'(»« +  „'a)(ra-i,a_Sa) 
-'Jn(0*+%){r«-0'»-4»)-2«'(o'»  +  4'j)(^-„S-ff) 
-<r>— «a— S«)(r«-o'"-«'«)<ii'-ii-o') 
=      2ra|a(ra-,><a-o<«)  +  «'(ra-„a-Sa)| 

-  llx\  «a(ra— o'a— Ä'a)  +  n'a(ra-na— 4a)  +  (ra-»a-Aa)  (r3— ,r'a  -**] 
_2i|„4(i-a_,i'a-«'a)  +  «'6'<ra-,,a-Sa)! 

=      2ratu(ra-«'a-4<a)  +  ,,<(ra-«a-Sa)| 

— 2*|(ra— BaHra~a'a-«'a)  +  «'*(!»— na— /,a)| 

—  2j  1 06  (.■>— «'"-  S")  +  a'b'(r*—  «a  -  «a) ! , 
und    der  Zahler    von    j 

-,     ra!«(ra_ii'a-«'a)tn'(,a-«a--6a)|-f<,(aa+6a)(ra -„'■_(,'>) 
+  o'(n«"  +  6«)(r«-o'_^) 

-26(M  +  6,)(r»-o»-o»)-2o'(Ä-t-o'j,)(r«-o«-6') 

_(,._„«_„■)  (^_„«_6«)(2;/-„-»') 
=     2ral*(ra— «"-»"H-o'fF*— oa-»a)! 

— 2y  I  öV^-n'»-*'*)  +  ö'V8— rfi-b*)  +(ra-oa  -  6»)  (r2  -a'*-b>*)< 

— 2.rlao(ra— n«— o«)  +  n'6'(ra-aa-o3)! 
=     2ra|l(ra-o'a— 6'a)  +  6'(ra-o"— Sa)| 

-9jl(r"-<i,)(r»-«»-6")  +  «'"<r»-a"-i«)l 

— irloSO-"— n'a-«'a)  +  a'b'(r*— ifl—b'). 
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Der  x  und  y  gemeinschaftliche  Nenner  wird 

=     (r»~  a*—  6'a)(ra-*«*+Äa— 2aar—  2by) 
+  (ra—aa— Äa)  (ra+a'a+Äf -20^^26^) 

—  j(r*— a'*  — 6'*)(r*  +  a2  +  Ä«)  +  (ra— o2-  Ä»)(r2+«/a  +  «/»)4 

—  2*|a(ra— a'a-6'2)  + q'(r2—  a2—  6a)| 

—  2y|Ä(ra  — a/a-Ä/a)  +  6'(ra  — aa-Äa)! 

—  2{r* — (a*  +  b*)(a**  +  b'*)} 
-2^(0(1^-0«— A'^  +  a'^-a4—^)) 
-2y{6(i*-a*— 6'2)  +6'(r*— q2— 62)), 

und  man  bat  daher  endlich: 

(23) 
r2|  a (ra-  q'2  -  A'2)  +  q'  (r2-^-  qa  -  6a)  j 

—  j  ab  (r2— q'2  —  6'2)  +  q'6'  (r2—  qa—  b*)\y 


x  = 


y  = 


tr4~(«2+62)(a/a+6/2)Ktafra--a/*--^/2)+a'(r2--aa--Ä2)|a: 
_  { ^  (r*__  a'a-^'2)  +  b'  (r2—  q2-  £2) !  y 

r2{  6(r2  —  «/2— £*)  +  6'(r2—  aa  —  £2)  | 

—  {(r2—  q2)(r2— tt'2— £'2)  +  £'2(r2— a2-62))y 

—  |  «6  (r2— q'2  -  6'2)  +  a^/  (r2  -  o2  -  62)  }  g 
{ r4-(q2 +62)(a'2+6'2)  J  —  j  a(r*-a'*-b'*)+a'(r*-a*—b*)  \x 

—  {6(r2-q/2  — 6/2)  +  6'(r2— «2— 62)|y 


Diese  Gleichungen  (23)  treten  an  die  Stelle  der  Gleichun- 
gen (20)  oder  schliesslich  an  die  Stelle  der  Gleichungen  (9),  und 
es  ist  daher,  um  zur  Gleichung  der  gesuchten  einhüllenden  Kurve 
zu  gelangen,  jetzt  notbwendig,  aus  diesen  in  Verbindung  mit  der 
Gleichung 

(1)  #2  +  #2  =  r2 

die  laufenden  Coordinaten  x,  y  zu  eliminiren.  Diese  Elimination 
soll  im  Folgenden  einfach  dadurch  bewerkstelliget  werden,  dass 
wir  x  und  y  aus  den  Gleichungen  (23)  bestimmen  und  die  gefun- 
denen Werthe  in  die  Gleichung  (1)  Substituten.     Die  resultirende 
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Gleichung  wird  ausser  den  Coordinaten  x  und  y  nur  noch  die 
(.■instanten  r,  n,  b,  a',  //  enthalten  und  als  die  verlangte  Glei- 
chung der  ein  hü  Hernien  Kurve  alle  Aufschlüsse  über  die  Natur, 
die  Lage  und  die  Dimensionen  dieser  Kurve  geben.  —  Werden 
die  Gleichungen  (33)  in  Hezug  auf  die  Conrdinaten  x,  y  geordnet, 
)  erhalten  dieselben,  nie  ohne  Weiteres  einleuchtet,    die  Form: 


C-'J) 
und  zt 


I  W  +  Bg'j)  +  (Al'+Bl',)z-MA,<  +  B,'7)!/=0; 


(25) 


4,  =  -r"|a(ra— o"-4'«)  +  ii'(r2-«'— 4")1, 
B„  =     r«-(a'  +  6')(«"+o"). 
A\   =     (,a_4«)(r°-u«'-6'=)-)-0,'»(,-*-,,a-o") 
B,  =-|«(r'-u«'-«'»)  +  «''<ra-«"-6')I, 
At  =      o6(rB-«'a— i^J  +  a'ö'Cr»—  aa—  4a), 
ß,  =— l4(r"-a"-o'«)  +  6'(ra— o«_  *")|, 
4,'  =  —  ra!6(r*—  u">— b'^  +  li'ir*— a2— fia)j, 
B„'=     r»-(o"  +  S")(o«'  +  4,«)J 
A,'—      nö(rz-Q'a— 4'a)  +n'6'(ra— «"— A"), 
«,'  =  - I  «(r«-o«-S")  +  n'(ra-««-S')  I, 
4,'e:     (ia— a*)(r*-a''-b")  +  i"(r'—  «"—  6«), 
B„'=— l*(r"-o»— 6»)  +  4'(r"— o>— 6»)|; 
woraus  man  die   Relationen  entnimmt: 


1„  =  r'B, 

=  r'B,' 

«,,  =  B0', 

1,  =4', 

Bi=*i', 

4J=r*B, 

—  r'BJ 

B„=ß,< 

in,  in  der  Absicht 
mit    4/+Ba'y, 

y 

ili 

zu  eliminircn 
e  zweite   mit 

-''s 

+  B*» 

Multiplicirt  n 
Gleichungen  (24)  i 

subtrahirt  die  Producte,  multiplicirt  man  ferner,  in  der  Absicht 
.*  ku  eliminiren,  die  erste  Gleichung  in  (24)  mit  A^  +  B^f,  die 
zweite  mit  ,1, -(-/?,*  und  subtrahirt  die  Producte  ebenfalls,  so 
ergeben  sich  sofort  zur  Bestimmung  von  w  und  •>/  folgende  zwei 
Gleichungen : 

l(-40+JS0x)(A'  +  ßa'y)-(^'+ßu'y)Ma+Ä^)l 

+  {(14l  +  ß1jt)(^i  +  ßA)-(V+Bi'y)Ma+ßa»)U=0. 

\IA0  +  B0x)(A1'  +  B1'7)-(A0'+B0<tHA1  +  B1x)} 

+  [(Ai-\-B2x)(Ai<-\-Bl'f)-(At'  +  Ba'y)(Al+Blx)\y  =  0; 
Thcil  XXXIV.  28 
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welche,  nenn  mau  illts  in  den  Klammern  enthaltenen  Ausdrücke 
entwickelt,  in  Bezug  auf  ir.  und  y  ordnet  und  ilaliei  berücksich- 
tiget, duss  vermöge  Her  Relationen  (28) 


ß„ß,'- 
B.B.' 


-  B.'B,  =(1 


B,B,'—  B,IB,  =  0, 


ist,    in  die  lieiden  folgenden  übergehen: 

1  [A„AJ  —  A„'At)  +  (B0J,'— BsA')H-(4,ßs'— ^s«u')ll 

+  l(,M.'-<Mi'H(«,A'-ßi'V)i+(.4|B.'-Afii'>Tl»**i 
|(-W— ,Mo')+(ßo<V-«i4>')*+Mo«i'-.4,«0,)»i 

-l(^,  A,'-A,A, ')  +  («!  /f,'-0,4')HK4^'— ^,fl,')yl»  =  0 
und  setzt  man  endlich  zur  Abkürzung: 

(27) 

4  =  AaAJ— A%A0',    &' =  AqAi' -  AVA0' ,  ß^z^A^'-A^A 

2xB,A,'-ßrt,',   W=B„A,'-B,A„',  3,=B,A,'-BvAt', 

t=A0Bt'—4tB»*>    1'  =  A0Bl'-A1Bg',  il=AiBL'—A%Bl' 
■D  geben  die  vorhergehenden  Gleichungen : 

St  +  B*  H-  JJ  St<  +  E'i  -I 

"—     fl,+B,i  +  ir,y'     '_JltJ),id 
und   man    bat  durch  Substituten  dieser  Werttie   in  die  Gleichung 

(I)  x*  +  ,f  =  r* 

als  Gleichung  der  gesuchten  einhüllenden  Kurve: 

atsi  +  isr  )'  .  i  fl'  +  »'*  +  g'y 


M, +l\x  +  tf.yi 


,  +  »,x  +  tf,Tl 


uta 

(28)  (ll+Bx+«y)a+(fl'+B's+(f'y}a=^(a1+»1*+«ly)a. 

Da  diese  Gleichung  in  ßezug  auf  die  Coordinaten  x  und  y  vom 
zn-eiten  Grade  ist,  so  schliesst  man  daraus  zunächst,  dass  die 
gesuchte  einhüllende  Kurve  ein  Kegelschnitt  ist.  Um 
weiter  über  die  besondere  Natur  dieses  Kegelschnitts,  über  die 
Richtung  und  Grösse  seiner  Hauptaxen  entscheiden  zu  künnen,  ist 
die  Berechnung  der  nüt  &,!$,<&,  ß',  u.  s.  «■.  bezeichnelen  Grüs- 
sen  miltelst  der  Gleichungen  ('27)  und  (25)  nothivendig. 


I 
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Durch  Anwendung  .1er  Relationen  (26)  auf  die  Gleichungen  (27) 
überzeugt  mau  sich  mit  Leichtigkeit,  daes 

(29)  ä  =  r*Xl7     *'  =  —  r%,     9'  =  — tf 

ist;  man  hat  daher  von  den  neun  Grössen  ll,J3,£,  Ü',»',  «',  d,,£t,£i 
nur  die  sechs  »,  <£,  tf\  ü, .  X\  .  <£,  2u  rechnen,  um  sodann  die 
übrigen  drei  unmittelbar  hinschreiben  zu  können, 

l)ie  Wert  he  aus  (23)   in  dem  Ausdruck  für  B  in  (27)  6ubsti- 
tuirt  geben  unmittelbar: 

»  =— r*{6(T*  —  n'a  —  fi«)  +  6'(r»-«a— ö3)  |a 

»4-|(r*_aS)(ra_a«_ft/a)  +  6/a(ra_„a_Ä3)t(r*-(aHoa)(«/2+A',!)l 
=— 266'ra(ra  -  «a-/>a)  £i»— ««  -  6'a) 
-  (ra_fl»_6a)  ßtya (ra_ üa_ &t)  _  /,'* |r*_ <a»+**)  («'H *Ä)  I ] 
_(ri_a'a_/1'a}[raÄa(rs_n*_6'a)-(ra-«a)!r*-(aa+wa)(n'H6'a)l]' 
oder  weil 

rVa(r"-a^Aa)-6'ati-4-(«*+fiiXü'a+6'1)|=-6'a(«H6a)(i-a-o'a-6'a)J 
r^3(rs_a'2_6'a)_(ra_0a)ir4_(oa+&S)(a'*-tö'2)l 

ist, 

»=(ra-fl2_iS)(ra_a'a_„'a)|_'2fiAVa+fi'a(U2+6a)-a3(«'a4A'fl)+r4t, 
oder,  wie  man  nun  leieht  findet: 

B=(ra— aa^6a)(ra— u'^Ä'*)(ra-aa'-«*')('-a+«o'~6''0 
Ebenso  wird : 

c 


;|o(r"-o«-6»Hn'(r'-»*-»s)ll&('*-''',-»")+i'(r»-«,'-»'')l 
- 1  üb  (r"  -•«— 4»)  + «W  (!»-•»— *■)  1 1  r«-(«l'+4!>(»'H4'1)  | 

+  &«-««— 4»)  n'4'[r*(i«-«,—*")-lr«—(ii»  +  6»)<ii'»  +  J'«)l] 
+  (,>_„^_J'.)„4[r!(r=_o»-6'«)-lr«-(oH4a)(«'H»'I)l]. 
der  weil 
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r*(r*— a»-.fi»)  —  { r*—  (tfl+b*)  (0«+©«)} =— (a»+ft«)  (r*- 

r«(r»— ««-Ä«) — { r*-  (o*+**)  (o*+6«)  I = — (a«+ 6«)  (r*— «•— 6*J 

oder  auch: 

«  =  (r»—o«— Ä«)(r«-o*— 6*)(V»-aa'-W)(«6'+«'»).     * 
Ferner  findet  man; 

tf'sr     r*{a(r«-a*-6*)  +  a'(r*-a»-6«)r  '"••-' f>?'» 

■—  |  (jX-ityrÄ-o*-  ft^ + o«^«-«*-6«)J|i*-(aH  ä**«****")! 
=     Wr*(r«— c»-0«)(r»-a'»-6")  ,? 

+  (ri  -  a*  -  b*)  [a«r*(r»-a*~A«) — a«|r«— (a»+**)  (««+4«)  |] 
+  (r»-«"-**)  [a«r*(r«-o*-o«)  -(r«-6^r*-(o«+A*)(a«+*^, 

oder  weil 

<,'«r*(r«-a«-6«)-o'»lt^-(aH6*Xfl'*+A/»)l=-<r«-a'«-*/»)fl«(a*+ft«), 

o«r*(r»— a*  -  6^— (r*— *•)  |r«— (a» + ©»)  (a*+  6«)  } 

=(r»_ ««_ 6«)  |6»(a* +**)  r-f*| 
ist,  so  wird 

tf '  =  (r*— a*-6»)  (r»~  «»-  6«)  1 2oo'i*-««(a«+*a)+  ft«(«,,+6/B)-^*| 
oder  auch,  wie  man  sich  alsbald  überzeugt : 

Wir  geben  nun  aber  zur  Berechnung  der  Constanten  Mg,  T$t,  (£,. 
Zunächst  erhält  man : 


Üf  =     { (r2-  ^(r2— a'2--6'2Ha/2(r2-- a2— 62))  t(r2— a2)(r2— a*2— 6'*) 

— {a6(r*~a/a— £'2)  +  a'6'(r2-«*— A2))2 
=     (r2— a'2— A'2)2  ( (r2  —  a2)  (r2  -  A2)  —  a2A2} 
+  (r2_rt2_6*)(r«_a/a_6/2)((rJL_6a)Ä/2  +  (r2_a2)a'2--2<ia'6A'), 

also  auch 

Ü,=     r2(r2— o2— ft2)^2-«'2— Ä'2)2 

+  (r2— c2-A2)  (r*-ö/2—  A'^K^-A^A'2  +  (r2— a2)a/2-2aa'6A'} 
=  (r2-a2-A2)(r2~a'2-A/2){r^^^ 

oder 

Ü1=(r2-a2-62)(r2-o'2— A/2){r«  —  (a«'  +  AA')  2}. 


als  einhüllende  Kurven  eines  Systems  i 
Ebenso  ist 
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.  |  „  fr2_a'2-S'2)  +  aV-»»-4*) !  I  (!*-»■)  (!*-«»-«") 

+  a'afra— aa  — 62)l 
+  |  o  fra-a,a-  o'2Ho'fra-aa-62)  1 1  o«(r«-o"-t'a)+o'4'(r»-a«-4«)l 
=s     fra-a'2— 6'3}2|  — afr2— a2)  +  aoal 

_fra_a2_oa)fra— a"— a'a)|a4'a+a'fra-«a)— aW— «M'l 
=  -fr2— a2— A^fr2— ««-o'^lafr3— a'2— 6'2)+aa'a 

+  «'(ra  -  «2)  —  o'ße'  -  abb'\, 
i,    wie  man  mit  Leichtigkeit  lindet: 
»,  =  -  (r2-  «2  -  S2)  (r2  -  a'2  -  b")  fr2-  ao'  -  bb')  («  +  a'). 
Endlich  ist 


IV" 


-14fr' 


-&'2)  +  6V 


-  6")  I  Kl* -»")<! 


e>-4'2) 
+  a«(r«- «■-»■)! 

o'2)+o,o'fr2-a2-62)! 


+  |a(r2^a'a-^)+fl'(ra-«2-i1)]l«*(ra 
(,-a_a'»—fi'*)|-60a— Äa)+oaAj 

— (t3— «*—  A»)(r»—  n"[-6'a)|o'6a+o'(ra-62)-aa'fi-Ma'o| 
_(r*_a»_6*)  (ra_n'a„fi«j  j  fi  (ra_n*a_fj'9)  +  „«fi  +  fi'(ra_6») 
~aa'b'~aa'b), 
oder,  wie  man  sich  ebenlalls  ohne  Schwierigkeit  überzeug!: 
«,  =— (r*—  o*— 6a)(ra—  a*— A'a)(ra— na'-AA')(6+6')- 
Hiermit  sind  die  sechs  Constanten  »,  tf,  tf',  n, ,  £,  ,  l£,  be- 
rechnet und  wir  haben  mit  Rücksicht  auf  die  Relationen  (29),  indem 
r  Uebersicht 


//=  (ra— «a— A3)  (ra  -  ««— A«)  (ra 
setzen,    folgende  Zusammenstellung: 

1  Ü  =  —  /fc-a(a  +  a'), 
B  =     lT(r*-f  •»'  — AP 


(30) 


=     H(ab'+a'fß), 
|  j|'=      iVra(ö  +  6'). 

=  — »(«A'  +  a'A). 

=  -fl(ra— ßffl'  +  AA'). 
'  i»i  =      W  +  an'+AA'), 


Die  Elitpte  und  Hyperbel 


§.  10. 

Die  Werthe  der  Constanten  ;1 .  I1 .  li" .  8',  u.  s.  w.  wären  nnn 
in  die  Gleichung  (28)  «los  gesuchten  einhüllende»  Kegelschnittes 
zu  subsfituiren;  da  alter  diese  Constanten  sänimtlich  den  Factor 
II  gemeinschaftlich  haben,  so  sieht  man,  dass  nach  geschehener 
Substitution  die  genannte  Gleichung  den  Factor  //s  in  beiden 
Theilen  enthalten  wird,  durch  »eichen  man  also  abkürzen  kann. 
Wir  haben  ferner,  um  der  Rechnung  die  Vortheile  einer  symme- 
trischen Darstellung  zu  erhalten,  bisher  die  Richtung  der  Conrdi- 
natenaxen  ganz  unabhängig  von  der  Lage  der  beiden  Punkte  (ab) 
und  {n'b')  gelassen;  es  ist  jedoch,  ohne  der  Allgemeinheit  der 
Untersuchung  irgendwie  zu  schaden,  immerhin  erlaubt,  eine  der 
beiden  Axen,  z.  B.  die  Axe  der  x,  parallel  mit  der  Verbindungs- 
linie der  beiden  testen  Punkte  (ab)  und  (a'b')  anzunehmen;  hier- 
durch wird  b  =  b'.  Wir  wollen  also  von  nun  an  unter  iJ,  J5,  tf, 
A' ,  35',  t' ,  At,  ü,,  (f.,  dasjenige  verstehen,  was  aus  den  Wer- 
then  in  (30)  wird,  wenn  man  erstens  allenthalben  den  gemein- 
schaftlichen Factor  H  weglässt,  und  zweitens  b  =  b'  setzt.  Hier 
durch  wird : 

«  =-t«(o+a0, 

»  =      r'  +  aa'—  *», 
(J   =      6(o  +  o'), 

=      2&ra, 

=  -*(«  +  o'), 
|  tf'=  — (ra-<in'  +  6ah 
fl,  =      ra  +  aß' -f  fta, 
»,  =  _(„  +  „'), 


(31) 


i  die  Gleichung  des  einhüllenden  Kegelschnittes  ist  nach  nie  v 
;28)   (Ü+Sx+tfyJH^'+B'x+ii'yJ^r^+JJ.x+tf.y)», 


oder  wenn  man  entwickelt, 
dabei  berücksichtiget,  dass, 
aus  (31)  sogleich  überzeugt: 


Bezug    auf  x   und  y   ordnet  und 
rie  man  sich    mittelst  der  Werthe 


#tf +»'tf'-r2»,€l=0 


als  einhüllende  Kurrm  eine.*  Systems  von  Kreissr/wen 
dass  also  die  Glieder  in  xy  verschwinden  : 


(3-J) 


- 

wobei  die  Constanten  Coefficienten  durch  Substitution  aus  den 
Gleichungen  (31)  noch  zu  berechnen  sind.  Um  dieses  auf  dem 
bequemsten  Wege  zu  bewerkstelligen,  d.  h.  um  am  Schnellsten 
zu  den  einfachsten  Formen  zu  gelangen,  welche  diese  Ausdrücke 
annehmen  können,  verlassen  ivir  die  Ordnung  der  Aufeinander- 
folge und  beginnen  mit  dem  CoefGcienten  von  %'■'.     Es  ist 

(33) 
B»  +  B'a-rSB.a—  (,»  +  aa>-  b*)*  +  A*(a  +  a')*  -  /■><«  +  «')*. 

oder  wenn  man  bezüglich  r2  —  d2  die  Entnickelung  des  ersten 
Gliedes  mit  den    beiden  folgenden  ordnet: 

(34) 
»s  +  j)rt_^jj|»=(r«  1  §&—(+  +  n'a)  (ra-  Ifl)  +  «V* 

=  <i<*-  «■  -  ö*)  (i-a— a'*  —  A«). 

Mau  überzeugt  sich  ohne  Schwierigkeit  von  der  Richtigkeit  der 
beiden  folgenden  Gleichungen: 


(35) 
ra(0+a-)*-46'r"+('-a+ß«'+fi2}B'=(o-fl 
WfH-«')»— 4ß«r»+(f*— aa'+/,*)*=(a-i 
denn  aus  unserer  Transformation  von 

(36) 
6s)«  +  6!(«  +  «r-r»tn+o0 


'yij'-tr'-a'-lj'H,'-«''-!,'), 
')*l'1^-<^■-o,-S")('■*-n"-',') ! 
(33)  a..f  (34)  folgt,  «itss 


('*+ 
oder 


-6«)C^ 


(r"+« 
(r>-* 


iH*1)1— «■(i»  +  ««0  +  4«(«  +  «,)«_r'><<iH-ii')< 
=  (ra— n2-6*)  (r»_c'2— 02), 

.'  +  6>)"  +  4r'(oo'-4«)+6'(,H  .')'-i"(.  +  .T 
=  (rs_„»_4»)  (,!_„»  _  «>) ; 


'  +  P)'— MV+Wa  -  «')*-!•>+ «'^(r1 
'+4«)*-4«M-r!(..-  u')H(/'(iH  »*)■=(»• 


«*-4«)(r' 
a=-4')(r> 


-4<:« 


!-4a), 
-4a). 
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welche  zwei  Gleichungen  durch  sehlichtes  Transportiren  der  Glie- 
der unmittelbar  in  die  zu  beweisenden  übergehen.  —  Kraft  dieser 
Gleichungen  (35)  wird: 

tf«  +  tf'»--ratfl2:=      (a— 00*1*  +  ^— aP— A*)^— a*— 6«). 
Ferner  ist: 

ÜB+ÜOS'-r^B^r*!— (a+a')(r*+aa'—  bb')+(a+a')(r*+aa'+bb') 

—  (6  +  6')  (a6'+a'6)} 
=r8t(a  +  a0266'  +  (6  +  60(aft'  +  a'6)}==O,  *  V 

=— 6r2i  («  +  e')2— 4aa' }  =  —br*(a  —  a')2. 

§.  ii. 

Die  Gleichung  (32)   der   gesuchten    einhüllenden    Kurve   hat 
also  die  Form: 

(37)  —  W+Mxa  +  2Py  +  Äy«=0, 

t 

i  * 

wobei  die  Constanten  BT,  M,  J>,  (81  folgende  Werthe  haben: 

ÖI=     r8!^—  rta-6a)(r9— o«— 6a)-(«-o09*a|, 

M  =     (ra — a*— 6a)  (r3—  a*—  6a), 

(38)  ; 

P=— 6r9(«-a02, 


©  =     (r2—  a2  -  63)  (ra  —  a*  —  6*)  +  (o  -  a')2r2 

oder 

»1=     r9tM-(a-a')a63!, 

6'). 


SJ«=     ratM-(a-a')a63!, 
M=     (r*_a2— 62)(r2— a'a 


(39) 

P=— 6r2(o-a')2, 


/ 


<Ä=     »  +  (a  —  a')2r2 


Die  Gleichung  (37)  der  gesuchten  einhüllenden   Kurve  kann 
endlich  noch  durch  die  Annahmen 

r=0, 
(40)  {  p 


Ott  einhüllende  Kurven  eines  Systems  H 
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•  l  die  einfachste  Form: 

gebracht  werden,  und  unser  letztes  Rechnungsgeschäft  wird  nun 
darin  bestehen,  die  Grössen  n,  Aa,  Ba  unmittelbar  durch  die  Con- 
.s tauten  des  Problems,  nämlich  r,  a,  a',  b  auszudrucken,  um  als- 
dann unverzüglich  zu  den  aus  unseren  Gleichungen  ableitbarer 
geometrischen  Folgerungen  überzugehen. 
Aus  den  Gleichungen  (39)  erhalt  man: 

n?<a  =  ra|Ba+(r»—  b*)(a— o)'2H- (n-a')4^2). 
mithin  ist 

V*—m<&  =  iaXW  +  (a— o')a(r2~ös)i, 

oder,   da  aus  der  Gleichung  (36)  mit  Rücksicht  auf  die  Bedeutung 
der  Grösse  1t 

aa'  —  6a)a  +  4aa'(r2— öa) +ia(a  +  a')a— r^(o  +  a')8=M, 


(r8— aa'— Ö6')*  +  6!(Ö  —  a')B- 
H+(a_0')a('-a-Äa)  =  (r3 


folgt, 


und  in  Folge  dessen: 


"(r2— oa'~Äa)2+(a— nTft«' 


(r*-affl'-o»)a  +  (tt 


|(ra— an'— 69)«  +  (a  — a')26a|»y 


-6*)<ra 


VnfeTdinger:    Die  Ellipse  und  Hyperbel 


.  13. 


■ 


Da  die  Gleichung  der  gesuchten  einhüllenden  Kurve  vom  zwei- 
ten Grade  ist,  so  ist  dieselbe  ein  Kegelschnitt,  wie  wir  bereits 
in  §.  8.  bemerkt  haben.  Die  Form  der  Gleichung  (42)  deutet  auf 
eine  Ellipse  oder  Hyperbel,  je  nachdem  das  Product 


fr* 


P—b*)  (t* 


-P), 


welches  in  (44)  in  dem  Ausdruck  für  Ba  erscheint,  das  Vorzei- 
chen 4  f"'er  —  hat,  oder  je  nachdem  die  beiden  Factoren 
r*-aa— 6a,  rt  —  a-z-tfl  gleiche  oder  ungleiche  Vorzeichen  haben. 
Der  Punkt  frnj  ist  der  Mittelpunkt  und  A,  B  sind  die  Halbaxen 
des  einhüllenden  Kegelschnittes.  —  Ist  gleichzeitig  ra>aa  +  fra, 
ra>o",  +  6a,  oder  ist  gleichzeitig  ra<raa  + 6",  r^-o^  +  A»,  so 
haben  die  beiden  Factoren  in  (45)  gleiche  Vorzeichen.  In  diesem 
Falle  liegen  aber  die  beiden  festen  Punkte  A  und  B  beide  zu- 
gleich innerhalb  oder  beide  zugleich  ausserhalb  des  gegebenen 
Kreises.  Ist  hingegen  ra<«a  +  Äa  und  ra>a'a-Ma  oder  umge- 
kehrt so  haben  die  Factoren  in  (45)  ungleiche  Vorzeichen,  und 
einer  der  beiden  Punkte  ,1  und  II  liegt  innerhalb,  der  andere 
ausserhalb  des  gegebenen  Kreises.  Wir  können  daher  sagen : 
Liegen  die  beiden  festen  Punkte  A  und  B  beide  zu- 
gleich innerhalb  oder  beide  zugleich  ausserhalb  dea 
gegebenen  Kreises,  so  ist  die  gesuchte  einhüllende 
Kurve  eine  Ellipse;  liegt  einer  dieser  Punkte  inner- 
halb, der  andere  ausserhalb  des  gegebenen  Kreises, 
so  ist  die  gesuchte  einhüllende  Kurve  eine  Hyperbel. 
Aus  der  Form  der  Gleichung  (42)  erhellet  ferner,  das«  die  Rich- 
tung der  ersten  *)  Hauptaxe  A  der  gesuchten  einhüllenden  Ellipse 
oder  Hyperbel  stets  mit  der  Richtung  der  Axe  der  x  oder,  was 
dasselbe  ist,  mit  der  Verbindungslinie  AB  der  beiden  festen 
Punkte  parallel  ist.  Der  Mittelpunkt  der  einhüllenden  Ellipse  oder 
Hyperbel  liegt  stets  in  der  Senkrechten,  welche  man  vom  Mit- 
telpunkte des  gegebenen  Kreises  auf  die  Richtung  der  Verbin- 
dungslinie AB  der  zwei  festen  Punkte  fällen  kann,  «eil,  wie  man 
aus  (43)  ersieht,    «stets  mit  h  dasselbe  Vorzeichen  hat. 


*)  Denn  A   i 
t  wegen 


pf II,   mhiI   für  den  Fiill,  riasB 
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Bezeichnen  wir  für  den  Fall  der  Hyperbel  den  spitzen  Win- 
kel, welchen  eine  der  beiden  Asymptoten  derselben  mit  der  Axe 
der  x  einschliesst,  mit  a,  so  ist: 


(46)     tga 


V>a— ««'  -  6*)B  f  (o— o')*** 


Wir  wollen  nun  über  die  Lage  der  zwei  festen  Punkte  A 
und  B  verschiedene  specielle  Annahmen  machen  und  untersuchen, 
von  welcher  besonderen  Art  die  entsprechende  einhüllende  Ellipse 
er  Hyperbel  ist. 

§■  13. 

Sind  die  beiden  festen  Punkte  A  und  B  gleichweit  vom  Mit- 
telpunkte des  gegebenen  Kreises  entfernt,  so  hat  man  a'=  —  u 
zu  setzen,  die  einhüllende  Kurve  ist  wegen  der  positiven  Beschaf- 
fenheit des  Productes  (45),  welches  sich  alsdann  in  ein  vollstän- 
diges Quadrat  verwandelt,  stets  eine  Ellipse,  die  beiden  Punkte 
A  und  B  mögen  innerhalb  oder  ausserhalb  des  gegebenen  Krei- 
s  liegen  und  die  Gleichungen  (43)  und  (44)  geben  alsdann: 

t  r=0, 


"  (r3  +  aa— 6a)2  +  4n*o2 ' 


(48) 


B»ssi« 


(r»  +  aa— b*)*  +  4aW 
i(ra  +  aa—  &*}*  +  4fl»6*l*' 


Ist  in  diesem  Falle  überdies»  6  =  0,  d.  h.  liegen  die  beiden  festen 
Punkte  A  und  />'  gleichweit  vom  Mittelpunkte  des  gegebeneu  Krei- 
se,   und  geht  die  Verbindungslinie  AB  durch  diesen  Punkt,    so 
int   i  -   II,   n  =  0,  es  fällt  also  der  Mittelpunkt  der  einhüllenden 
Ellipse  mit  dem  letzteren  zusammen,  und  man  hat  ferner: 


(49)  A  =  r,     B=r~^, 

woraus  man  sieht,  dass  die  grosse  Halbaxe  dem  Radius 


des  ge- 


gebenen Kreises  gleich  ist. 

Setzt    mau    in    den    allgemeinen    Gleichungen    (43)    und    (J4) 
6=0,    wodurch  man  voraussetzt^  dass   die  Verbindungslinie  Ali 
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der  beiden  Testen  Punkte  A  und  B  durch  den  Mittelpunkt  des 
gegebenen  Kreises  geht,  wahrend  sonst  ihre  Lage  willkürlich  ist, 
so  ergibt  sich: 

ir=0, 

(50) 

(m=0; 


VV-a*)  (r*-0 


so  dass  also  auch  in  diesem  Falle  der  Mittelpunkt  der  einhfil 
den  Ellipse  oder  Hyperbel  mit  dem  Mittelpunkte  des  gegebenen 
Kreises  zusammenfällt  und  die  erste  Hauptaxe  dem  Radius  die- 
ses Kreises  gleich  ist.  Die  Kurve  ist  eine  Ellipse,  nenn  gleich- 
zeitig ra>o2,  ra>  a'2  oder  gleichzeitig  ra<a2,  r'^«1*  ist,  d.  h. 
«'Clin  A  und  11  beide  gleichzeitig  innerhalb  oder  gleichzeitig  aus- 
serhalb des  gegebenen  Kreises  liegen.  Ist  hingegen  r1>a2  und 
ra<a's  oder  umgekehrt,  so  ixt  die  einhüllende  Kurve  eine  Hyper- 
bel. Diese  letztere  kann  sogar  in  ein  System  zweier  paralleler 
Geraden  übergehen,  wenn  a  und  a'  gleiche  Vorzeichen  haben 
(d.  h.  wenn  I  und  B  beide  auf  derselben  Seite  des  Kreismittel- 
punktes liegen)  und  r2=aa'  ist.  In  der  Tbat  gibt  hierfür  die 
Gleichung  (42)  zur  Bezeichnung  der  einhüllenden  Kurve: 


(5P) 


2  =  ra    oder    x  =  ±r 


Setzt  man  in  den  Gleichungen  (50)  und  (51)  a'=oe,  womit  man 
voraussetzt,  dass  von  den  zivei  festen  Punkten  A  und  B,  welche 
beide  auf  der  Richtung  eines  Durchmessers  des  gegebenen  Krei- 
ses liegen,  der  eine  in  der  Unendlichkeit  liegt,  so  wird: 


die  Kurve  ist  eine  Ellipse  oder  Hyperbel,  je  nachdem  ra  <  o9 
oder  ra>  aa,  d.  b.  je  nachdem  der  Punkt  A  ausserhalb  oder  inner- 
halb des  gegebenen  Kreises  liegt. 


Liegen  beide  Punkte    A    und    B  in    un 
aber  in  gegebenen  Richtungen,  so  hat  man  i 


ndücher    Entfernung, 


tifs  einhüllende  Kurten  eines  Systems  tan  Kreissehnen.        429 


—=t,  - ,  =  Ü  zu  setzen,  wo  t  und  ('  die  trigonometrischen  Tan- 
genten der  Winkel  bezeichnen,  welche  die  gegebenen  festen 
Richtungen  mit  der  Axe  der  x  einschliessen.  Da  unter  dieser 
Voraussetzung 


(a-ayt>* 


(t-tr 


folglich 


Nenner 
dirt,  so 


(54) 


ivon  man  sich  leicht  nlierzeugt,  wenn  man  Zähler  und 
i  den  ersten  Theilen  dieser  Gleichungen  durch  b*  divt- 
vird  n^O  und 


welche  Resultate  man  erhält,  wenn  man  in  der 
D  und  Aa  Zähler  und  Nenner  vorher  durch  (ra  — * 
Ferner  geben  die  allgemeinen  Gleichungen  (44): 


Ausdrücken   für 
('-4«)a  dividirt. 


A2  _  (i-2—  an'  —  b^  +  (a—  a'^b* , 


P 


P 


-6*)(r* 


-tfi) 


geht  man  hiermit  auf  den  vorliegenden  Fall  über,  indem  man  vor- 
her Zähler  und  Nenner  durch  bA  dividirt,   berücksichtigend,  dass 

_  i    «;_i 

b  ~  t '    b  -  i' 


so  findet  i 


A* 

IJ- 


(1-f  tf)«  +  (<-f)» 


die  einhüllende  Kurve  ist  also  ein  mit  dem  gegebenen  concentri- 
seher  Kreis,  dessen  Radius  durch  die  Gleichung  (54)  bestimmt 
wird.  Bezeichnen  et  und  a'  die  Winkel,  welche  die  gegebenen 
Richtungen  der  Lage  der  beiden  festen  Punkte  A  und  B  mit 
der  x-Axe  einschliessen,  so  ist  nach  dem  oben  Bemerkten  tg«=t, 
tga?  =  tf,  und  wenn  w  den  Winkel  bezeichnet,  welchen  die  gege- 
benen Richtungen  unter  sich  einschliessen,  so  ist  w=a  —  a'  und 


•)  = 


-t' 

IT«7' 


folglich  : 


oder 

(55) 


4SI) 


Cnftrdltifier:    DU  Ellipse  und  Hypfrbtl  etc. 


el«, 


iler  Radius  A  des   einhüllenden  Kreises   igt  also    gleich  der 
jecfion  des  Radius  r  des  gegebenen  Kreises  unter  dem  Winkel 
welchen    die    gegebenen    Richtungen    der    Lage 
Punkte  A  und  B  mit  einander  einschließen. 

Anmerkung.  Hiermit  ist  das  in  §.1.  aufgestellte  Problem 
nach  der  Methode  der  analytischen  Geometrie  gelöst,  und  die 
hierbei  gewonnenen  Resultate  gehen  auch  die  Mittel  an  die  Hand, 
den  einer  gegebenen  Lage  der  zwei  testen  Punkte  .(  und  B 
entsprechenden  Kegelschnitt  zu  coustruireu;  wir  werden  in  einem 
spateren  Aufsatze  diese  Coustructionen,  so  wie  eine  Anwendung 
derselben  zur  Losung  der  Aufgabe  mittbeilen:  In  einen  Kreis 
ein  Dreieck  einzuschreiben,  dessen  drei  Seiten  durch  drei  gege- 
bene Punkte  gehen,  eine  Aufgabe,  welche  durch  die  bedeutenden 
Mönner    (Pappus,    Castillon,     Lagrange,    Euler,,    Fnss, 

Lezell, ),    die   sich'mit    ihrer  Lösung  beschäftigten,    so  wie 

nicht  minder  durch  die  einfache  Erledigung,  welche  sie  von  dem 
jnngen  Neapolitaner  Ottaiano  gerunden  hat,  eine  gewisse  Be- 
rühmtheit erlangte.  Nach  unserer  Methode  ergeben  sich  im  All- 
gemeinen   zwei    Dreiecke,    welche  den    gegebenen   Bedingungen 


genüpei 


—  Auch  das  Problem   des  Alba 


die   Glanzpunkte 


des  Kreises  betreffend,  kann  mittelst  dieser,  ein  Sehnensystem 
des  Kreises  einhüllenden  Kegelschnitte  gelöst  werden. 

Schliesslich  sei  bemerkt,    dass  wir  die  Lösung  des  analogen 
Problems  von  der  Kugel,    welches  folgen  de  rmaassen  lautet: 

Es  sind  im  Räume  drei  feste  Punkte  A,  B,  C  und 
eine  Kugel  gegeben.  Verbindet  man  diese  drei 
Punkte  mit  einem  beliebigen  Punkte  M  der  Kugel, 
so  werden  diese  Verbindungslinien,  nötbtgen- 
Talls  verlängert,  die  Kugeloberfläche  noch  in  drei 
anderen  Punkten  .1,  .  fi,.  <",  schneiden  und  die 
Lage  der  durch  diese  Punkte  At,  B,,  Q  geleg- 
ten Ebene  ist  für  jeden  Punkt  M  der  Kugel  eine 
bestimmte.  Man  soll  die  krumme  Oberfläche 
ermitteln,  welche  diese  Ebene  beschreibt,  wäh- 
rend der  Punkt  M  die  Kugeloberflache  be- 
schreibt, 

zur  Veröffentlichung  in  dieser  Zeilschrift  vorbereiten.  Beide  Pro- 
bleme sind  noch  einer  bedeutenden  Verallgemeinerung  insofern 
fähig,  als  mau  an  die  Stelle  von  Kreis  und  Kugel  eine  beliebige 
Linie  oder  Fläche  der  zweiten  Ordnung  treten  lässt. 


iickwirk.  Fetti§ktft.  \.\  I 


XXX. 

ie  logarifhmische  Linie  als  Curve  der  rückwirkenden 
Festigkeit,  nachgewiesen  im  Anlauf  des  Pfeilers,  der 
SÜule  und  des  Pyramidalkürpers  mit  quadratischem 
Querschnitt.  *) 


Königlichen  Sections-Ingenieur  Herrn  i>.  Stoka 
in   Lichteofels   in   Olicr-Frnnlien,   Bayern. 


Der   Pfeile 


nlauf. 


Von  einem  Prisma,  dessen  Querschnitt  und  Ansicht  von  nben 
in  Fig.  1.  ersichtlich,  seien  folgende  Eigenschaften  bekannt: 

1)  die  Ober-  und  UnterflSche  desselben  .seien    horizontal; 

2)  nach  der  reell tseitigen  Längemichtung  sei  dasselbe  von 
einer  senkrechten  Wand  begrenzt; 

3)  die  Länge  desselben  betrage  1.00'  Einen  Fttss,  eben  so 
viel  seine  obere  Breite,  und  sei  zugleich  Ein  Puss  iu'r  die 
Längeneinheit  angenommen; 

4)  das  Eigengewicht  der  Prtsraenmasse  für  Einen  Cubikfuss 
sei  mit  p,  die  recigiroke  Festigkeit  derselben  für  Einen 
Quadratruss  mit  v  bezeichnet. 

Welches  wird  die  nach  links  den  Querschnitt  des  Prismas  be- 
grenzende Curve  sein,  trenn  in  jedem  seiner  Horizonfalsch  nitre 
genau  den  Ansprüchen  der  reeiproken  Festigkeit  bezüglich  des 
überlagernden  Prismentheiles  genügt  werden  soll,  das  heisst:  der 
jeweilige  Gesammtzuwachs  an  Breite,  durch  die  Krümmung  der 
Curve  erzeugt,  und  mit  der  Länge  1.00'  eine  Fläche  bildend, 
mittelst  der  letzteren  hinreichend  sein  soll,  eben  diesen  Prismen- 
tiicil  zu  tragen. 


*)  Die  zd  diesem  Anhat/.  grliö  runde  Figurentafel  ■.  auf  Tgf.  IV. 


4M-'-  *MM**0rt^Mit  totrmwmtk*  amtfin 

Dkm  Bedingung neteicboet «ieh  analytau*,  wen  den  «oor- 
diMtonutUpwilct  bei  4  liegt«  ttng«  4£  die  Abpettten-tnn*  «an1 
ihnen  fcenkrecht  di*  Ordinalen  gemessen  weiden,  in  der  :^SI«I* 
cbong: 


u&y  =  pt/dx , 

y    -  • 

woraus  durch  Integration:    - 

•  &=?  -Log.  nat  y 
and 

entsteht,  wobei  e  die  Basis  des  natürlichen  LogarithmeniygtQitf ;: 
luMEAfoliiiPt.  .  *  ■ -' v.  V 


bezeichnet. 


■  / 


J».o 


I' 


För  *=a00'  istytse  •  slflO',  ' \  :( 


Ox  y=O00/wt^=^Log.nat0  =  — oo. 


4 . 


Hit  Iterfieksiebtigung  der  oben  verlangten  Eigenschaft  der 
Curve  und  des  gefundenen  Resultates*  dass  ihre  Ordinate  am 
Coordinatennullpunkt  =1.00' .sein  rauss,  kennzeichnet  sich  die- 
selbe nun  in  der  Gleichung : 


nun  aber  ist 


r 

ydx 

■ 

X 

w 

y- 

-1      - 

V 

px 

px 

e» 

Log.  nat  ew 


weil  Log.  nat.  e  =  1.00  ist.  so  ist  auch: 


V* 

e  •  dx  = 

P 

w 


m 

I     ydx  ist  aber    /    ew  Sa?—  C=  -  — C,  woselbst  C dem  Werthe 


des  Flächenintegrals  fär  ir  =  0  gleich  ist. 


■ 


als  Cttrte  der  rückwirkenden  Festigkeit. 


4M» 


Wird  ferner  betrachtet,  dass  schon  die  Flüche,  entstanden 
durch  die  Multiplication  der  Ordinate  am  Coordi.iater.mil. pntikt 
mit  der  Lange  des  Prismas  1.00',  ein  Über  diesem  ruhendes  Recht- 

der  Breite  =1.00',   der  Höhe  =",    der   Länge    =1.00' 

P 
Gewicht  von  p  für  Einen  Cubikfuss  tragen  kann,   so  ist 

daher  nun: 


(mit  d. 
eck  v( 
und  dt 
(■=■'- 


r 


Die  Fig-.  I.  giebt  den  graphischen  Beweis  für  die  Richtigkeit 
der  vorhergehenden  Sätze,  und  ist  für  dieses  Beispiel  w  —  100 
Zentner,   p  :=  1   Zentner   angenommen  «'Orden. 

Die  nachstehende  Tabelle  bedarf  keiner  Erläuterung,  und  er- 
leichtert die  allenfalls  wünschenswerthe  Bekräftigung  der  gelüsten 
Aufgabe  mittelst  eines  Zahlenbeispiels. 


Jeweiliger 

Geiamuilzu- 

Aliar.iiseu. 

Ordinalen. 

Oriliii.iteiiüi- 

wachs  der 

""•••■ 

Ordinalen. 

Firne. 

ftnl. 

■W. 

FU„. 

0.000 

1.000 

10.000 

1.105 

0.105 

0.105 

20.000 

1.221 

0.116 

0.221 

30.000 

1.350 

0.129 

0.350 

40.000 

1.492 

0.142 

0.492 

50.000 

1.649 

0.157 

0.649 

60.000 

1.825 

0.176 

0.825 

70.000 

2.014 

0.189 

1.014 

»0.000 

2.226 

0.212 

1.226 

90.000 

2.459 

0.233 

1.459 

100.000 

2.718 

0.259 

1.718 

110.000 

3.004 

0.286 

2.004 

120.000 

3.320 

0.316 

2.320 

130.000 

3.669 

0.349 

2.669 

140.000 

4.056 

0.387 

3.056 

150.000 

4.482 

0.426 

3.482 

1ÜO.000 

4.953 

0.471 

3.953 

170.000 

5.473 

0.520 

4.473 

180.000 

6.050 

0.577 

5.050 

190.000 

6.686 

0.636 

5.686 

200.000 

7.390 

0.704 

6.390 
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Es  sei  y— 4.056',  und  »oll  bei sptels weine  diese  Dimension 
«ugleich  die  obere  halbe  Breite  eines  Pfeilers  bezeichnen,  s» 
wird  sich  aus  der  Gleichung  x~-  Log.  nat.j  und  aus  der  »er- 
stehenden  Tabelle  «■  =  140.00'  ergeben.     Ferner  wird: 

/  "  y&r  =  (y—  1)- =  3.056'.  100=305.60«' 

sein;  der  Vorsprung  bei  x=  140,00'  ist  aber  auch  jf— ]  =4.056', 
—  1.000',  =3.056',  und  kann  daher  die  Fläche,"  welche  3.056' 
zur  Breite  und  1.000'  zur  Lange  hat,  den  Prismentheil,  dessen 
Länge  ebenfalls  1.00'  und  dessen  Schnittfläche  305.60t'  ist,  tra 
gen,  wenn,  wie  schon  angenommen,  p=l  Zentner,  w—  100  Zent- 
ner gesetzt  wird. 

Soll  bei  gegebener  oberer  halber  Pfeilerbreite  und  ebenfalls 
bestimmter  Pfeilerhohe  die  untere  halbe  Breite  gesucht  werden, 
ao  geschieht  diess  nach  obigem  Verfahren: 

Es  sei  beispielsweise  zur  oberen  halben  Breite  =4.056'  die 
Pfeilerhöhe  ■=  10.000'  gegeben. 

Aus  ., ■-.■140.00'  wird  nun  x  =  140.00'  + 10.00'  =  150.00' ,    und 

bestimmt  sich  y  aus  der  Gleichung  y=e"    mit  4.482'. 

Die  Fläche  mit  der  Differenz  4.482'  -  4.056'  =0.426'  zur  Breite 
und  1.00'  zur  Länge  reicht  gerade  hin,  um  den  10.00'  hohen 
Halbnfeiler  zu  tragen,  so  dass  die  in  der  Flüche  4.056?'  ruhende  rück- 
wirkende Festigkeit  hierzu  gar  nicht  in  Anspruch  genommen  wird. 


Der    SäulenanU 


lass. 


Es  werde  die  Curve  gesucht,  welche  so  beschaffen  ist,  d; 
wenn  in  Fig.  '2.  der  Halbmesser  einer  Säule  am  Cnordinaten- 
uullpuiikt  J----I.00'  ist,  und  bezüglich  der  Messung  der  Ordi- 
nalen sowohl,  als  der  Ausrissen,  so  wie  hinsichtlich  der 
Grössen  e,  p  und  w  die  beim  Pfeileranlauf  gemachten  Voraus- 
setzungen Geltung  behalten,  bei  der  Drehung  der  von  der  Curve 
begrenzten  Fläche  um  die  Achse  AB,  das  heisst:  dem  hierdurch 
erzeugten  Rotationskörper,  stets  der  jeweilige  ringförmige  Zuwachs 
die  ihn  überlagernde  Scheibe,  deren  Höhe  =  dx  ist,  tragen  kann, 
so  wie  dann  auch  selbstverständlich  der  den  vom  Conrdinaten- 
nullpunkt  aus  beginnenden  Gesa  in  m  tau  wachs  bezeichnende  Ring 
auch  dem  ganzen  zwischen  ihm  und  diesem  Punkte  befindlichen 
Drehungskörper  Widerstand  zu  leisten  fähig  ist. 


aU  Curvetkr  tü*kmirktHdenfe9ttgkeit.  425 

£kiess  beieicboet  sich  Analytisch  «wie  folgt : 

2witdy  =  pyitdx , 
2wnBy 

durch  Integration  resultirt  hieraus: 

4tcT 
*-Ä  ST      g#  nate* 
oder 

Für  a:=:0  ist  y  =  UQ0',   für  #=s:0  ist  a:=-oo. 

Wird  nunudas Resultat, dates  beim Ceordinatennullpunkt  y=1.00' 
ist,  mit  der  in  Vorhergehendem  von  der  Curve  geforderten  Eigen- 
schaft verbunden,  so  druckt  sich  das  in  der  Gleichung: 


/o 
y2Sx 


w 


aus,  welcher  Bedingung  ;afaer  auch  »durch  die  gefundene  Curve 
Genüge  geleistet  wird,  wenn  in  Beteachtung  kommt,  dass  die 
Scheibe  am  Coordinaiteniiuljpunkt  schon  einen  Cylinder   von  l.OO7 

Halbmesser,  r-  Höhe  und  p  Eigengewicht  für  Eisen  Cubikfuss 
tragen  kann. 

Es  ist  Immlich  jetzt  : 

^T y^x=%  T  e^  ix^  2^c=a^. 

Ferner  ergiebt  sich  alsdann : 

wu  i  ■  *  ■!       rt  k'Si     »  ■       ■■   „        .ii  t  b.  r—  si-  ii.,t,  ,«■«■»-  —  . 

*Ür*-l)  *(ya-l)  ya-l       *>' 

was,  tfa  >fe«*r  eisten w*iu 


43Ü 


Siokar:     Die  logarUhmfscht  Linie 


Es  kann  auch  für  diese  Curve  schon  an»  der  graphischen 
Darstellung  die  Richtigkeit  der  hethiiligten  Analyse  entnommen 
werden,  so  wie  überdies.*,  damit  ein  Beispiel  in  Zahlen  den  Be- 
weis liefern  kann,  die  nachfolgende  Tabelle  aus  den  Ergeh  niesen 
der  entwickelten  Formel  construirt  ist. 


Ab  nr.  inen. 

Ordinalen. 

Oruinatenzu- 

Gnaainmt- 
Ordinatenzu- 

0,000 
20,000 

1.000 

1.105 

0.105 

0.105 

40,000 

1.221 

0.116 

0.221 

60,000 

1.350 

0.129 

0.350 

80,000 
100,000 

1.492 
1.649 

0.142 
0.157 

0.492 
0.649 

120,000 
140,000 

1.825 
2.014 

0.176 
0.189 

0.825 
1.014 

160,000 
180,000 

2.226 
2.459 

0.212 
0.233 

1.226 
1.439 

200,000 

2.?18 

0.259 

1.718 

220,000 
240,000 

3.004 
3.320 

0.286 
'     0.316 

2.004 
2.320 

260,000 

3.669 

0.349 

2.609 

280,000 
300,000 
320,000 
340,000 

4.056 
4.482 
4.953 
5.470 

0.387 
0.426 
0.471 
0.517 

3.056 
3.482 
3.953 
4.470 

360,000 
380,000 
400,000 

6.050 
6.686 
7.390 

0.580 
0.636 
0.704 

5.050 
5.686 
6.390 

420,000 

8.100 

0.770 

7.160 

440,000 

9.025 

0.865 

8.025 

460,000 

9.970 

0.945 

8.970 

480,000 

11.050 

1.080 

10.050 

500,000 

12.180 

1.130 

11.180 

.  j»=J.649',  so  wird  sich  x  aus  der  Gleichm 


alt  Curte  der  rückwirkenden  Festigkeit. 


■l,r. 


—  Log.  nat.  y 


finden,  und  zwar  mit  deni  Werthe  von  100.00'. 

Der  Rotationskörper  ohne  den  über  dem  Coordinateuullpuukt 
befindlichen  Cylinder  wird  den   Cubua  von  "(;//*—  1) Jt  =  540,172<'' 

ausweisen,  welcher  culiiscbe  Inhalt  durch  Zerlegung  des  Körpers 
in  Scheiben,  von  20,00'  Höhe  und  mit  Zubilfnahme  obiger  Tabelle 
annähernd  gefunden  wird. 

Wie  zum  gegebenen  oberen  Säulendurchmesser,  wenn  die 
Säulenhöhe  bestimmt  ist,  sich  der  untere  Durchmesser  berechnet, 
kann  wohl  übergangen  werden,  da  ganz  dasselbe  Verfahren,  wie 
beim  Pfeileranlaufe,  befolgt  werden  darf,  und  der  Beweis  für  die 
Richtigkeit  desselben  schon  im  Vorhergehenden  enthalten  ist,  da 
ja  bei  einer  Säule  von  1.00'  oberem  Halbmesser  und  100,00'  Höhe 
«ich   die  Stärke  des  unteren  Halbmessers  mit  1.649'  auswies. 


Der    AnlauT  des  Pyramidalkörpers   mit   quadratischem 
Querschnitt. 

Wie  in  der  vorhergehenden  Untersuchung  der  Anlauf  der 
Säule  gefunden  worden  ist,  so  werde  jetzt  der  Anlauf  des  Kör- 
pers behandelt,  welcher  zum  Horizontalschnitt  in  jeder  beliebigen 
Höhe  nicht  den  Kreis,  sondern  ein  halbes  Quadrat  bat,  und  sei 
die  jeweilige  Lange  dieses  Quadrates  mit  1y,  dessen  Breite  mit  y 
bezeichnet. 

Die  übrigen  Bezeichnungen  und  Werthe  seien  dieselben  wie 
in  den  beiden  vorhergebenden  Problemen,  und  ist  es  selbstver- 
ständlich, dass  von  dem  Körper,  dessen  Querschnitt  ein  halbes 
Quadrat,  auf  denjenigen  geschlossen  werden  darf,  dessen  Schnitt 
das  Doppelte,  das  ganze  Quadrat  ist,  so  dass  der  für  das  halbe 
Quadrat,  das  heisst:  für  drei  Seiten  desselben  entzifferte  Anlauf, 
alsdann  das  ganze  nach  allen  vier  Seiten  umgiebt. 

In  der  Figur  3.  ist  dieses  halbe  Quadrat  sowohl,  als  das 
ganze  ersichtlich.  Die  Bedingnissgleichung  wird  mit  Berücksich- 
tigung der  für  den   Säulenanlauf  gefundenen   Resultate  sein: 


"2  /        dy   I        y&x 

2{y-  l)    ~~  = 


4M 


Die  logarlrttml&ehö  Linie 


oder  mit  Worten: 

Es  « inl  stets  der  Zuwachs  des  am  Coordinatennu II putikt  voi 
b an denen  halben  '2.00'  langen  und  1.00'  breiten  Quadrats  den  i 
zen  PyramidalkOrper  von   dem  Coordinatennullpunkt   abwärts   l 
gen  müssen. 

Obige  Gleichung  differenzirt  giebt: 

Iwydy  =  ipdy  /        ißx , 

*v>9  —  2pf        fffo ; 
nochmals    differenzirt : 


!r« 


integrirt: 


Log.  nat.  y- 


oder   y=e 


Also  ist  die  Anlaufscurve  dieselbe  wie  für  die  Säule. 

Es  treten  auch  ganz  analoge  Verhältnisse  bezüglich  der  I 
gration  zwischen  den  Grenzen  0  und  x  ein,  indem  hier  statt  < 

Cylinders  ein  Reckteckkürper   mit   -    Höhe    und    -.CK)1:'    Basis   am 

Coordinatennullpunkt  als  von  dem  halben  Quadrat  getragener  Köt- 
per  erscheint. 

Dass  aber  die  Einführung  dieses  Verhältnisses  und  der  < 
vengleichung    in    die    Bedlngnissgleichuiig    diese    letztere 
geht  aus  Folgendem  hervor : 

iC dy  P yBx  =  2  /  dy  f  e*»Bj  —  2  Pöy.  —  =  2  /Se^.? 


"f*tl 


=2/  e*°Bx=1  I  «-8*=  ^-=^L. 
J  J  p         p 


ichen  den  Grenzen  0.  und  x  integrirt,   so  ist; 
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2-     Ütf-D 


Dieses  Resullat,  eingeführt  in  die  Beriingnissgleichung 

2(,ya-1) 


'2(y"-ir 


Es  werde   bei   einer   Höhe 
diu  Prolte  gemacht: 

ich   der  Formel  ist   der  Cubus  desselu< 
nullpunkt  abwärts 


Pyraraidalkürners  vor 


/'0  /*' 


2w, 


wenn  #=1.649',  was  aus  der  Gleichung  y  =  eaiB  resultirt,  und 
wird  mittelst  der  berechneten,  auch  hier  gütigen  Stichmaa»se  für 
den  Säulenanlauf  der  in  je  nur  20.00'  Hühe  gezogenen  Ordinalen 
derselbe  Cubus  entziffert. 

Für  den  Fall,  dass  für  die  Längeneinheit  nicht  Ein  Fuss, 
sondern  eine  beliebige  kleinere  Länge  angenommen  wird,  ändert 
sich  die  Curve  sowohl  für  den  Pfeiler,  als  die  beiden  anderen 
KSrper  abwärts  von  der  Ordinate  I.OU'  nicht  all.  wohl  über  auf- 
wärts von  derselben,  indem  dieselbe  Fläche,  welche  vorher  durcli 
ein  Rechteck  von  1.00'  Breite  und  —  —  100'  Höhe  ausgedruckt 
wurde,  nunmehr,  wenn  etwa  beim  P feil erari lauf  für  die  Längen- 
einheit Ein  halber  Fusw  genommen  werden  will,  durch  ein  ande- 
res Rechteck  von  100.00'  Mühe  und  0.5'  Breite,  also  mit  50.00«' 
Fläche  und  einen  50.00?'  grossen  Flächenabsclmitt  zwischen  den 
Ordinalen  0.5'  und  1.00'  und  den  Ausrissen  0.0'  und  69.31'  aus- 
gedrückt wird,  welcher  letztere  Werth  aus  der  Formel  x=     Log.  nat.y 

durch  Einsetzung  von  y  =  zwei  halben  Füssen  =  zwei  Längen- 
einheiten resultirt. 
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Durch  dieses  Ergebnis»  ist  auch  erwiesen,  dass  y  nie  Null 
werden  kann,  weil  doch  immer  eine  positive  Grösse  als  Längen- 
einheit genommen  werden  muss,  daher  auch  der  Werlh  von 
j:=  —  oe    für    1/  —  ü  durchaus  begründet  erscheint 


Coefficienten  und  iadependente  Formeln  zur  Berecb 
nung  der  combinatorischen  Producte. 


Herrn    Carl   fVasmund 


- 


Bezeichnet  man  die  Summe  der  combinatorischen  Producte 
Her  rten  Klasse  aus  den  Elementen  1,  2,  3...,tn  für  die  Combi- 
nationenmit  Wiederholungen  durch  Km  nnd  für  die  Combi  nationen 
ohne  Wiederholungen  durch  ('">,  so  lassen  sich,  wie  ich  in  einem 
früheren  kleinen  Anfcatze  *)  gezeigt  habe,  aus  den  bekanm 
Relationen : 


*)  A 

rchiv.   Tbl.  \\\. 

Kr.  Will,    S.  228. 

l> 

ar     Hl 

irr    VcrUaMr 

verwuiat 

in    rlirm.'lll    Aufsahte 

auf  'S. 

232.   auch    an 

F  dii 

:     Abfcl 

indltinp'fn   de» 

Herrn  Sc 

hläfli    in  Thl.  X. 

S.  BW 

.,  Thl.  XII.  S, 

53. 

In  ei 

neni  an   mich 

(re  richte  teil   Briefe  Ana  Bin« 

k-B*i 

■th  Tom  20.  S 

ovei 

nber    lHr>9    bedauert 

er  i«hr, 

dass    er    die  Suhl 

äfli'a 

dien    Abhaadll 

mgen  jeti 

1    nicht    noch 

einmal  tu 

ibe  einsehen  knnnei 

1,    ...1 

ches    hier  so 

>tni< 

-rfcrli 

ich    in i eh    all 

Iternusge 

her    für    verpflichtet    halt! 

1.      Eben    M   11 

ehr 

llillÜ' 

ich   mich    tu 

bemerken 

verpflichtet,    dasi 

Flirr 

Wimund 

tohra 

int:     „Alle* 

u. 


durch   Sumroirunsr 
ableiten : 
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ihmetiscber  Reihen  leicht  folgende  Ausdrücke 


A'»=  («,-f3),+3XiiH-8)4. 
ÄT"=(m+3)4+  I0(»i  +3)0  +  lS(m  +  3), . 

H«  =  B\  («  +  i-),+i  +  flj  (m  f  rJM  j  +  ...  +  B;  (n.  f  r)-ir 


C-=2(m  +  l)8+3(t«  +  l)4, 

C3-=6(ro  +  l),  +  'i0(ra+l)s  +  15(m  +  l)8, 

C-=^(nH-l)r+»+^(m  +  J)r+B+....+^(m  +  I)v. 

Diese  bloss  von  r  abhängenden,    mit  B  und     1  bezeichneten 
Coefucienten  lassen  eich  berechnen  »ach  den  Formeln: 

ß3'  =  iP-(r+3)1Ä*  +  (r+3),ÄJ, 

B''=^-'{r  +  0iÄ*-i+(r+i),ÄJ-*-....  +  (-l)*-l(f+Ofca« 


rnidUche)  Trigon, 
(In ■urcr.iscli  -  urakl 
sind  mir  deshalb  «n  vi 
enthalten-     Mein    Hauptschatz 


tli     v 


Theil  von  F.  Wulffs 
!■•  Diene  beiden  Bücher 
nein  Illeinen  Rnnme  in  viel 
Sammlung    von   Bemerkun- 


gen lind  Formeln,  die  ich  mir  gelegentlich  liei'ni  Lesen  mathematischer 
Schriften  aufgezeichnet  habe."  Unter  allen  Bedingungen  habe  ich  den 
aus  su  weiter  Ferne  mir  zugesandten  Aufsatz  eines  von  mir  in  allen 
Beziehungen  sehr  hochgeschätzten  Mannes  und  Freunde«,  dem  irli  diu 
herzlichsten  Glückwünsche  über  den  Oreau  hinüber  znsende,  mit  beson- 
derer Freude  hier  abdrucken  lasacn.  G. 


41t        Wm§mmm*:   ftw0^«fta^  mnä  M9pt%Hmt$***m*l* 

und  '  *  i    .      -^  ■  .,■;'■       .  i    ■■  .     . 


•.     •        • 


Ar  s  <£+'-»  -  (r+f),  CH«-»+(r+»%Cr^'-*-....+(-  I)*-»(r+0*-iC;; 

■  , 

oder  noch  bequemer  nach  den  Relatiopen: 

fiJ+^fÄJ  +  fr+OÄJlj   und   ij+1  =  (r+0(^J+^l1).' 

I  *  / 

nach  welchen  die  beigefügten  beiden   Tafeln  I.  und  IL  für  die 

ernten  10  Combinationsklasien  berechnet  sind. 

» 

Nachdem  ich  diese  beiden  Tafeln  berechnet  hatte,  b'abe  ich 
«och  gefunden,  das*  sich  beide*  Combinationsarten,  naob  irgend 
einer  derselben  berechnen  lassen.  Setzt  man  nämlich  in  der 
Relation  fBr  die  Combinaifonen  mit  Wiederholungen  — m  fllr  m, 
so  kommt:. 

r ^jr 

r— 1. 

*      ■ .  '      - 

aus  der  Relation  flir  die  Combinationen  ohne  Wiederholungen  folgt  : 

O—  Cm~x 
1,1=5      C^p      ; 

die  Vergleichung  dieser  beiden  WertRe  tut  m   leitete  ■  mich  auf 
folgenden  Satz: 

Es.  ist 

J5T-(m+i)  =  £>   oder    #»=£>"(«+*>. 

Ich  m\l  bloss  aeigen,   dass 

di  b. 

(-m  +  2)4  +  10(-m  -t  2)5  +  18(-m  +  2)A 
oder 

(m+I)4-l(Km+2),  +  ß(m+3),>==6(m+I)4+20(»ii+l),  +  18(m+I)« 
sei.    Nun  ist 
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'.«  (■").-(■"'"  "n"'-  t  Hjmr+i  ■|(nsmk+3r+i...  eto.  (  Archiv. I.  p.43'1), 
ülso.  wenn  man  m  +  1  für  ih,   4  für  r,    1  und  2  filr  n  setzt: 
(«.-t.1)4=0"  +  1)4, 
-  10(m  +  2)b=-10(im  +  1}4  -  100*4-  1)s, 
+  B(wr  +  3j„=  +  15  (fli  +  1)4  +  30  <w+<l)i  +  »(»  +  ])„ ; 

woraus    sich,    wenn  man    addirt,    die  Richtigkeit  der  obigen  Be- 
hauptung ergiebt. 

Man  ersieht  hieraus  schon,  dass  sich  der  allgemeine  liewei* 
auf  dieselbe  Weise  führen  läss*.  Thut-  man  dies,  so  ergeben  sieb 
dabei  unter  anderen  die  folgenden  Relationen  zwischen  den  mi 
ß  und  A  bezeichneten  Cuefficienten  : 

Br=±(i-l),_>4T».-i*+1  +  <i+I)<-i^+,+-+<'-i).-^;, 
J;=±(i-l),-iB;T(0.-i«^1±(i+I).-i«Jfl,T  ■•+('■-1)1-1^ 

wo  die  oberen  Zeichen    zu   nehmen  sind,    wenn  r+t  gerade,    die 
unteren,  wenn  r-ft  ungerade  int. 

kl  =  ±A'l?J'%+A'i+....  +  A'j, 
1. 2. 3...  .A=±ÄJTß£±#;:F  ■■+B'r, 

B;+ß;+«;+-+fi;=±*1T2^±2»^:f2"i<;db....-H2'-'*, 

wo  die  oberen  Zeichen  gelten,    wenn  r-f  1  gerade,  die  unteren, 
wenn  r  +  1  ungerade  ist. 

Nach  Obigem  hat  man  also: 

=j;(-»0,+i+4(-i»),+.+4;(-i»),+1  +  ....  +  ^;(-»i)i, 

und 

C-=fi;(-m-l+r),+i  +  ß'a(-m-l+r),+,  +  fi;(-rn-l+'),+,+  .... 

....+fi;(-r«~-l -(..}., 


Cfiefficienten  und  iudependenie  Formeln 
äeoteo   Formeln   habe  ich  auf  folgend* 


Bezeichnet  man  die  ersten  Glieder  der  lsten,  2ten,  3ten,  etc. 
Differenzreihe  für  die  Reihe  f>,  1«,  2»,  3»,....  mit  rfOn,  4*0», 
JH)n,  etc.,   so  ist  bekanntlich 

J*Qy=x0xy  —  Xi(x~  l)»+a;a(^— 2)»-  x^x  — 3)»  +  .... 


y. 


Setzt 

I  x0xv- 


in  für  die  beiden  Differenzen  innerhalb  der  Klammern  ij 
henden  Reihen,  so  kommt: 


— x1(x~lp~1  +  x^(x— 2>-» -a:3 (* -3)s-i  +  ....       , 

+  (x-l)li(x-l)y-1-(x-l)1(x~-2)y-iiix-iUx-S)y^-J 
[x-iMx-Dy-Hix-lMx-tyy-i-lx-iUx-tyy-H- 
x0xy—  xt(x— l)y  +  xz(x— 2)s  -  xa(x— 3)»  +  ....  etc.. 


wie  behauptet  wurde. 
Es  ist 


'1.2. 3.. 


Aus  der  so  eben  bewiesenen  Gleichung  folgt,  wenn  man 
m  +  r  für  y  setzt  und  dann  durch  I.2.3....M  dividirt: 


1.2.3'.. 


1-2.3  ....J"1 


1.2.3....(ro— 1)' 


Der  obige  Ausdruck  genügt  also  der  Relation  für  die  Combina- 
tionen  mit  Wiederholungen  und  stimmt  überdies  für  m  =  l  und  2 
damit  iiberein,  womit  also  der  Satz  erwiesen  ist.  Ich  habe  eine 
Tafel  HL  der  Differenzen  für  j  =  l,  2,  3  bis  10  berechnet  und 
beigefügt. 

Man  hat  also  jetzt  die  independente  Formel: 


Ä>= 


1.2.3.... f.; 


m0mn'+T—  m,(m—  !)»>+■■  + mz(m— 2)"»+r  —  ma(m +■&)">+*+....  etc. 


1.2.3... 
Der   Analogie  nach    müsste    nun    C«>  ■- 
drucke,  wenn  man  darin  —  (m-J-1)  für 


dies  richtig  ist,  würde 


»ein    dem    vorigen    Aus- 
setzt.    Zu  ermitteln,  ob 
h  eine  weitere  Untersuchung  erfordern. 
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Mmi  bedarf  aber  dessen  nicht,  da  die  Coeflicienten  B  durch  die 
K  gegeben  sind,  und  die  Coeflicienten  A  sich  durch  die  B  aus- 
drucken lassen.  Ich  habe  auf  diesem  Weste  auch  eine  indepcn- 
deote  Forme!  für  Cm  abgeleitet.  Die  Sache  hat  weiter  keine 
Schwierigkeit  und  will  ich  desshalh  Iilos  noch  die  Resultate  an- 
geben.    Es  war: 

Hieraus   findet  man: 

l  +  [^(2r+l)r-f(r+«-)f-i-I,(2rf2)r_f{r+i+l)1-i]^ 
|  +  ['20{2r+lV_J(T-+iJ,_i-21(2r+2)r_,(r+i+J)1_,  | 
\  +  2,  r>  +  3)r_.  (r  -f  .  +  2)<_t]  Ä» 


4 


+[(>"-')U(2T+l)r-,-('-l  i),-i-(r-l)1(2r+2)r-,(r+i+I)' 
\        +....+(-I)'-»(r-l)r-i{-2r-fr)r_((2r+.'-l)i_1]^ 

Den  itidependenten  Ausdruck  für  Cm  erhält  man  jedoch  am  leich- 
testen, wenn  man  Km  durch  die  Coeftkienten  B  ausdrückt,  dann 
nach  AT  ordnet  und  endlich  die  in  KT ,  hr~'  etc.  multiplicirten  Glieder 
siirumirt  *).     So  erhält  man: 


irh    leicht    bewerkstelligen    nach   d 


•)  Dir-    Siim.nfr..np;en  In» 
folgenden    Formeln  : 

i-r(o  +  r)„  +  (rtl),(o+r+l).+(r+2Mo+i-+2)„  +  ....+  (r+p),(o+r+p)„ 


ir,(» +  !■).+._,  +(r+  l)r(«  +  r  +  l).(,-i  +  (r+'fl,(a+r+2U._,+.... 
... + MpM»H*(.-i = (!-l)o(«+i-+!-  IMo+r+p+d.+.t. 
-(.-l),(o  +  r  +  .-.2),(a  +  r+p+T-l)rt,+,_, 
+  (=-l),(«  +  r+.-3),(a  +  i.+y+I^2).+,+,_, 
—  (=—]),  (o  +  r  +  !—l),(o+r+p  +  !— 3)^,+,-,+....  elc, 
die  i.li  mir  ed  riieaem  Zwecks  ebgelciici  habe. 
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wo  die  oberen  Vorzeichen  ! 
unteren,  nenn  r  gerade  ist. 
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ri  7.11  nehmen  sind,  wenn  rungerade,  die 


Schliesslich  «ill  ich  nur  noch  etwas  anfuhren,  was  ich  hei 
T.elegenheit  heiuerkt  habe.  "Bezeichnet  man  die  Unionen,  Binio- 
nen,  Temionen  etc.  für  die  Combinationen  ohne  Wiederholungen  mit 
A,B,C,  D,E,etc,  Tür  die  Cnmbinatinnen  mit  Wiederholungen  mit 
it,l>,c.  d,e,  etc.,  und  die  Summe  der  lsten,  2ten,  3ten,  4ten....  Poten- 
zen der  Elemente  mit  Slt  S%,  S3,  St,  etc.,  wobei  die  Elemente 
ganz  heliebige  sein  können,  so  hat  man  für  die  Combinationen 
ohne  Wiederholungen  die  bekannten  Relationen  : 


—  A  Äj  —  j>2 

3C=BSi-A.%+S3 
4H=CSt-BS^ASs-St 


od«   A=S 


_.S,3— 35,^-1- 2>S3 


D=S,*-fJS,  *S%+»StSt+3Si*~6St 


Für  die  Combinationen  mit  Wiederholungen  Iteslehei 
liehe  Relationen,    nämlich: 


a=Sl 


=  bS1+a.%+S3 
id=cS1+6Sx+aS3+St 


2 
V  +  3S,S3+1SS 

=  6 

24 


die  sich  von  den  vorigen  nur  dadurch  unterscheiden,  dass  sämmt- 
liche  Vorzeichen  positiv  sind;  aus  beiden  ergeben  sich  noch  Rela- 
tionen zwischen  den  Combinationen  mit  und  ohne  Wiederholungen, 
nämlich  : 


B  —  Aa+b  =  Q, 

C—Ba  +  Ab-c  =  0, 

-Ca  +  Bb  —  Ac  +  rf  =  0. 
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Kuba  (in-  des  Fusspunktenk/irpen 


XXXII. 

Kubatur  des  Fusspunktenkorpers  eines  EllipsoideB  * 


Herrn  Dr.  Albert  Magener, 

Lebrer  der   Matfccmplilt   und   Physik   nn   ilrr   Realschule 


Wenn  mau  von  einem  beliebigen  festen  Punkte,  dem  Pnle, 
auf  sämmtlicb»  Tangentialebenen  einer  gegebenen  Fliehe,  der 
Basis,  Senkrechte  fällt,  so  bilden  die  Fusspunkte  derselben 
wiederum  eine  Fläche,  die  Fusspunkte  nflächc  zu  der  gege- 
benen Basis.  Wir  wollen  den  von  einer  solchen  Fläche  bekränz- 
ten Körper  den  Fusspun  k  tenkiirper  der  Basis  in  Bezug  auf 
einen  gegebenen  Pol  nennen,  und  im  Folgenden  erstens  das 
Volumen  desjenigen  Fusspun  kteakürpers  bestimmen,  dessen 
Basis  die  Oberfläche  eines  dreiaxigen  Ellipsoides  ist,  und 
zweitens  den  geometrischen   Ort  gleicher  Fusspunkten- 


les  Ellipsoides  aufsuchen. 


Es  liege  der  Aufanggpui 
Systems  im  Mittelpunkte  « 
a.b.  c,   wo  n>6>c  sei, 


iten- 


t   eines  rechtwinkligen  Coordinal 
es     Ellipsoides    mit    den    Ha!  bauen 
ist  die  Gleichung  des  Ellipsoides: 


also  die  Gleichung  seiner  Tangentialebene: 

a^fj— ar,)       «,  (y-yi)       »,  fr- 
„s  +  A3  + 


'}  Dieser  Aufsatz  enthÄlt  I 
Fortsetzung  de»  im  Programm 
behandeilen  Thema«. 


efnes  Elllpsoldes. 
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mithin  in  Folge  der  Gleichung  (1); 

W                                fla     -r    (,2   T  ^  —  '■ 

Ferner   sind    die  Gleichungen  eines   von  einem   beliebigen  Pu 
/*(«,  ß,  y)  auf  die  Tangentialebene  gefällten  Perpendikels: 

l.kte 

Um   nun   eine  Beziehung  der  Fuss [tunkte   aller  dieser  Perpendi- 
kel  und   somit   die  Gleichung   der  Fusspunktenfläche  zu   erhalten. 
eliminire  man  aus  den  Gleichungen  des  Elliusoides,   der  Tangen- 
tialebene  und   des    Perpendikels   die   Grössen  ^cl,  yx,  :( ,    indem 
man  die   Gleichung  {-)  erst  mit  a{x  —  er),  dann  mit  li(y — ß),  end- 
lich   mit   c{:  —  y)    multiplizier.      Man    erhält    dann    mit    Hülfe   der 
Gleichungen  (3)  folgende  Gleichungen  : 

j  ^\x{x-<t)  +  V{^ß)  +  :lz-y)\^a(x-a), 

(4)           |^U(ar-0)  +  »(ff-/3)  +  j(i-y)i=«^jr-ft, 

\  '^!.r(x-«)-l-!,Oj-ß) +  •-(.-— y)\  =  c(z-y): 

erbebt  man  diese  ins  Quadrat  und  addirt,  so  erhält  man: 

P>       j^i  +y  +  *.'!  l"(*-«)+(r(j-ft+>(F-»)l' 

=  oV*-«>« +  »»(»-»• +  *»<«~r)?; 

folglich  als  Gleichung  der  gebuchten    Fusspunktenfläch« 
Gleichung  vierten   Grades: 

(ÖJ 

i  die 

t*<*-«)  +?(y~  ß)  +  i(«-r)P=fl»(af-«JB  +  ««(jr-fl"+  c»(i- 

-)■>*• 

Fübrt  man  vermittelst  der  Gleichungen 

„(*— «)  =  rcostf,     6(y— /3)=rsin#cos^,     e<z— y)=rsiiiÖj 

ihtH 

PolarcnoriÜnateii  *)  ein,  so  erhält  man   folgende  Polargleichunj 
Fusspunktenfläche : 

;der 

•>   Im     eigentlichen     Sinne    -. i . i «1    natürlich    hin     ,'(,,.,,     | 
I'ntitri'unrdinaten,     was    mau    auch    nach   tiei    einigen    im    Yirhfnlgi 
gebrauchten  Amdrücken  zu  beachten  haben  dürfte.                             G. 

30* 
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«      ,  «rcos2^      sin  2#  cos2*/;  t  sin *& sin  2i|T| 
ra=,r2L"~a^  + P + d* J 

[acos#       |3 shi fr  cos t(/       ysin#  sinifTl  2 
~~a~  +  6  +  ~c         J} 

oder : 

(7) 
aa62c2 — ctab*c2  cos  #  —  ßa2bc2  sin  #  cos  t/; — ya2b*c  sin  #  sin  i// 


62cacos2#  +  a2c2sin2#cos>  +  a262sin2#8in> 


2. 

Wir  gehen  nun  zur  Bestimmung  des  Volumens  des  von  die- 
ser Fläche  eingeschlossenen  Fusspunktenkörpers  über  und  be- 
zeichnen das  zum  Pole  P(ct,  ß,  y)  gehörige  Volumen  desselben 
mit  F(a,  ß9  y).  Bekanntlich  verwandelt  sich  das  dreifache  Inte- 
gral fffdxdydz  durch  Einfuhrung  der  Polarcoordinaten 

xzzzArcosd',    y  =zßr  sin-fr  cos  if>,     z=Osin'9,sintf/ 

in  das  Integral  ABCJjrr^sin&d&dtydr;  mithin  erhalten  wir  das 
Volumen  des  Fusspunktenkörpers : 

1        p  n     pin      n  t 

F(«,  ß'V)^^  I        I         I       i* &\n  M&dydr 

O  0  ö 

oder 

1  p  71     P  2,71 

(8)  V(tt'P>ri=5rthJ     J        r*s™M&tly, 

wenn  man  die  Integration  nach  r  ausführt. 

Entwickelt  man  den  Werth  von  r3,  so  wird^  V(ct,  ß,  y)  gleich 
einer  Summe  von  zwanzig  Integralen,  die  nach  <#•  zwischen  den 
Gränzen  0  und  tc  und  nach  1//  zwischen  0  und  27c  zu  nehmen  sind 
und  alle  einen  gemeinsamen  Nenner  haben.  Alle  diese  Integrale 
verschwinden    aber   bis    auf  vier.      Es    ist    nämlich    das   Integral 

/27T 
sin2,M+,i/;cos,,^di^==U;   denn  die  Elemente  des  ersten  Qua- 
rt 

dranten  werden  von  denen  des  vierten  und  die  des  zweiten  Qua- 
dranten von  denen  des  dritten  aufgehoben,  weil  in  ihnen  der 
Faktor  sin2m-Hit>  stets  gleich  und  entgegengesetzt  ist,  der  Fak- 
tor cosnt//  aber  dem  Vorzeichen  und  der  Grösse  nach  stets  gleich 

/In 
cos^+H'sin*^*/^  =  0,  weil  die  Ele- 

o 
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raente  des  ersten  uud  vierten  Quadranten  von  den  entsprechen- 
den Elementen  des  zweiten  und  dritten  aufgehoben  werden ;  end- 
lich ist  auch     /       cos  ^J^d  sin  "#<£#=(),  weil  die  Elemente  des 

o 
ersten  und  zweiten  Quadranten  des  Faktors  cos2m+1'&  wegen  gleiche, 

aber  entgegengesetzte  Werthe  haben. 

Nun  haben  alle  jene  Doppelintegrale,  mit  Ausnahme  von  vie- 
ren, in  ihrem  Zähler  einen  verschwindenden  Faktor  von  einer  der 
erwähnten  drei  Formen,  die  Werthe  des  Nenners  sind  aber  in 
den  einander  entsprechenden  Elementen  der  verschiedenen  Qua- 
dranten dem  Vorzeichen  und  der  Grösse  nach  gleich,  weil  sie  aus 
einer  Summe  von  Quadraten  bestehen;  mithin  verschwinden  alle 
jene  Integrale,  wenn  man  in  passender  Weise  entweder  erst  nach 
ty  und  dann  nach  #,  oder  erst  nach  #  und  dann  nach  ty  zwischen 
den  angegebenen  Gränzen  integrirt. 

Man  erhält  somit: 

P(«,0,  y)  = 

SäbcJ     J        1 +  3y2fl66«c*sin2ft  sin2*» }  sin  &d&dif>  \ 

0        °  {6*c*cos^  +  «ac2sin^cos2i/;  f  «262sin«^sin4Viä  ' 

oder,  wenn  wir  die  vier  Integrale,  aus  welchen  P(a,  ß,  y)  be- 
steht, mit  P0,  Va9  Vß,   Vy  bezeichnen  und 

cos^fr      sin^cos2^      sin^sin2^ ß 


setzen : 


(9) 

n 


V l  r  r± 

Y»-ZabcJ     J 


sm&d&dty 


o        o 

n         n 

sin  d'dd'dtj* 


8a2      /*2   /*2  cos^ftsi 
+  Vn-Mc  J     J  I 


o         o 


1  71 

2  sin^cos^tl/d-fafo/* 


71  71 


^-zr/ 


o       o 


n 

sXvfityd&dty 

o 
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Die  vier  Integrale  P0,  F«,  F)jf  Fy  Iaeten  sieb  vermittelet 
einer  einzigen  Integration  darstellen.  Differentiirt  man  näm- 
lich  -fi±  partiell  nach  a,  b,  c,   So  erhält  man: 

cos*#      a»     B\Jty         t2A       ai        6»   a(äV 


TP~^1~~ 8^ '     «InVcoe^ss-j 


86 


sina#sm2^  =  -t  •  — g • 


Berücksichtigt  man  dies,  so  erhält  man: 


0  0 


(io)    1  v-*p  r*  /* Kay  • 


sin  &d&dip, 


n 
2 


2y«    />2   /»28,(ßV 

4/  /  -V****** 


Führt  man  die  auf  a,  b,  c  bezüglichen  partiellen  Differentiationen 
erst  nach  vollzogener  Integration  aus,  so  kommt  es  nur  darauf 
an,  den  Werth  des  Integrals 


n         n 


-~rs 


2  sin#d#dty 


Ä2 

o         0 

zu  ermitteln.    Daraus  ergiebt  sich  dann  auch  der  Werth  für  V0,  da 

cos2#  +  siatycosty  +  sin2#sin2iff  =  1 
ist,   durch  blosse  Addition: 

<">  V*  =  a{a*^+b*8b+cZTcU 

und  somit  wird: 

(12) 

VI      *     \  2    I     3SC^^dC^    3SCi-L    2    1    2   dC.KU?CA.   *   8C. 


\ 
I 


Aus  diesem  Wertbe  Tür    V(u,  ß,y)  und  der  Formel  ('.')  lassen 
die    meisten    der    später    (in  No.  4.,  5.  und  6.)    aufgestellt en 
iltze  herleiten. 


Bevor  wir  jedoch  zu  diesen  Sätzen  übergehen,  »ollen  wir  <l 
erth  von    V(a,ß,y)   entwickeln.     Das  Integral 


=// 


sin  9d&dty 
ß* 


t  dasselbe,  auf  welches  €.  G.  J.  Jacobi  *)  die  Oberfläche  eines 
lipaoidcs    mit    den   Hatbaxen    -i    j ,    -     zurückgeführt  hat. 

Zur  Transformation  desselben  setze  man  nach  Jacobi: 


V(coss0      s 


as  —  Aa 

.  k*=-* ist,   dann  wir 

aa  —  ca 


L<M 


ab*c*c<m6dÖdij) 


Ä»        ' "       VV-ea]>co8aasiitV+V»^(ojc«s<ty]»' 

für  0=0  cos<J=£  und  für  ff  =  |   cosiI  =  1     und     3  =  0 

ird,   so   ist  in  Bezug  auf  6  zwischen  arccos-  und  0  zu  iutegri- 
,  und  man  erhält: 


oä*c*_     p*   P* cos SdÖd 

*fa*=Z*J     J      i^cos^sinV  +  c», 


Sdädif 


^»(ijjc.isvr2' 


*)  Jacobi,  De  Iran.for.natione  et  iln« ni iiilc-i. 

j  ilupli.:ium.     Grelle'.  Journal  Bd.  \. 
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n 


Führt  man  die  lotegration  nach  ty  zwischen  0  and  ^  aus,  so  er- 
hält man,  da 


n 


ist, 


/2 dy fE|J_.    l  \ 
{m2cos2^  +  n*sin2i|;|2~~4  * tnn3     nm* I 


o  o 


Dieser  Ausdruck  lässt  sich  auf  elliptische  Integrale  reduciren  und 
erhält  dann  folgenden  Werth: 

C=  J^J {sin*flE(A,  *)  +  cos2dT(A,  5) }+  j6*c2 
oder 

(13)       C=  -^=^{(a«-c2)£(*,  dHc»F(Ä,a)|+f  6*c», 

oder  auch: 

a%*c*s(-,  \,  -) 
\a     ö     cj 


C= 


8 


wenn 


Sl~9  t>  -)  die  Oberfläche  eines  Eilipsoides  mit  den  Halb- 

axen  -•   t»  ~    bedeutet. 
a     o    c 

Differentiirt  man  nun  C  partiell  nach  u,  b  und  c  und  berück- 
sichtigt, dass  die  elliptischen  Integrale  F(k,  ö)  und  E(k,ö)9  die 
wir  der  Kürze  wegen  mit  F  und  E  bezeichnen  wollen,  als  Funk- 
tionen von  k  und  6%  die  Grössen  a,  b,  c  implicite  enthalten,  so 
erhalten  wir,   wenn  wir  &2  +  £/2=l  setzen: 

dF 1_  k  sin  ö  cos  ö 

Sk  _         a(b*—c*) 

da  ""(a2— 62)i(«2— c2)!' 

Bk  b 


db  ~-""(a2— 62)Ha2— c2)^ 

U  _(a2  — 62)*c. 
öc  -  (a2-c2)3  ' 


lilhin: 


Bk  an-(o*-4S)(i!*-c»)'-      •" 

8F8A        a£             a(6a—  c')F                  , 

Bk  8c     «a-oa     (aa-6a)(aa— c*)      6(«a- 

-ca)i" 

8£8A             ö£            bF 
Bk  8b—      aa-6a  +  aa-6a' 

BF  Bk             (a'-c?)bE       .      bF        («"- 
Bk  Bb~    (ca— Sa)  (6a— c»)  '  oa-4a  '  (Sa- 

-ea)ic 

BE  Bk        cE           cF 
Bk  8c— ua-ca~«a— ca' 

BFSk        cE           cF                (aa— 4^ 

e*ac~öa  — ca      oa-ca      c6(6a— ca)(«a- 

ea)|- 

8£  aa      sa         Sc 

8«  Sa        8«— aa(na—  ca)i' 

8F  8d       33               c 

BS  Ba      JSa      b<,a*-c*)i' 

8E8S     „     8F8S     n     .    BS      ... 
ST  8S=0,    »8j=0'   cia  86=°"* 

8£8o                  6 

85  8c-      a(aa— c^l* 

8F8S                 a 

8d  Sc-     S(oa-ca)l 

wir  diese  Werthe  ein,    so  erhalten  wir  die 

parlielle»  IMf- 

ereDliali|untienten  von  C  nach  a,  6,  c  wie  folgt: 
(14) 


! 


3C_t6ci6c  . .     «*     ,       £  «f  .       F      | 

8«—  4    )c+l"       c  +oa—  4"V^T^ +  l°     aa-c" V n»— c»l ' 

C_»cc|cc         _*■  (J-e-)»»  £ 

l—   4    )o  l'  +  6a-caJ  +  L"       c        (oa-ca)(6a-ea)J  VV^c"» 

8C_«ooj6c  e»    ,  .  ,  .       .         e»  £  -2eaF   | 

8c_    4    In'       S«-cal  +  L"  ~c  +  6a-caV5tca    V"öi^a' ' 
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fif    fiC    HC 
Substitairen  wir  nun  die  für    g—  >  ^r »  -g-  gefundenen  Werthe  in 

Formel  (12),  so  ergiebt  sieb  das  Volumen  des  Fusspunktenkörpers : 
(15)  F(«,  ß,  y) 


+  2   f  o»  l1+5rr^J+ia      ^    (a»-ft»)(6*-c»)Vä»^* 

a'62  F       1 

.y^ioÄc..        c» '  ..     c*    -,      JS       ^^^ F      ) 


4. 

Die  in  Formel  (9)    aufgestellten  Ausdrücke  für    Va,  Vß,  Vy 
bleiben  stets  positiv,  da  die  Elemente  der  in  ihnen  vorkommen- 

TC 

den  Doppelintegrale   innerhalb   der   gegebenen   Gränzen  0  und  ~ 

für  alle  Werthe  von  &  und  q>  einen  positiven  Werth  behalten. 
Daraus  ergiebt  sich  erstens,  dass  der  Fusspunktenkörper  V(a,  ß,  y) 
ein  Minimum  wird,  wenn  Va,  Vß,  Vy  verschwinden,  und  zwei- 
tens, dass  die  in  Va,  Vß,  Vy  enthaltenen  Faktoren  von  et2,  ß2,  y2, 
wie  sie  in  den  Formeln  (12)  und  (15)  vorkommen,  ebenfalls  stets 
positiv  bleiben,  müssen.  Bezeichnen  wir  diese  positiven  Fakto- 
ren mit  L2,  M2,  N2  und  mit  D2  eine  beliebige  positive  Constante, 
und  setzen : 

a2L2  +  ß2M2  +  y2N*  =  D* 

(16)  {  0der 

L2  •       M2        N2 

so  behält 
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F(«,  ß,  v)=  F0-t-<raLa+|3*if»  +  y»tf» 

i  Werth,   Nu  lange  Hie  Gleichungen  (16)  erfüllt  norden,    und 
wir  erhallen  folgende  Sätze: 

1.  Fällt  man  von  einem  beliebigen  Punkte  P(a,ß,y) 
ul  alle  Tangentialebenen  eines  dreiaxigen  Ellipsoi- 
des  Senkrechte,  so  ist  das  Volumen  '"(....  ß,  ;.■:■  des  von 
der  erzeugten  Flüche  eingeschlossenen  Fusspun  kten- 
körpers  gleich  der  Summe  von  vier  Körpern  F0  +  Fa 
+  '.I  f'y,  deren  Inhalt  nach  Formel  (15)  durch  ellip- 
tische Integrale  erster  und  zweiter  Gattung  ausge- 
druckt  werden   kann. 


2.     Liegt  der  Pol   P(*,ß,y)   im  Mitteln 


ntte    de 


st   de 


»hü  ri 


Ef- 


um  *). 


3.  Li, 
eines  dre 
frischen  I 


Pole    P(«,ß,y)    auf    der    Oberfläche 
dem    gegebenen   Ellipsoide   concen- 


sgedrückt  wird,  so  sind  die  zugehörigen  Fusspunk- 
cnktirper    V(a,ß,y)   einander  gleich. 

Ist  ferner  die  Gleichung    eines  beliebigen   »weiten    Ortsei  - 


*)  Den   in  Formel  (15)   für   \\,   entwickelten   Werth   hat   Tortnlint 
Grelle«  Journal  Bd.  81.  in  der  Abhandlung  :   Nuove  applicationi 
lel  Calcol»  Integrale  relative  ntla  Q.iadralura  delle  ■uper- 
i   curve   e   cubatura   de   goli-ü    gegeben.     Die  durch  die  Glei- 
l  (3:s-(-iia-|-aa)a  =  «aia-|-6ayB  +  (;a5'  ausgedrückte  Fläche  ist  be- 
inntlich  die  Fläche  der    optischen    Elaalicität,    welche    Fresnel 
i]  Untersuchungen   über  doppelte  Strahlenbrechung  der  Ciuutruc- 
n  der  ebenen  Wellen  in  Grunde  gelegt  hat.     Man  knnn  dieselbe  auch, 
wie  Plücker  (Ditcnttion  de  In  forme  generale  des  ondes  lu- 
Crelle'*  Journal.  Kd.  la.)  nachgewiesen  hat,  ans  dem 
llliusnirie,   deinen   Axen  die   reciumken  Werthe   der  gleichgerich- 
teten Aie»  des  liier  zu  Grunde  gelegten  LI  üpanides  sind  ,    entstehen  lassen. 
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L  ''S'  JS~  L  '  M  ''  y' 

folglich    sind    die  Hauptaxen  je   zweier  Ortsellipsoi 
po  i  I  iiin  i  r  t  und  ivir  erhalten  den  Satz: 

4.  Die  geometrischen  Oerter  der  Pole  gleicher 
Fusspunktenkürper  sind  einander  ähnliche,  concen- 
Irische   EIMpsoidc. 

Dass  das  Ortsellipsoid  dum  gegebenen  Ellipsoide  im  Allge- 
meinen  üicht  ähnlich    ist,    ergiebt  sich  leicht  aus  Formel  (15). 

Setzt  man  k=+w«,  ß=±nb,  y~±nc'  so  erhält  man  nach 
Formel  (12): 


(17) 

V(na,  nb,nc)=  Vq  +  ZiPVq,    also   V(a,  6,  c)=4F0  u.  s.w. 

Daraus  folgen  die  Sätze: 

S.  Liegen  die  Pole  der  Fusspunktenkürper  in  den 
vier  Geraden,  deren  Gleichungen  a  =  +  na,  ß  =  +nb, 
y=±.ic  sind,  so  sind  die  Volumina  V(rm ,  nb ,  nc)  gleich 
dem   (3n2-f  l)facheD  Volumen  des  Minimumkörpers   F„. 

Da  die  ganze  Schaar  der  Ortsei  lipsoide  alle  Punkte 
dieser  vier  Geraden  durchschneidet,  so  ist  jeder  Fuss- 
punktenkörper  F(u,ß,y)  gleich  (3»t9  +  1)  V0,  w  o  n  sich 
aus  der  Gleichung  (16)  des  OrtselMpsoides  bestim- 
men   lässt. 

Der  Werth  V(a,ß,y)  erscheint  unter  einfacherer  Form, 
wenn  man  a  =  ß  =  y  setzt.  Da  nämlich  C  eine  homogene  Funk- 
tion vierten  Grades  ist  *) ,  so  ergiebt  sich  nach  dem  Satze  :    „Wenn 


*]   UilB  Inteera     C=  I  f ^ i-^r = .-.-„   .-3 = 

0         0  |      a*     T  ftI  -t  c,  j 

U(  in  Bezug  auf  Ü,  lt.  c   aymmetriich,    denn   es   behält  «einen    Werth, 
wenn  man  darin  ff,   h .  C  oder,     ivh    dflsaoltie  Resultat  gielil,     die   Grös- 


nämlich   nach    Ja 


t  oder    -tg&  für  Igir 


während  sowohl  die  Giäiv.Tii  itea  Integra 
ändert  bleiben,  dieselben  Transformntiiin 
.'  lertuuGChl. 


«mm   FMipsatilm. 
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man  die  partiellen  abgeleiteten  Funktionen  nten  Grades  durch  die 
Veränderliche,  worauf  sie  sich  beziehen,  multiplizirt,  so  ist  die 
Summe  dieser  Producte  gleich  der  «lachen  Funktion"  die  Glei- 
chung : 


(18) 


=  4C  = 


-"G*9 


»eiche  man  auch  direkt  aus  Formel  (II)  hatte  herleiten  körn 
Mitbin  erhalten  ivir   nach  Formet  (12): 

/l      1      IN 


(19) 


F(«.  a 


=  '»  +  «'"'«<;'   S'c) 


Die  vier  durch  die  Gleichungen  ±«  —  +  ß=-+  f  ausge drückten 
Geraden  kann  man  als  die  vier  Diagonalen  des  Würfels  an- 
sehen, welcher  mit  dem  gegebenen  Ellipsoide  denselben  Mit- 
telpunkt hat  und  dessen  Kanten  den  Haupt axen  desselben  paral- 
lel sind.  Wir  »ollen  sie  die  Diagonalen  des  dem  gegebenen 
Ellipsoide  cot)  ceii  frischen  Würfels  nennen.  Dann  ergicbt 
sich  aus  der  letzten  Formel  folgender  Satz: 

Liegt  der  Pol  P(a,  a,  «)  eines  Fusspunk'tenkörpers 
V(a,  et,  a)  in  einer  der  Diagonalen  des  concentri  sehen 
Würfels,  so  ist  derselbe  gleich  dem  Minimumkörper 
I  „  plus  dem  Körper,  welcher  entsteht,  nenn  man  die 
Oberfläche  des  Ellipsoides  mit  den  reeiproken  Axen 
mit  tPnbc  multiplizirt.  Die  Zuwachse  dieser  Fusspunk- 
tetikörper  steheu  im  Verhältniss  von  aa,  oder  auch  im 
Verhaltniss  der  Quadrate  der  Entfernungen  des  Pols 
vom  Mittelpunkte  des  gegebeneu  Ellipsoides. 

In  dem  besonderen  Falte  nun,  in  welchem  die  Halbaxen  des 
gegebenen  Ellipsoides  der  Gleichung  nc—-  b?  genügen .  wird  nach 
Formel  (13): 

(20) 


V(m,*,«)=r0  + 


2«a* 


-!«■  + 


\'a*-c* 


[(««-«■)*;(*,i)+c»F[*,fjj]i 


F(«,«,«)=F„+tS(«,  V7., 


•)  Hieraus 
5{«,  Väc,  e)  i 


v\    (19)   ««„ 
i    Itctation  : 


S(«,V««.e,  =  „.,.S(L,    ^,    c). 


Kubatur  ifrx  ritsspvnktrnkörpera 


da    die  Oberfläche   eines    dreiaxigen   Ellipsoides   S(a,  b.  c) 
I:  i"_'<- in!  re  durcb 


S(a,b,  c)  =  2n\c* +  -—=-[(„*. 


^^„iSl+^li,.*)]! 


ccos^  ist  und  V= 
/»-  der  Moduli 


—  Äa  wird. 


sich  ausdrücken  lässt,  wenn  <5  =  a 

genetzt   wird,    nnd  somit  für   «c  = 
Wir  erhalten  daher   den  Satz: 

Wenn  in  einem  dreiaxigen  Ellipsoide,  dessen  eine 
Axe  die  mittlere  Proportionale  zwischen  den  beiden 
anderen  ist,  der  Pol  in  einer  der  Diagonalen  des  con- 
ceutrischen  Würfels  liegt,  so  ist  der  Fasspunkteo- 
kiirper  gleich  dem  Miuimumkürper  Vu  plus  dem  Körper, 
welcher  entsteht,  wenn  man  die  Oberfläche  des  gege- 

c* 
l><*  im- n    Ellipsoides    durch    -r    miiltiplizirt. 

Bestimmt  man  für  einen  beliebigen  Pol  lJ(a,  ß,  v)  vermittelst 
der  Gleichung  des  Ortsellipsoides 

n  z^+p  ü^y  />a—  ■ 

die  Länge  der  Haibaien  d  es  Ortsellipsoides  «,,/?,, 
also  die  Coordinalen  der  Schnittpunkte  dieses  Ellipsoides  mit 
Coordinatenaxen.  und  l.  die  Länge  der  Diagonale  des  ci 
centrischen  Würfels  vom  Mittelpunkte  bis  zur  Ob 
fläche  des  Ortsellipsoides,  so  laset  sich  das  Volumen  ei 
Fusspunktenkürpers  auch  auf  folgende  Weise  ausdrücken: 


/'• 


(21) 
H«,  ß,  y)  =  F0+  >'„,=  F„+  J'ft  =  !'„+  [',,  =  F„+- 


-G-S-5JP 


Wir  schlieaseu  diesen  Abschnitt  mit  der  Bemerkung,  dass, 
während  der  geometrische  Ort  der  ebenen  Fitsspunktenkurven 
gleichen  Inhalts  für  eine  geschlossene  und  überall  konvexe 
Curve  nach  Steiner  (Von  dem  Krfimmungs- Seh  werpunkte 
ehener  Curven.  Creile's  Journal.  Bd.  21.)  ein  um  ihren 
Kr iiiimmngsmilM [Hinkt  beschriebener  Kreis  ist,  das  Ortselliji- 
so'id  für  ein  dreiaxiges  El  lipsoid  als  Basis  immer  ungleich- 
axig  sein  muss.  Da  nämlich  die  Funktion  C  eine  homogene, 
symmetrische  Funktion  der  Halbaxen  a,  b,  c  ist,  wo  «>6>c 
ist,  so  müsste,  wenn  zwei  Halbaxen  des  Ortsellipsoides,  etwa 
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die  beiden  grosseren,  gleich  «ein  sollten,   in  Folge  der  Formel 
(12)  auch  aK-  =  ti~r    sei»,    woraus  nach  Note  3.: 


also  .die  Gleichheit  aller  drei  Ha  Illaxen  des  Ortsellipsoides,  und 
somit  C  =  A.(uöc)l  folgen  würde.  Diese  Form  kann  aber  die 
Funktion  C  nicht  annehmen,  da  sie  nur  durch  elliptische  Inte- 
grale, nicht  aber  als  algebraische  Funktion  von  a,  b,  r.  ausge- 
drückt werden  kann.  Uas  Ortsellijisoid  wird  jedoch  ein  Rota- 
tionsellipsoid oder  eine  Kugel,  wenn  die  Rasis  selbst  ein 
Rotationsellipsoid  oder  eine  Kugel  ist.  Es  lassen  sich  dann  die 
nur  für  eine  symmetrische  Funktion  von  verschiedenen  Varia- 
bein  geltenden  Schlösse  mit    Hülfe   von    C   nicht   mehr  machen; 

es  wird  vielmehr  für  a  —  b  auch  a  k~  =6,-.-    nnd    für    n  —  b~c 


auch 


BC      ,  86*        fiC 


<V 


-h- 


ur 


und   es  erhalt   für  die  Kugel  die  Funk- 


tion C  wirklich  obige  algebraische  For 


wird  nämlich  Cr=r{abc)\. 


zur  Untersuchung  der  speciellen  Fälle, 
der  beiden  Rotationsellipsoide  oder  eine 


Wir  wenden  uns 
in  welchen  die  Basis 
Kugel  ist. 

Ist  erstens  die  Rasis  ein  verlängertes  Rotationsellip 
soid  mit  der  CJindrehungsaxe  Sa,  so  echt  für  A  — c  die  (ifeiehun! 
der  Fusspunktenfläche  aus  Formel  (ß)  über  in: 


»  ird 


=  1,  4=Vl—&8\nit= 


-r 


».-/' 
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Bezeichnen  wir  hier  das  zum  Pol   P(«,  ß,  y)  gehurige  Volumen 
mit   Va       ,    so  wird: 

(*>ß>Y) 

(a,/S,y)  o  ß  y 

Die  Werthe   Va  und  Va  ergeben  sich  aus  Formel  (15)  für  6r=c: 


P«=^  {2a8  +  3a6*  + — .  -I. — - — r 

o        6  T  T2Va2— 6a    a— Va«— 6« 

4(a»-6*)1  Va«— 6*    a-Vo*-6» 


Daraus  folgt: 

(22)  F«  =  ^+ ^-S(«, «,  6), 

0  f>  a 


da  die  Oberfläche  eines  abgeplatteten  Rotationsellipsoides  mit 
den  Halbaxen  a  >  6 


ist. 


Um   Fa  zu  finden,  muss  man,  da  Formel  (14),  des  verschwin- 
ß 
de« den   Nenners   6a  —  ca  wegen,   nicht  angewandt  werden  kann, 

zum  Werthe  von  C  in  Formel  (13)  zurückgehen.    Bezeichnen  wir 

nun  mit  Cb—c  den  Werth  von  C,  den  es  für  b  =  c  annimmt»  und 

Kr)        den  partiellen  Differentialquotienten  von  C  nach  6, 

wenn  in  ihm  nach   vollzogener  Differentiation  6  =  c  gesetzt  wird, 
so  ergiebt  sich: 


V         T2V^cM8    o-Va*— 6* 


folglich : 


SCft=c      *       a6_   |Q  3     «  „,.4a*6*-36*y  aJ-V>-6* 

— öi — =x  7-0 z*\  2a3 — oa6a-f       -  — /. 7 j. 

86         4  (a2  —  b*y  2Vaa— 6*    a—  Va2— 6« 

Da  nun   C  in  Bezug  auf  6  und  c  symmetrisch  ist,   so  ist  nach 
Note  2. : 

86     -Z\  86/4=0' 
folglich : 


4a«t'-3i*     a  +  Vn»  — i' 


(•23) 


ülä^  +  !ta*H;^=r=T5'- 


H-VV-4« 


4aH'—  3t<,  n  + Vu^P 


Formel  (2-2)  giebt  den  Sata: 

Der  Fuespunktcnkörper  P«,  dessen  Pol  im  Mittel- 
punkte eines  verlängerten  Rotations-Ellipeoides  mit 
den  HaUaxcn  «>  6  liegt,  ist  gleich  dem  vierten  Theile 
einer  Kugel  mit  der  grossen  Halllaxe  des  Ellipsnidcs 
als  Radius  plus   dem   Körper,   welcher  durcli  Multipli- 


kation 


CD" 


mit  der  Oberfläche   eines  abgeplatte- 
ten Rotationsellipsoidcs  mit  denselben  Axeti  entzieht. 
Nach  der  Formel  (17)  ergiebt  sich  aus  Formel  (22): 


(34) 


=  4V*= 


-+  "~S(a,a,b). 


Daraus  ergiebt  sich  der  Säte: 

Sind  in  einem  verlängerten  Rotationsellipsoide  al. 
Hasis  die  Coordinatcn  des  Pols  gleich  den  Halbaxel 
der  Hasis.  so  ist  der  Fusspun  ktenkü  rper  gleich  eine 
Kugel,  deren  Radius  gleich  der  grossen  Halbaxe  de 
Basis  ist,    plus  dem  Kürper,    der   durch   Multiplicatio 

iß 
von   —    mit    der   Oberfläche   eines    abgeplatteten  Rota 

tionsellipsoides  mit   denselben  Axen   entsteht 
Theil   XXXIV.  31 
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Die    de»    Wertben    /..    .)/,    N,    D    entsprechenden    Griissen 
La,  m,  IS*,   D9   sind    audi    für  4Ü  Rotationsellipsoid  als  Basis 

stets  positiv,  und  da  hier  Jl/a  =  A'2  ist  und    V"        seinen  Werft 

so  lange  behalt,  als  die  Gleichung  «■£«  +  (|39  +  j-a)  m  =  D*  erliilll 


wird. 


i  ergiebt  sich  der  Kai/,: 


Ist  die  Basis  ein  verlängertes  Rotationse1lip»*.M, 
*o  ist  der  geometrische  Ort  der  Pole  gleicher  Fuss- 
punktenkürper ein  verlängertes,  concentrisches  Rota- 
tionsellipsoid, dessen  Axen  sich  durch  die  Formel 
(23}  bestimmen    lassen. 


Setzt  man  ß*  +  y*  =  Q*t 
lauge  p*  unverändert  bleibt. 


behalt    Fa         Reinen  Werth,    mi 
araus  Folgt  der  Satz: 


Lieg 


I   l'iir 


verlängertes  Rotations-elli  psoid  r; 


Cy  linders. 
n  fällt.  i'J 
r  im  Vet 
n  kiirner, 


Basis    die    Pole    auf    der    Oberfläche    eines 

dessen  Axe  mit  der  Axe    der  Ba 

stehen    die   Zuwachse    der  Fusspunktenkörp  e 

bfiltniss    von    o-;    mithin   sind    die   Fusspunkt« 

deren  Pole  auf  derselben  Cylinderoberflüche  liegen  und 

gleichen    Abstand    vom   Mittelpunkte   haben,   einander 

gleich.     Bleibt  a  unverändert,    während  o   sich   ändert, 

so    stehen    die    Zuwachse    der    Fiissptinkfenkörper    im 

"Verhältnis s  von  oa. 

Verlegt  man  ferner  den  Pol  P(a,  ß,  y)  in  den  Brennpunkt 
der  grossen  Axe,  setzt  also  a*=a*~t,*  und  ß=zy=0,  so  wird 
das  zugehörige  Volumen: 


■i 


Hieraus  ergiebt  sich  der  bekannte  Satz: 

Ist  die  Basis  ein  verlängertes  Rntat  ionsei  li  psoid, 
so  ist  der  Fusspu  nktenkörper,  dessen  Pol  im  Brenn- 
punkte der  grossen  Axc  desselben  liegt,  gleich  einer 
Kugel  mit  der  grossen  Halbaxe  als  Radius. 


Setzt  man  endlich    a  = 


.  folgt : 


Mithin  erhalten  wir  den  Sa 

l«t  die  Basis  ein  verlängertes  Rotationsellipsoi  il , 
so  ist  der  Fiisspunktenkürper,  dessen  Pol  in  einer  der 
Diagonalen  des  coneen  Irischen  Würfels  liegt,  gleich 
dem  Mini  miimk-irper  plus  dem  Körper,  welcher  ent- 
steht,   wenn 

Ro  tationsellipsoides  mit  denselben  Ax 
tiplicirt;    oder  gleich 
mit    der    grossen    Halh 


dem  Körper,  der  durch  M  ultiplication  von  - 

der   OherflHche  des    abgeplatteten  Rotationsei  I  ips 

des  mit  denselben  Axen  entsteht. 


Wählt  man  zur  Basis  ein  abgeplattetes  Rotationsellipsoid 
mit  den  Axen  2n  <2c,  so  erhalten  wir  den  vorigen  analoge  Sätze. 
Die  Gleichung  der  Fusspunkteniläche  geht  für  einen  Pol  P(a.ß,y), 
wenn  a  —  h  gesellt  wird ,    über  in : 

*)  Hin-Hit*  folgt  nach  Formel  (1U)  die  Relation  Iwjiclien  drn  Otn- 
flni-lien  .ler  Rolnti»nieIlips(.idn: 


'<"■"■  «)  =  «■»■>(;.  }■  D 
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ferner  wird 

a« äs  Ar     a2— 62 

/<f  V«2  —  c2 

rfo^d^arctg^y— . 

0 

Bezeichnen  wir  das  zum  Pol   f*(a,  j3,  y)  zugehörige  Volumen  mit 
Vc         und  überhaupt  alle  auf  das  abgeplattete  Rotationsellipsoid 

bezüglichen  Grossen  mit  dem  Index  c,  so  erhalten  wir  nach  For- 
mel (15): 

7t  3a*  V  ii2  —  c2 

Fe=     {SaV+Sc^-T-^^arctg^— ^-|, 

o       0  V  o2— c2  c 

irc_     y**     ,  *     o  3 .      «4         ,  V>~c2 

y        2(a2—  c2)  \a2-c*  c 

oder 

_  6)' 

(26*)  ^=-^-+-^-«(0,0,0), 

da  die  Oberfläche  eines  verlängerten  Rotationsellipsoides  mit 
den  Halbaxen  a>c 

a2c  V«2 r2 

5(«,  c,  c)  =  2«  je*  +  ^^f  _äarctg-^-^  } 

ist. 

HC9 
Da   k—    in  Formel  (14)  den  verschwindenden.  Nenner  c2  —  6* 

enthält,  so  müssen  wir,  um   F*  zu  entwickeln,  den  Werth  von  C 

a 

aus  Formel  (13)  zu  Hülfe  nehmen,  und  erhalten: 


nc* 


ncfic  \Ta*  —  c*      it 

Ca=6===4V^^^arCtg o +  4ac'' 

folglich: 

dCa=ö  n        to  .«     ft    A.  3a»c-4«3c8      A  t/o2^2» 

— ö =  TT"* «r  oa'c2— 2ac*+  — >         —   arcte 1; 

8a         4(a2  — c2)  T    4/a2_c2   ^     8       c 

mithin,   da  nach  Note  2.  (]r~)  __  =  a — jr—    ist, 

r  c  =  — (  -5-  1   •    =  77-=— sc  {3a2c— 2c8+--7=====  arcte . 

a  ac\da  /a=:b      4(a2— c2)  *  4/a2_ca  c 


- 


eint»  EtUpMildei. 

ergiebt  «ich,   da    F°  =  VB  ist: 

ß 

(•27) 
«  1 2c» +3<i9c  +  -«^arctg | 


varc  2a*  */a9 c" 

n   Salz: 


Aus  Formel  (26)  erkalten 

Ist  die  Basis  ein  abgeplattetes  Rotationsellipsoid 
mit  den  Halbaxen  «>c,  so  ist  der  FusBpunktenkürper 
ff,  dessen  Pol  im  Mittelpunkte  der  Basis  liegt,  gleich 

dem  vierten  T heile  einer  Kugel  mit  der  kleineren  Halb- 
iixe  als  Radius   plus   dem  Kürner,    welcher  durch    Mul- 


(ff. 


tiplication 

.«ertcu   Rotationsellipsoide 
steht. 


Ferner  ist  nach  Formel  (17)  und  (26*): 
(28)  V«       =4F»  = 


t  der  Oberfläche   eines    verlän- 
t  denselben   Axen  ent- 


Mitfiin  erhaltei 


r  den  .Sa 


Sind  in  einem  abgeplatteten  Rotationsellipsoide 
als  Basis  die  Coordinaten  des  Pols  gleich  den  Halb- 
axen  der  Basis,  so  ist  der  Fuss  punktenkü  rper  gleich 
einer  Kugel,  deren  Radius  gleich  der  kleineren  Halb- 
axe  der  Basis  ist,  plus  dem  Kilrper,  der  durch  Mul  ti- 
plication von  —  mit  der  Oberflfiche  eines  verlänger- 
ten Rotationsellipsoides  mit  denselben  Axen  entsteht. 

Auch  Im-  das  abgeplattete  Rotationsellipsoid  bleiben  die 
aus  Formel  (27)  sich  ergebenden  «rossen  L»,  jtf9,  .ZV*,  D*  stets 

positiv:    mithin  behält,   da   L'l=  <f/°  ist,    V"       seinen  Werlb,  so 

lange  die  Gleichung  («9  +  tf9)  J,9  +  y9iVa  = /)*  erfüllt  wird. 
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Mithin  erhalten  wir  den  Sats: 

Ist  die  Basis  ein  abgeplattetes  Rotati  onsellipsoid, 
«o  ist  der  geometrische  Ort  der  Pole  gleicher  Fuss- 
punktenkürper ein  abgeplattetes,  concentrisches  Ro- 
tationsellipsoid, dessen  Äsen  durch  Formel  (27)  be- 
stimmt werden. 

Setzt  man  tr'  +  fP^p3,  so  behält  V"        seinen  Werth,  so  lange 

g%  unverändert  bleibt,    und  wir  erhalten,    wie  bei  dem  verlänger- 
ten Rotationsellipsoide,  den  Satz: 

Liegen  in  einem  abgeplatteten  Rotationsellipsoide 
als  Basis  die  Pole  auf  der  Oberfläche  eines  Cyiinders, 
dessen  Axe  mit  der  Axe  der  Basis  zusammenfällt,  so 
stehen  die  Zuwachse  der  Fusspunktenkürper  Im  Ver- 
hältnis* von  /-;  mithin  sind  die  Fusspunktenkürper, 
deren  Pole  auf  derselben  Cy!  i  n  d  erober  fläch  e  Hegel 
und  gleichen  Abstand  vom  Mittelpunkte  haben,  einan- 
der gleich.  Bleibt  y  unverändert,  während  c  sich  än- 
dert, so  stehen  die  Zuwachse  der  Fusspunktenkürper 
im  Verhältniss  von  ?*. 

Verlegt  mau  den  Pol  P(a,ß,y)  in  den  Brennpunkt  der 
Rotationsaxe  %c,  setzt  also  y*  =  «a  — cs  und  tt=/J=Ü,  so 
wird  das  zugehörige  Volumen: 


x{a* 


==arctg— 


Daraus  erglebt  sich  der  Satz: 

Liegt  in  einem  abgeplatteten  Rotationsellipsoide 
der  Pol  im  Brennpunkte  der  Rotationsaxe,  so  ist  der 
Fusspunktenkürper  gleich  dem  doppelten  Minimum- 
kürper  minus  einer  Kugel  vom  Radius  der  halben  Axe. 

Setzt  man  endlich  auch  hier  tt=.ß  =  y,  so  erhält  man: 
(30)  y;       =  Pc+^S(«,c,c)*) 


•)   Hieraus  folgt  nach   Forme:!  (19)  die  Relation   iwiichcn   den  Obef 
(Urlien  der  Rotati.ma-  Ellipsoide  : 


■fc-i--J> 


eine»  EUipsoiätz. 


-.er 


Wir  erhalten  somit  den  Satz: 

Ist  die  Basis  ein  abgeplattetes  Rotationsellipsoid, 
so  ist  der  Fusspunktenkürper,  Jessen  Pol  in  einer  der 
Diagonalen  des  concentrischen  Würfels  liegt,  gleich 
dem  Minimumfctirper  plus  dem  Körper,  welcher  ent- 
steht, wenn  man  die  Oberfläche  des  verlängerten  Ro- 

„a 
tationsellipsoides    mit  denselben  Äsen    durch  —  raul- 

tiplicirt;    oder   gleich    dem  vierten    Theile  einer  Kugel 
mit  der  halben  Axe  der  Basis  als  Radius  plus  dem  Kör- 


per, der  durch    Multiplikation   vo 


"+<ff. 


Oberfläche  des 
denselben    Axe 


rten  Ro  tations  ellipsoides  mit 


Weno  wir  zum  Schlüsse  die  Kugel  als  ftasis  nehmen,  so 
erbalten  wir  für  a=6  =  c  für  einen  beliebigen  Pol  (a,  ß,  y)  als 
Gleichung  der  Fusspunktenfläche: 

ia(a-«)+y(y-(3J  +  i(*-r)!B=u»l(ar-a)a+(S-(J)«-Kj— r)"|. 

Wir  wollen  die  auf  die  Kugel  bezüglichen  Grüssen  mit  dem  Index 
i  bezeichnen,    dann    müssen    wir,    um    V*        zu  bestimmen,    zum 

(■>  P>  v) 
ursprünglichen  Wertho  von   C, 


-ff-, 


J         /C08*ö 

ü       ^    «» 
turückgehen  und  erbalten : 


sinfrtfg(ty 


a»sinVV'' 


-rf 


t  nun  C  in  Bezug  auf  a,  b,  e  symmetrisch  ist, 
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ferner  » 

UL.rl-ir!ST nach  Note  i; 

mithin  nach  Formel  (11)  and  (12): 

was  die  geometrische  Betrachtung  sofort  ergiebt,  and 
F.        =  F>  +  »£±£jbfi/jC\ 

oder 
(31)  F»      =^  +  ^L(-t+flt+7«). 

Seist  man  a*  +  ß*  +  y*  =  r*f    so  wird : 


(32) 

ß>v\  " 

W     4»    , 
3    +  3 

Nimmt 

man 

hierin 

r=s 

O,    80 

erhSIt  man: 

(33) 

\ 

• 

=  2.^«.. 

Hieraus  ergeben  sich  folgende  Sätze: 

1)  Ist  die  Basis  eine  Kugeloberfläche  vom  Radios 
a  und  ist  r  die  Entfernung  des  Pols  vom  Mittelpunkte 
der  Kugel,  so  ist  der  Fusspunktenkörper  gleich  der 
Kugel  plus  einem  Rotationsellipsoide  mit  den  Halb- 
axen  a  und  r. 

2)  Liegt  der  Pol  im  Mittelpunkte  der  Kugel,  so  ist 
der  Fusspunktenkörper,  die  Kugel  selber,  ein  Mini- 
mum; liegt  er  aber  auf  der  Kugeloberfläche,  so  ist 
derselbe  doppelt  so  gross  als  die  Kugel. 

3)  Ist  die  Basis  eine  Kugeloberfläche,  so  ist  der 
geometrische  Ort  der  Pole  gleicher  Fusspunktenkör- 
per eine  mit  der  Basis  concentrische  Kugeloberfläche. 


Noten. 


].    Die  partiellen  Differentialquotienten  einer  symmetrischen 
Function  von   n  verschiedenen  Variabein   gehen  in  einander 
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,  wenn  man  nach  vollzogener  Differentiation  irgend  2wei  der 
iriabeln  mit  einander  vertauscht. 

Setzt    mnn    in    einer    symmetrischen    Function    von   n 

rscbieilenen  Variabeln  die  Variabeln  einander  gleich,  so  ist 

r  totale   Differentialquotient  (rf)  der   Function    nach  einer  der 

riabeln  gleich  dem  nt'acben  partiellen  Differeutialquutienten 

der    Function    nach    derselben    Variabelen,    wenn    darin    nach 

rollzogener  partieller  Differentiation  die  Variabeln  einander  gleich 

(setzt  werden.     Es  ist  also  Tür  eine  symmetrische  Function  von 

i  Variabeln  f(a,  b,  e, ....): 


=...._    /B/(a,b,. 


d/t«,  ft.c  ...).= 

I  da 

Der  Beweis  Tür  beide  Satze  ist  leicht  i 


führen. 


3.  Sind  in  einer  homogenen,  symmetrischen  Fuuctiou 
«ten  Grades  von  n  verschiedenen  Variabeln  die  Producte  aus 
;end  zwei  partiellen  abgeleiteten  Functionen,  multiplicirt  mit  der 
"«nabeln,  worauf  sie  sich  beziehen,  einander  gleich,  so  sind 
>l I e    so    gebildeten    Producte    einander    gleich,    und    es    ist    die 

'unction  selbst  gleich  der  — ten  Potenz  des  Products  der  Varia- 

,   multiplicirt  mit  einer  willkürlichen  Constante. 

Beweis.  In  jeder  symmetrischen  Function  f(a,b,c....)  von 
M  verschiedenen  Variabeln  ist  der  partielle  Differentialquolient  nach 
einer  der  Variabeln,  etwa  nach  a,  eine  symmetrische  Function 
der  übrigen  Variabeln  b,  c,  d....;    denn  es  bleiben  in 


fXa.t.  €....)_ 


f(a+da,  b,  ü....)- f(a,b,  c„..) 

Sä 


eide    Posten  des   Zählers  rechts  symmetrische  Functionen    vnn 
b,  c...     Sind  nun  zwei  beliebige  der  obigen  Producte  gleich,  etwa: 


5t>« 

,  A.c..) 

»a 

w 

,6. 

=  -.)  .     , 

Bezng    auf  b,  c,  iL. 


symmetriscl 
symmetrisch 
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Da  aber  fdr  jede  homogene  Function  F\a,  6,  c .-...)   mten  Grades 

dF    LdF       BF  _, 


da^"db 


ist,  so  erhalten  wir,   wenn  f(a,  b,  c....)  eine  homogene,    sym- 
metrische Function  mten  Grades  von  n  verschiedenen  Variabein  ist: 

df(a,b....)         df(a,b....)         Sf(a,b....)     m 


dft 


de 


also: 


I        <y(«,  6....)  _,  mrfo      1  df(a,  b....) m  db 

da       da-i  «'   /TöTT'.TZ)        86        — nTetc,; 


f(a,b....) 
folglich : 


L_ j  df{tt,b....)da 

f[a,b,  e....) '       So  * 


df(a,b....)  ,.  ,  3/(0,  6 ....) 


8* 


«»  + 


8c 


de 


+  ...•) 


oder 


m\da     db     de  I 

df(a,  b,c  ...:) m  irfa      dß ^  rfc  i 

~f(ä7b~ c....)  ~n  i  a  +  6  +7  +  — -|» 


l.f(a,  b,  c....)  =  —  /(a6c)  +  Const.  > 

n 


/"(«>  6,  c....)=  K.(abc)n, 
wenn  AT  eine  willkührliche  Constante  bedeutet 
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Andeutungen   über  astronomische   Beobachtungen   bei 
totalen  Sonnenfinsternissen  *). 


Herrn   Karl  von 
wirklichem  Mitglieds  der  kaiscrl,  Akudcr 


(Aus  dem  XXXIX.  Bande,  S.  625.,  des  Jahrganges  1860  der  Sitzungs- 
berichte der  mathem.-natimv.  Ciasse  der  kaiserlichen  Akademie  der 
Wissenschaften  besonders  abgedruckt.) 

(Vorgelegt   in   der   SiUung   am  9.  Feliruar  1B60.) 


Wir  besitzen  nachgerade  einige  sehr  lehrreiche  Instructionen 
über  die  Beobachtungen,  welche  bei  totalen  Sonnenfinsternissen 
anzustellen  sind;  ich  führe  hier  nur  an;  Arago's  Aufsatz  im 
Annuuire  du  Bureau  des  Iongitud.es  1842,  die  von  der  British 
Association  mit  Zuratheziehung  Ton  Otto  Struve  1851  herausge- 
gebenen „  Suggestians  to  Astronomers" ,  dann  Carrington's  1858 
erschienene  „ Information  and  Suggestions" ,  ferner  aus  der  neue- 
sten Zeit  Faye's  Vorträge  in  der  Pariser  Akademie  (Camptet 
r««tfu<1859,  October),  endlich  Airy's  Bemerkungen  in  deu  Monthty 
Notices  der  R,  Astr.  Soc.  Vol.  XX.,  Nr.  2.     So  sehr  ich  den  hoben 


*)  Diesen  mir  freundlichst  nitgetheilten  Aufsatz,  welcher,  den  Ge- 
genstand, um  den  es  sich  hier  handelt,  vorzugsweise  aus  richtigen  Ge- 
sieh tspaok ton  auffassend ,  in  vorzüglicher  Weise  geeignet  ist,  Beobachter 
totaler  SonuunfioiiterniftsR  Hilf  das  hinzuweisen  ,  worauf  sie  hauptsächlich 
ihre  Aufmerksamkeit  zu  richten  haben,  lasse  ich  st>  schleunig,  als  es 
mir  irgcnil  möglich  ist,   in  dem  Archive  nbdrucken. 

Der    Herausgeber. 


.  Ltttrou:     inden  einigen  über  astronomische  Btobnehtungen 

Werth  dieser  Schriften  im  Allgemeinen  anerkenne,  musa  ich  doch 
gestehen,  dass  ich  in  manchen  wesentlichen  Punkten  mit  densel- 
ben nicht  übereinstimme,  um!  halte  mich  durch  den  glücklichen 
Zufall,  der  mich  die  seltene  Erscheinung  zweimal  so  vollständig 
als  möglich  sehen  Hess,  gleichsam  für  verpflichtet,  auch  mein 
Scherflein  über  das  Was  und  Wie  der  eigentlich  astronomischen 
Aufgabe  beizutragen. 

Vor  allem  muss  ich  nach  meiner  Erfahrung  dringend  empfeh- 
len, alles  an  sich  Unwesentliche  wegzulassen.  Die  Zeit  der  Tota- 
litill ist  auch  im  besten  Falle  eine  so  kurze,  der  Eindruck  des 
Pbänomenes  ein  so  unwiderstehlich  mächtiger,  dass  die  ganze 
Fassung  eines  geübten  Astronomen  dazu  gehört,  um  auch  nur 
einiges  Wenige  mit  voller  Sicherheit  wirklich  zu  beobachten. 
Ich  rechne  aber  zu  solchen  unwesentlichen  Dingen:  Beleuchtung 
und  Farbe  von  Himmel  und  Erde,  Einwirkung  auf  Thier-  und 
Pflanzenwelt,  Ab-  und  Zunahme  von  Temperatur,  Feuchtigkeit 
und  Licht  etc.  In  letzterer  Beziehung  wird  ohnehin  die  unerläs- 
sige  Bedingung,  unter  welcher  allein  solche  Notirungen  Sinn  haben, 
nämlich:  völlig  reiner  Himmel,  hier  nur  sehr  selten  erfüllt,  da 
eine  mehr  oder  minder  bedeutende  Wolkenbildung  mit  zur  Cha- 
rakteristik der  Erscheinung  gehört. 

Da  in  den  meisten  Füllen  die  Beobachtungs-Stationen  nur  nach 
längeren  Reisen  zu  erreichen  sind,  an  dem  glucklichen  Trans- 
porte der  Instrumente  aber  alles  gelegen  ist,  so  sollte  man  diese 
auf  das  Allernothwendigste  beschranken.  Ein  gutes  Fernrohr  von 
wenigstens  3  Zoll  Oeffnung  und  eine  verlässige,  Secunden  zeigende 
Taschenuhr  scheinen  mir  der  Hauptsache  nach  völlig  hinreichend. 
Damit  wird  allerdings  auf  Angabe  der  Orts-Zeiten  des  Anfanges 
und  Endes,  ja  selbst  auf  genaue  Bestimmung  der  Dauer  und  oft 
auch  auf  bessere  Kenntniss  der  geographischen  Lage  des  Beob- 
achtungsortes verzichtet,  denn  dazu  bedarf  man  »eiterer  Instrumente 
und  eines  eigentlichen  Chronometers.  Wozu  aber  sollen  hier  diese 
Erschwerungen  der  ohnehin  nicht  leichten  Aufgabe  des  reisenden 
Astronomen  dienen '{  Zu  Längenbestimmungen  hat  die  heutige 
Wissenschaft  längst  weit  bessere  Mittel,  zur  Bestimmung  der 
Fehler  unserer  Tafeln  werden  die  Beobachtungen  aller  ständigen 
Sternwarten,  denen  die  Finsterniss,  wenn  auch  our  partiell,  sicht- 
bar ist,  ebenso  gutes  und  besseres  Material  sammeln,  die  genauen 
geographischen  Coordinaten  der  Stationen  endlich,  wenn  überhaupt 
in  besonderen  Fällen  nöthig,  mag  man  beliebig  später  und  auf 
andere  Weise  sich  verschaffen.  Unsere  Aufmerksamkeit  wird  wohl 
noch  für  eine  geraume  Zeit  auf  die  Erforschung  der  Stellung, 
Dimension   und  Beschaffenheit  überhaupt  von  Corona   und  Protu- 
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beranze  n  sich  besch ranken  müssen,  und  es  wird  sich  zunächst 
•lamm  handeln,  unseren  Instrumenten  die  hierzu  geeigneten  Ein- 
richtungen zu  geben. 

In  dieser  Hinsiebt  erlaube  ich  mir  auf  meine  bei  anderer  Ge- 
legenheit gemachten  Bemerkungen  (Sitzungsberichte  der  kaiser- 
lichen Akademie  der  Wissenschaften  matheni.-naturw.  Ci.  XVII.  Bd., 
S.411.U.  ff.,  so  nie  Astrnn.  Nachr.  XXXII.  Bd.,  S.3%.,  XXXIII.  Bd., 
S.  (29.,  XXXIV.  Bd.,  S.  27.  und  XLIl.Bd.,  S.209.  u.U.)  zurückzu- 
kommen, da  mir  durchaus  kein  Grund  bekannt  wurde,  meine  da- 
maligen Ansichten  irgend  wesentlich  zu  ändern.  Ich  verweise  in 
Bezug  auf  die  nähere  Begründung  von  manchen  meiner  Vorschläge 
auf  die  angeführten  Quellen  und  will  hier  nur  bei  denjenigen  Punk- 
ten länger  verweilen,  die  auch  Liebhabern  der  Wissenschaft  zu- 
gänglich sein  sollen. 

Corona  und  Protuberanzen  verlangen  ganz  verschiedene  Kraft 
de»  Fernrohres.  Die  Eigenthümlicbkeiten  der  Corona  verwischen 
sieb  immer  mehr,  je  stärker  die  angewendete  Vergrösserung  ist, 
und  für  diesen  Theil  der  Escheinung  wäre  ein  Ocul.tr  am  ziveck- 
mässigsten,  welches,  wie  bei  Arago's  Versuchen  über  die  Fähig- 
keit des  freien  Auges  die  Jupitersatelliten  auszunehmen,  gar  nicht 
vergrößerte ,  sondern  eben  nur  ein  scharfes  Bild  gäbe.  Ueberdies 
ist  bei  Untersuchung  der  Corona  sehr  zu  wünschen,  das«  man  die 
ganze  Mondscheibe  beständig  Überblicken  könne.  An  den  Protu- 
beranzen  hingegen  gibt  es  Detail  zu  prüfen,  das  sich  erst  bei  etwa 
60maliger  Vergrösserung  in  hinlänglicher  Deutlichkeit  zeigt.  Am 
besten  also  würde  jede  dieser  Aufgaben  einem  eigenen  Beobach- 
ter zufallen.  Wenn  aber  schon  ein  und  derselbe  Beobachter  bei- 
des bestreiten  soll,  so  müsste,  da  an  ein  zeitraubendes  Wechseln 
und  wiederholtes  Richten  etwa  zweier  Fernrohre  nicht  zu  denken 
ist,  das  Instrument  entweder,  was  gewiss  am  bequemsten,  nach 
Liais  mit  einem  Uoppelfernrohre  oder  nach  meinem  Vorschlage 
mit  einem  Doppel  -Oculare  versehen  werden,  das  in  Schieberform 
oder  durch  eine  excentrischc  Scheibe  eine  schnelle  Aenderung  der 
Vergrösserung  zuliesse.  Dieses  Ocular  müsste  so  cnnslruirt  sein, 
dass  jeder  der  beiden  Einsätze  auf  das  Auge  des  Beobachters 
bereits  eingestellt  ist  und  so  bleibt,  wenn  es  in  Thätigkeit  gesetzt 
wird.  Mit  einem  solchen  Dnppel-Oculare  vermag  auch  allenfalls 
der  einzelne  Beobachter  dem  Bedürfnisse  zu  entsprechen,  beliebig 
oft  entweder  den  ganzen  Umkreis  des  Mondes  zu  übersehen  oder 
Irgend  hervorstechende  Gegenden  genau  zu  erforschen.  Immer 
aber  bleibt  dies  nur  ein  Nothhehelf,  und  eigentlich  stimme  ich. 
wie  gesagt,  für  Trennung  der  Aufgaben. 

Für  die  Messung  der  Lage   und  Grösse   aller   Erscheinungen 
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am  Rande  der  beiden  Himmelskörper  ist  der  hauptsächlichsten 
mechanischen  Einrichtung  nach  das  gewöhnliche  Positionen  Mikro- 
meter entschieden  der  angemessenste  Apparat,  wenn  man  folgende 
Mudilieationcn  in  Gebrauch  und  ('(Instruction  eintreten  la'sst: 

1.  Die  zur  Messung  des  Posttionswinkels  dienende  Linie  kann 
zum  Behufe  der  Messung  Dicht  wie  sonst  in  den  Radius  gelegt, 
sondern  muss  an  der  betreffenden  Stelle  des  Mondrandes  mit  diesem 
in  Berührung  gebracht  werden.  Die  normale  Lage  dieser  Linie  ist 
parallel  zum  Aequator  und  mit  hier  völlig  hinreichender  Genauig- 
keit dadurch  zu  bestimmen,  dass  man  kurz  vor  und  nach  der  Beob- 
achtung den  Sonnen  ran  J  oder  einen  Sonnendeck  hei  ruhig  stehendem 
Rohre  längs  der  Linie  hingehen  lässt  und  dieselbe  so  lang  dreht, 
bis  das  Object  in  der  ganzen  Ausdehnung  des  Gesichtsfeldes  die 
gleiche  Entfernung  von  der  Linie  behält.  Die  Lesung  am  Posi- 
tionskreise, welche  dieser  Stellung  der  Linie  entspricht,  wird 
notirt,  und  damit  jeder  in  dem  gebräuchlichen  Sinne  von  Nord 
aber  Ost  gezählte  Positionswinkel  unmittelbar  combinirt.  Durch 
Bemerkungen  in  einigen  der  vorerwähnten  Instructionen  veranlasst, 
hebe  ich  ausdrücklich  hervor,  dass  es  hierbei  keinen  wesentlichen 
Unterschied  macht,  ob  das  Fernrohr  äquatorial  montirt  ist  oder 
nicht;  das  Verfahren  ist  bei  paral taktischer  oder  ganz  einfacher 
horizontaler  Aufstellung  des  Teleskopes  gleich  anwendbar.  Faye, 
der  diesen  ursprünglich  von  Bessel  (Astr.  Nachr.  XVI.  Bd.,  S.  Ifil.) 
für  ähnliche  Zwecke  gemachten  Vorschlag  adoptirt,  will  durch  eine 
Libelle  die  primitive  Lage  jener  Linie  auf  den  Horizont  bezogen 
wissen,  was  mir  keine  Verbesserung  der  Bessel'schen  Idee 
scheint,  da  es  das  Instrument  complicirt,  die  Operation  schwieri- 
ger und  wohl  auch  ungenauer  macht,  endlich  unnützerweise  den 
Winkel  zwischen  Declinations-  und  Verticalkreis  in's  Spiel  bringt. 

2.  Der  Positionskreis  soll  im  Inneren  des  Rohres  angebracht 
sein,  so  dass  man  den  Positionswinkel  ohne  Hilfe  einer  Lampe 
und  ohne  das  Auge  vom  Fernrohre  zu  entfernen,  ablesen  kann. 
Herr  Faye  hat  vollkommen  Recht,  sich  gegen  solchen  inneren 
Positionskreis  zu  erklären,  unter  der  Voraussetzung,  dass  man, 
wie  bei  dieser  Einrichtung  bisher  immer  geschah,  die  Positions- 
winkel unmittelbar  auf  den  Mittelpunkt  des  Gesichtsfeldes  bezo- 
gen denkt,  denn  damit  ist  auch  die  in  der  Praxis  so  gut  wie  unaus- 
führbare Annahme  gemacht,  dass  man  das  Centrum  der  Mondscheibe 
beständig  auf  jenem  Mittelpunkte  des  Gesichtsfeldes  erhalte;  er  , 
thut  aber  gewiss  nicht  gut  daran,  diese  Einrichtung  auch  dann  zi 
verwerfen,  wenn  man  den  Positionswinkel  durch  Tangirung  d< 
Peripherie  des  Mondes  misst,  wo  von  solchem  beständigen  Cen- 
triren  weiter  nicht  die  Rede  ist. 


' 
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3.  Statt  Fäden  sollte  ein  dünnes,  wellenloses  und  planparalleles 
is  im  Brennpunkte  eingesetzt  werden,  das  durch  zwei  aufein- 
ander senkrechte  Reihen  von  feinen  Linien  in  Quadrate  gefheilt 
ist.  Die  eine  Reihe  dieser  Linien  vertritt  den  in  seiner  normalen 
Stellung  zum  Aequator  parallelen  Faden,  die  andere  Reihe  den 
beweglichen  Faden  des  gewöhnlichen  Posifioos-Mikrometers,  und 
es  reicht,  nachdem  irgend  eine  Linie  der  ersten  Reihe  mit  dem 
betreffenden  Punkte  der  Mondscheibe  in  Berührung  gebracht  und 
der  Positionswinkel  so  bestimmt  ist,  ein  einziger  Blick  ohne  alle 
weitere  Manipulation  hin,  die  Dimensionen  der  fraglichen  Ob- 
jecte  nach  allen  Richtungen  festzustellen.  Ich  habe  mich  hei  der 
totalen  Sonnenfinsternis*  im  Jahre  1851  auf  das  beste  Überzeugt, 
das«  eine  solche  (Glasplatte  dem  deutlichen  Ausnehmen  auch  der 
härtesten  Oh  jede  nicht  den  geringsten  Eintrag  thut,  und  dass  man 
die  auf  das  Glas  geritzten  Linien,  wenn  auch  sn  fein,  dass  man 
sie  mit  freiem  Auge  kaum  bemerkt,  auf  dem  lichten  Hintergrunde 
der  Corona  völlig  bestimmt  sieht,  während  z.  B.  D'Abbadie  (ß.  A. 
S.  M.  N.  Vol.  XVIII.,  pag.312.)  die  unangenehmeErfahrung machte, 
dass  ihm  die  Fäden  verschwanden.  Hauptsächlich  desshalb, 
dann  aber  auch  wegen  der  grosseren  Sicherheit  vor  zufälligen  Be- 
schädigungen und  weil  man  auf  Glas  beliebig  enge  und  genau 
äqnidisfarite  Linien  gravi  ren  kann,  ziehe  ich  hier  die  Glasplatte 
dem  Fadennetze  vor.  Der  in  2.  besprochene  innere  Positions kreis 
könnte  füglich  auf  dieser  Glasscheibe  angebracht  werden,  wo  dann 
der  Iudex  an  der  Fassung  fest  sein  nnissre,  während,  wenn  der 
Positionskreis  am  Rande  des  Diaphragma  etwa  in  einer  Zähnung 
bestünde,  die  Glasplatte  den  Index  an  einem  beliebigen  Punkte 
ihres  Umfanges  zu  tragen  halte.  Wenn  das  Ocular  die  oben  be- 
sprochene Einrichtung  eines  Donpcleinsatzes  erhält,  so  wird  man 
wohl  am  besten  jeden  Einsatz  mit  einem  besonderen  Posidons- 
kreise  versehen.  Nie  Messung  der  Dimensionen  wird  um  so  ge- 
nauer sein  können,  je  enger  die  Linien  gezogen  werden.  Ich  fand 
bei  einem  Fernrohre  von  3  Zoll  Oeffnung  mit  (JÜinaligcr  Vergrös- 
serung  eine  gegenseitige  Entfernung  der  Linien  von  07  Bogen,  hei 
llmaliger  Vergrösserung  das  Zehnfache  dieser  Distanz  ganz  ent- 
sprechend ,  da  man  leicht  auf  das  Zehntel  solcher  Intervalle  schätzt 
und  damit  hinreichend  genaue  Resultate  erhält.  Man  wird  gut 
thun,  diejenige  Reihe  von  Linien,  welche  zur  Messung  des  Pnsitions- 
winkels  dienen,  etwa  durch  einseitige  Abbiendung  am  Rande  des 
Gesichtsfeldes  kenntlich  zu  inachen,  um  bei  allenfalls  nöthigen 
grösseren  Drehungen  der  Glasscheibe  diese  Reihe  von  Linien  nicht 
mit  der  anderen  zu  verwechseln,  und  so  um  90°  falsche  Winkel 
zu  erhalten.  Vielleicht  findet  man  es  bequem,  die  Lamelle,  mit 
welcher  diese  Abbiendung  bewirkt  wird,  mit  Zähnen  zu  versehen, 
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die  als  Zahler  für  die  Linien  des  Mikrometers  dienen.  Notwen- 
diger ist  solche  Zählung  für  stärkere  Vergrtfsserungen  bei  der  ande- 
ren Reihe  von  Linien,  denen  dann  die  grösseren  Dimensionen  zu 
messen  zufällt.  Somit  wäre  es  für  solche  Yergrösseningen  am 
zweckmäßigsten,  diese  zweite  Reihe  von  Strichen,  welche  ursprüng- 
lich auf  den  Aequator  senkrecht  gestellt  wird,  anzublenden,  und 
die  erste,  zum  Aequator  parallele,  zum  Unterschiede  frei  zu 
lassen.  Die  Glasplatte  muss,  wie  man  sieht,  von  aussen  drehbar 
sein,  könnte  also  hier  einen  zweiten,  äusseren  Positionskreis  habe», 
der  genauer  getheilt  wäre,  als  der  innere,  und  an  dem  man  durch 
Niederdrücken  eines  abfärbenden  oder  sich  eindrückenden  Stiftes 
die  Lesungen  am  inneren  Positionskreise  ergänzen  und  controii- 
ren  würde.  Diesen  registrirendeu  äusseren  Kreis  allein  und  ohne 
den  inneren  anzubringen,  wie  Faye  vorschlägt,  hielte  ich  wegen 
möglicher  Verwechslungen  der  einzelnen  Messungen  für  bedenklich. 

Um  die  Uhrzeiten,  deren  möglichst  häutige  und  genaue  Noti- 
rung  hier  von  grosser  Wichtigkeit  ist ,  für  die  verschiedenen  Wahr- 
nehmungen zu  erhalten,  wird  man  sich  vielleicht  am  besten  eines 
kleinen  Chronographen  bedienen,  d.  h.  einer  Vorrichtung,  die  ein 
Rad  von  wenigen  Zollen  Durchmesser  wahrend  einer  kurzen  Zeit 
gleichförmig  dreht,  auf  dessen  breiter  Felge  ein  Papiers  (reifen  so 
befestigt  wird,  dnss  ein  darüber  angebrachter  Stift  durch  Nieder- 
drücken Zeichen  darauf  macht.  Die  hiesige  Sternwarte  besitzt 
schon  seit  langem  einen  solchen  Apparat  als  Hilfsmittel  zur  Map- 
'piruug  von  Sternen,  und  Airy  macht  jetzt  einen  ähnlichen  Vorschlag 
für  den  hier  besprochenen  Zweck  (R.  A.  S.  Monlhly  Notices  Vol.  XX, 
pag.  63).  Ich  halte  einen,  wenn  auch  nur  zur  Noth  erst  an  Ort 
und  Stelle  geschulten  Gehülfen  bei  der  Beobachtung  für  beinahe 
unentbehrlich,  und  diesem  würde  ich  das  Geschäft  zutheilen,  den 
Stift  des  Chronographen  in  Thütigkeit  zu  setzen,  so  oft  er  vom 
Beobachter  dazu  das  Signal  erhält;  die  Vergleichung  des  Chro- 
nographen mit  der  Uhr  vor  und  nach  der  Beobachtung  gülie  die 
entsprechenden  Momente  in  Uhrzeit.  Dieser  Gehülfe  hätte  auch 
schnell  zu  Papier  zu  hrihgen,  was  man  ihm  dictirt  und,  im  Falle 
kein  Chronograph  vorhanden,  an  der  Uhr  die  Secuudeu  während 
des  Verlaufes  der  totalen  Finsternis»  beständig  laut  zu  zählen. 

Mit  solcher  Vorbereitung  wäre,  glaube  ich,  allen  billigen  An- 
forderungen entsprochen  und  die  kurze  Dauer  des  Phänomene» 
in  streng  astronomischem  Sinne  thunlichst  auszunutzen. 

F.s  erübrigen  mir  nun  noch  einige  allgemeine  Bemerkungen. 

Das  grosse  Princip  des  Theilens  der  Arbeit  wird  hier  mehr 
als  irgendwo  in  Anwendung;  zu  kommen  haben.  Wenn  die  An- 
zahl der  Beobachter  auf  einer  Station  es  zulfisst,  könnte  sehr  zum 
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le  der  Sache  jedem  derselben  ein  gewisser  Theil  der 
rie  des  Mondes,  x.  !'■■  ein  bestimmter  Quadrant  »ur  Ucher- 
g  zugewiesen  «erden.  Es  wurde,  «ie  wtfa  Uarrington 
sehr  richtig  liemcrkt,  ungleich  mehr  Nutzen  bringen,  wenn  man 
eine  bestimmte,  an  sich  sehr  beschränkte  Gegend  des  Sonnenum- 
kreises mit  uugethciltcr  Aufmerksamkeit  betrachtete,  als  wenn 
man  in  dem  Streben,  alles  bemerken  zu  wollen,  nur  vage  Wahr- 
nehmungen BD  Stande  brächte.  Jedenfalls  sollten  etwa  auf  Pola- 
rMUtious-  Versuche,  Anwendung  von  Aetinonieiem  und  dergleichen 
aiefa  nur  solche  Beobachter  verlegen,  neben  denen  andere  jene 
Hanjt tan! gaben  bereits  vollständig  besorgen.  Insbesondere  wird, 
wtnn  nicht  unerwartet  günstige  Verhältnisse  behi'ilflich  sind,  das 
Aufsuchen  von  neuen  Unteren  Planeten  eine  grosse  Anzahl  von 
Beobachtern  erfordern,  deren  jeder  einen  gewissen  ganz  kleinen 
Theil  des  Himmels  zu  durchforschen  hätte.' 

Hinsichtlich  der  Corona  und  der  Protuberanzen  hat  mir  immer 
die  einfachste  Hypothese  die  beste  geschienen .  nämliih  :  dass  sie 
Medien  angehören,  welche  die  Photosphäre  der  Könne  umhüllen, 
und  ich  glaube,  dass  jeder  Astronom  bei  dem  Anblicke  der  Er- 
scheinung sieh  dieser  Ansicht  von  selbst  zuneigen  wird.  Dafür 
spricht  mir  hauptsächlich  der  Umstand,  dass  die  Form  der  Pro- 
laherauzeu  sich  in  der  Corona  fortsetzt,  und  diese  an  denselben 
Stellen  ganz  ähnlich  gestaltete  Hervorragungcn  zeigt,  so  wie,  dass 
offenbar  die  Protuberanzen  nicht  immer  in  einer  Ebene  liegen, 
sondern  häufig  sich  auf  einander  projiciren.  Es  schiene  mir  fet- 
ner für  diese  Frage  so  ziemlich  entscheidend,  nenn  man  den 
niedrigeren  und  dafür  auf  einen  griisseren  Theil  der  Peripherie 
des  Mondrandes  sich  ausdehnenden  Prntuberanzen  mehr  Aufmerk- 
samkeit schenkte,  als  dies  bisher  der  Fall  war.  Ich  bin  der  Meinung, 
dass  diese  niedrigen  Ketten  von  Prntuberanzen  sich  überall  dort 
am  ersten  zeigen  «erden,  wo  grössere  'fiteile  der  Ränder  der 
Sonne  und  des  Mondes  in  geringer  gegenseitiger  Distanz  beisam- 
men verweilen,  also  bei  den  Punkten  der  Inneren  Berührung,  so 
wie  eher  auf  den  Grenzen  der  Totalzone,  als  auf  der  Linie  der 
Cetitralität ,  und  dass  man  durch  eine  gehörige  Verbindung  der 
Beobachtungen  von  verschiedenen  Oertlichkeilen  sich  von  der 
Continuität  dieses   rotheu  Saumes   überzeugen   werde. 

Es  ist  übrigens  eine  merkwürdige,  von  mir  selbst  wiederholt 
beobachtete  Eigenschaft  dieser  Protuberanzen,  dass  man  diesel- 
ben zwar  bleich  und  farblos,  aber  doch  ganz  in  den  Umrissen 
ihrer  völligen  Ausbildung  einige  Sekunden  vor  ISegtnn  und  nach 
dem  Ende  der  totalen  Finsternis«  sieht.  Es  wird  schon  desshalb, 
so  wie  aus  anderen  nahe  liegenden  Gründen  gernthen  sein,  kurz 
I  XXXIV.  32 
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vor  dem  Verschwinden  der  Sonne  das  Blendglas  vom  Fernrohre 
abzunehmen  und  dasselbe  erst,  nachdem  von  der  Sonne  mehr 
wieder  erschienen  ist,  als  das  Auge  ertragen  kann,  wieder  vor- 
zustecken. Nur  so,  nämlich  ohne  Bleudglas,  wird  man  auch  über 
Baily's  „beaih"  enlscheiden  können,  besonders  wenn  man  die 
Vorsicht  braucht,  diejenigen  Theile  des  Mondrandes,  welche  be- 
stimmt sind  für  die  betreffende  Station  die  letzte  und  erste  Phase 
vor  und  nach  der  totalen  Finsterniss  zu  bilden,  genau  zu  betrach- 
ten und  ptwa  zu  Papier  zu  bringen,  da  an  der  Lage  der  Mond- 
berge hier  alles  gelegen  ist. 

Eine  wesentliche  Vorbereitung,  der  leider  von  den  Vorausbe- 
rechnen) beinahe  nie  entsprochen  wird ,  ist  die  Kenntniss  dea 
Punktes  der  Mondscheibe,  bei  welchem  die  zweite  innere  Berührung 
stattfindet.  Die  Corona  wird  in  der  ganzen  Gegend  des  Wieder- 
erscheinen»  der  Sonne  so  licht,  dass  den  Beobachter  besonders  bei 
stärkeren  Vergrösserungen  unwillkürlich  die  Besorgnis«  ergreift, 
er  habe  vielleicht  nicht  den  richtigen  Punkt  im  Auge.  Dass  aber 
solche  Unruhe  vom  Uebel  ist,  brauche  ich  nicht  erst  zu  sagen. 
Kennt  der  Beobachter  hingegen  den  Positionswinkel  des  Endes 
der  Totalität,  und  lasst  er  eich  etwa  30  Secunden  vor  diesem  Ende 
von  seinem  Geholfen  avertiren,  so  ist  eine  einlache  Drehung  des 
Mikrometers  hinreichend,  um  mit  aller  Bestimmtheit  zu  erfahren, 
wo  man  den  ersten  Lichtblitz  wieder  zu  erwarten  hat. 

Was  den  vermutheten  Zusammenbang  der  Protuberanzen  mit 
den  Flecken  und  Fackeln  der  Sonne  betrifft,  so  sollten  die  rei- ' 
senden  Astronomen  es  den  stabilen  Observatorien  überlassen,  für 
die  Beantwortung  dieser  Frage  die  nuthigen  Daten  zu  sammeln. 
Das  Augenmerk  dieser  letzteren  wird  darauf  gerichtet  sein  müs- 
sen, möglichst  genaue  Kenntniss  von  der  Lage  der  Flecken  und 
Fackeln  zu  geben,  die  während  der  totalen  Finsterniss  am  Rande 
der  Sonne  stehen,  also  an  sich  unsichtbar  sind.  Thunlichst  zahl- 
reiche Beobachtungen  der  Sonnenflecken  mit  zweckmässig  einge- 
richteten Mikrometern  etwa  eine  Woche  vor,  und  ebenso  eine 
Woche  nach  der  Finsterniss  werden  die  Frage,  welche  Stellung 
die  in  Betracht  kommenden  Flecken  während  der  Finsterniss  ein- 
nahmen, ganz  besonders  dann  hinreichend  genau  beantworten, 
wenn  man  der  Reduction  für  jeden  einzelnen  Fleck  jene  Elemente 
der  Rotation  des  Sonnenkürpers  zu  Grunde  legt,  welche  aus  den 
Positionen  gerade  dieses  Fleckes  sich  ergaben.  Die  Reduction 
wäre  allenfalls  in  der  von  mir  befolgten  Art  (A.N.  Bd.XLU.,  S.209., 
Sitzungsberichte  der  kaiserl.  Akademie  der  Wissenschaften  mathem.- 
naturw.Cl.  XVII.  Bd.,  S.4I1.)  vorzunehmen.  Die  Sonnenfackeln, 
deren  unmittelbare  Beobachtung   schwer  halten    dürfte,    könnten 
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auf  die  Flecken  bezogen  und  ihre  relative  Lage  gegen  diese  mög- 
lichst vollständig  angegeben  werden.  Während  der  vierzehn  Tage, 
in  deren  Mille  die  Finsternis«  fiele,  sollte  nur  eben  die  Entwicke- 
lung  von  Flecken  und  Fackeln  thunlichst  überwacht  werden. 

Unter  den  Beobachtungen,  die  mit  freiem  Auge  anzustellen 
sind,  empfehle  ich  wiederholt  (A.  N.  Bd.XXXH-,  S.395.)  die  Fest- 
stellung derjenigen  Orte,  wo  entweder  die  totale  Finslerniss  nur 
ein  paar  Secunilen  gedauert  oder  ein  ganz  kleiner  Lichtl'unkc  der 
Sonne  übrig  blieb.  Wenn  man  dafür  Sorge  trägt,  die  Oertlich- 
keit  der  Station  genau  anzugeben,  werden  solche  Bemerkungen 
über  die  eigentliche  Lage  der  nördlichen  und  südlichen  Grenzlinie 
des  Totalitütsgürtels  von  grossem  Nutzen  und  vielleicht  den  zu 
ähnlichem  Zwecke  vorgeschlagenen  photographischen  Abbildungen 
des  Mondes 


'  Schliesslich  wünsche  ich,  dass  recht  viele  Astronomen  es  über 
sich  gewinnen  mögen ,  ihr  Auge  festgebannt  am  Fernrohre  zu  lassen, 
und  auf  den  Genuss  der  Schönheit  des  Phänomene«  im  Ganzen 
zu  verzichten.  Nur  wer  dieses  Opfers  labig  ist,  wird  wirklich 
Erspriessliches  leisten. 


Nachschrift  des'  Herausgebers. 

Als  ich  eben  dieses  Heft  zusehliessen  im  Begriff  bin,  erhalteich 
Nr.  1244.  der  „Astronomischen  Nachrichten.  1860.  März  29.", 
worin  sich  ein  sehr  lesenswerther  Aufsatz;  „Ueber  die  Pola- 
risation des  Lichtes  der  Corona  bei  totalen  Sonnen- 
finsternissen" von  Herrn  E.  Edlund,  Professor  der  Physik 
an  der  k.  Akademie  der  Wissenschaften  in  Stockholm,  befindet, 
in  welchem  derselbe  Nachricht  giebt  über  seine  bei  der  in  Schwe- 
den eingetroffenen  totalen  Sonnenfinsternis  vom  28sten  Juli  1851 
zu  Wernamo,  einem  beinahe  auf  der  Linie  der  Centraliiiiie  der 
totalen  Finsterniss  liegenden  Orte  in  Schweden,  angestellten  Be- 
obachtungen. Ans  diesen  mit  grosser  Sorgfalt  angestellten  Beob- 
achtungen ergab  sich  ganz  unzweideutig,  dass  das  Licht  der 
Corona  polarisirt  war,  und  es  war  auch  möglich,  die  Rich- 
tung der  Polarisation  aebene  zu  bestimmen.  Wenn  nun  Herr  Ed- 
lund  am  Fnde  seines  sehr  lieachlensvvertheu  Aufsatzes  sagt: 

„  Die  Polarisation  und  die  Richtung  der  Polarisationsebene  im 
Lichte  der  Corona  sind  schwer  zu  erklären,  wenn  man  nicht 
annimmt,  dass  der  Sonnenkörper  von  einer  Atmosphäre  um- 
geben sei,  die  ohne  selbstleuchtend  zu  sein  das  Vermögen 
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besitzt,  die  Lichtstrahlen  zu  reflektiren.  Nimmt  man  die 
Existenz  einer  solchen  Atmosphäre  an,  so  werden  die  von 
mir  beobachteten  Erscheinungen  davon  eine  noth wendige  Folge 
sein  und  können  vorausgesagt  werden.  Von  übrigen  Um  stan- 
den, welche  für  das  Vorhandensein  einer  Sonnen-Atmosphäre 
sprechen,  will  ich  bloss  die  erst  im  Jahre  1852  von  Herrn 
Secchi  gemachten  Wahrnehmungen  hier  erwähnen,  zufolge 
deren  die  Sonnenscheibe  von  der  Mitte  mehr  Wärme  als 
von  Punkten  näher  an  der  Peripherie  ausstrahlt,  woraus  man 
die  Folgerung  schon  gezogen  hat,  dass  die  Photosphäre  von 
einer  wärmenden  absorbirenden  Atmosphäre  umgeben  sein 
möge ;"" 

so  stimmen  wir  ihm  darin  ganz  bei,  und  sind  der  Meinung,  dass 
auf  diese  Weise  ein  neuer  Beweis  geliefert  ist,  dass  die  bei  totalen 
Sonnenfinsternissen  vorkommenden  merkwürdigen  Erscheinungen 
lediglich  der  Sonne  und  nicht  dem  Monde  angehören,  wenn 
man  auch  hiervon  nicht  schon  anderweitig  längst  überzeugt  wäre. 


M  i  s  c  e  1  1  e  n. 


Die  gemeinschaftlichen  Tangenten  zweier  Kreise  zu  suchen- 

Von  Herrn   Dr.  W.  Stamm  er. 
Die  Gleichungen  der  beiden  Kreise  seien 

Bezeichnen  wir  dann  mit  x\  y'  die  Berührungspunkte  des  ersten 
und  mit  x" ,  y"  die  des  zweiten  Kreises,  so  hat  man  noch  die 
beiden  Gleichungen: 


y'-y»_     x'-g'         x''-g" 


Erhebt  man  die  letzte  Gleichung   i 
Seiten  1,  so  kommt: 


addirt  auf  beiden 


-/," 


=  +-»  = 


lufch  liefert  die  erste  der  beiden  letzten  Gleichungen: 
O/'-A')  (*'-  h")  +  (**  -3')  (</'  ~{f)  =  r'  (-T-  +  r"). 
Da  diese  Gleichung  an  die  der  Polaren  erinnert,  lnultipliciit 
in's  zweite  Glied  r'3  zu  erhalten,  mit  - 


<»'-A'>=7TF>  ''+(*'- 


■'=yi  —  h', 


!f>i 


daher 


üa  = 


■'  +  A'p 


:'.(,/r" 


"  '  ■"S"  r'±r' 
(y-A')(ya-A')  +  (^-ff'J(;r3-5')  = 
Die  gesuchten  Berührungspunkte  sind  also  die  Durchschnittspunkte 
des  Kreises  I  mit  der  Polaren  des  Punktes  x3,  y3.  Da  nun  zwei 
solche  Punkte  x3,  ya  eiistiren  (wegen  des  Zeichens  +),  so  giht 
es  also  im  Allgemeinen  vier  Berührungspunkte,  mithin  auch  vier 
Tangenten.  Sollen  diese  Punkte  existiren,  so  mnss  die  Polare 
den  Kreis  schneiden,  mithin  die  Punkte  .r3.  y3  ausserhalb  oder 
auf  dem  Kreise  liegen,  also  (xt  —  ff')2+(ya— A')aTV2,  woraus 
man  die  bekannten  Bedingungen  ableitet.  —  Andererseits  zeigen 
die  Ausdrücke  für  x3,  y3,  dass  diese  Punkte  rlie  Centrale  im  Ver- 
hältniss  der  Halbmesser  theüen  und  mithin  mit  den  Mittelpunkten 
harmonische  Punkte  sind.  Nimmt  man  nun  einen  dritten  Kreis 
hin/u  und  nennt  die  neuen  beiden  Paare  Aehnlielikeitspmikte  .r»,  ;/a 
und  Xi,if\,    so  hat  man: 

AV+  AV  Ä'V±ÄV'"  A"V"  ±  AV* 

Ji=  "jJ'jgjr"»    St*"   Vi»*'  '    ft*"Vr±i*F"  ' 
9"t'  ±  s't" 


!/a—y%  _  AV ± (AV")  + AV" T (A'V)  —  A'V T AV" 
*■-**  "  jV±fffV')±sV"t(j"r")-A'T.^' 
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Die  Zeichen  der  eingeklammerten  Ausdrücke  rühren  von  ya,  xt 
her,  und  da  diese  von  A'2,  j/t  unabhängig  sind,  so  folgt,  dass  die 
eingeklammerten  Ausdrücke  unter  sich  und  ebenso  die  nicht 
eingeklammerten  unter  sich  zugleich  mit  dem  oberer)  oder  dem 
unteren  genommen  «erden  müssen,  dass  aber  die  Zeichen  der 
geklammerten  von  den  anderen  nicht  abhängen.  Ehen  diesell 
Bemerkung  gilt  für 

?,-»,  _  t  (*y )-  *v + vy+  />■/-  ±  p-y )  -t  ty 

*i  -  *,  _  T  toVJ-jVijV+jV  ±  (JV)  T  j'? 

Zur  Bildung  dieses  Ausdruckes  muss  man  erst  Zähler  und  Ni 
ner  von  >/3 ,  ^:3  mit  +1  niultiulicircn,   su  duss 
+  JV  +  hV 

Beachtet  man  nun,  dass  die  eingeklammerten  Glieder  in  beiden 
Brüchen  zugleich  mit  dem  oberen  oder  unteren  Zeichen  genom- 
men werden  müssen,  weil  sie  sich  auf  denselben  Punkt  beziehen, 
und  dass  die  oberen  Zeichen  dem  inneren,  die  untern  dem  äus- 
seren Aehnlichkeitspunkte  entsprechen,  und  dass  ferner  drei  von 

den  sechs  Punkten  in  einer  Geraden  liegen,  wenn  — -  =  — ", 

x3-x%      xY—xa 

so  erhält  man  aus   der  Vergleichung    der   beiden  Brüche   für    die 

verschiedenen  Zeichen  sehr   leicht  den   bekannten  Satz  von    den 

vier  Aehnlichkeitslinien. 

Wenn  auch  dieser  Beweis  etwas  weitläufig  ist,  so  hat  er  doch 

den    Vortheil,    sehr  allgemein   zu  sein    und   nicht  (wie  der  von 

Plücker)  einen  anderen  Lehrsatz  vorauszusetzen. 


- 


Aus  einem  Schreiben  des  Herrn  Dr.  Zelifuss  in  Heide 
berg  an  den  Herausgeber. 
Ich  habe  eine  unter  gewissen  Voraussetzungen  sehr  all^ 
meine  Formel  gefunden,  welche  ein  bestimmtes  Integral  mit  den 
Grenzen  oc  und  0  auf  ein  anderes  zwischen  denselben  Grenzen 
zurückführen  lehrt,  wobei  sich  häufig  Bestimmungen  ergehen. 
Ueberdiess  erhalt  man  wegen  Einführung  des  Imaginären  allemal 
zwei  Formeln  auf  einmal.  Eine  Skizze  desjenigen  Theils  meiner 
Formel,  welcher  zur  Herleitung  des  einen  von  Herrn  Lector  Lind  - 
man*)  erwähnten  Integrales  hinreicht,  lässt  sich  wie  folgt  geben. 

Um    /        F(x)dx   zu    verwandeln,    denke   man    es  als   einen 

speziellen  Fall  tfi(O)  von 
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/OD 


F(x+,ytf^\)dx. 

ö 

1)  Unter  Voraussetzung  der  Differentiirbarkeit  die- 
ses Integrales  nach  jedem  positiven  Werthe  von  y 
(wozu  vor  allen  Dingen  die  Endlichkeit  und  Stetigkeit  von  F(x-{-yi) 
für  alle  Werthe  von  x  und  y  zwischen  0  und  00  gehurt)  ergibt  sich : 

IsP  =  {f  *  F'{x +yi)dx  =  lF(Q0  +  yi) ~" iF(yi)' 

Es  sei  nun  v  so  bestimmt»  dass  für  n=oo 

lim  (n  +yi)v  F(n  +  yi)  =  L 
werde,  wo  iL  einen  constanten  Werth  vorstellt.    Nun  ist 

8»(y)  __       Li 

also 


2)  Wenn  nun  v>l,   so  fällt  rechter  Hand  das  erste  Glied 
weg,  und  indem  man  füry  die  Grenzen  oo  und  0  annimmt,  entsteht 

«(oo )-• iKO)  =  -  (/* "  *V).<%. 

0 

/OD 
ffc+ocdd«  verschwindet, 

o 

/OD 
F(#)€fcr  ist: 

u 

/OD  /»CD 

F{x)dx  =  ij       F(xi)dx. 
«o 
In  dieser  Fundamentalformel  setze  man  nun 

alsdann  sind  die  Bedingungen  (1),  (2),  (3)  erfüllt,  also  ist 

—j-jr-dm^J  ^^    dx, 

d.  h.  nach  Trennung  des  Realen  und  Imaginären : 

^=««(2^1)^     __+C08(,^     -j^^rd* 

•  0  0 

und 
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-810(2^-1)^       r+^==sin'iV  1— a?    dj>; 

o  o 

au«  beiden  Gleichungen  ergibt  sieh  durch  Auflosen : 

1  +  x*  2swfi7t     J  1— x*  2       &r 

O  0 

Das  andere  von  Herrn  Lector  Lindman  erwähnte  Integral  war 

,        /***  sinax  sinbx  ,  ^    , 

J=J dx,    a>6- 


Man  hat 


j  p9  cos(g  — fe)j?  —  cos(o  +  6)a: 

«/  —  a  #  "        " — — ' —  U  X  • 

o 


Da  nun  nach  einer  bekannten  Formel 

OD  £— ex — cos  ex 


J  * 

o 


cfo  =  0 


ist ,  so  lässt  sich  der  vorige  Werrh  auch  setzen : 


o 


od  ^-(a-d)*  _  e-{a+b)x  a  +  b 

x  a  —  o 


Nachsatz.    Um  den  Werth  des  bestimmten  Integrales 

*  sin  •+*+!«<&* 


xn+x 


zu  ermitteln,    worin  n  und  k  gerade  positive  Zahlen   sind,   ver- 
tausche man  x  mit  ax;    diess  gibt: 

*  sin* +  *+!(«#) 


'   «"^Z 


Ar» 


Nun  sei 

sin  w+*+1(cwr)  =  Ax  sin  a.r  +  Az  sin3&zr  +'  ....= 2!Ams\nmax  7 
wo  Ax,  A$....  Binomialcoeflicienten  vorstellen.    Alsdann  ist 

« 

sin  max 


an.J~  ZAm  I       —e 


dx* 


xn+l 
Differentiirt  man  beiderseits  nmal  nach  a,   so  kommt: 

•  »        «•  *        «  ,     ivS   P     sinnutx  ,        tc  ,     ,vS  _ 
n\J=  2Am.m«.(—  l)2  /       — - — <te=2  (—  l)*2m*Am, 


also  ist  ' 

n 
V2 


2  2 

Heidelberg,  den  3.  Februar  1860. 
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Literarischer  Bericht 


Joseph  Grallich, 

]'r„fcasor  der  lif.heren  Physik   an  der  Universität  in  Wien, 

stirb,    kaum  ÄO  Jahre  alt,  in   H  ien  an  der  Sc  Iiw  in  deucht 

am  13.  September  18ü9. 

Der  Herausgeber  des  Archivs  ist  durch  die  Nachricht  von  dem 
Dahinscheiden  des  obigen  trefflichen  jungen  mathematischen  Phy- 
sikers wahrhaft  erschüttert  worden.  Er  hatte  im  Jahre  1856  dae 
Glück,  denselben  persönlich  kennen  zu  lernen,  namentlich  einige 
ihm  ewig  unvergessliche  Stunden  in  dem  engeren  Familienkreise 
eines  von  ihm  wahrhaft  hochverehrten  Mannes  mit  dem  so  früh 
Dahingeschiedenen  zu  verleben,  und  glaubte  damals  in  demselben, 
im  höchsten  Grade  angezogen  durch  die  grosse  Liebenswürdig- 
keit und  Anspruchslosigkeit  seines  Wesens,  einen  jungen  Mann 
von  blühender  Gesundheit  zu  erkennen,  —  wenigstens  seiner  äus- 
seren Erscheinung  und  dem  ersten  dadurch  hervorgebrachten  Ein- 
druck nach,  worin  mau  sich  ohne  nähere  Kenntnis»  freilich  leider 
nur  zu  oft  täuschen  kann.  —  Desto  erschütternder  und  betrübender 
in  tu  sie  natürlich  die  Nachricht  von  seinem  Tode  wirken.  Was  Grai- 
Üch  der  Wissenschaft  war,  zeigen  seine  Arbeiten,  und  Alle,  die  ihm 
naher  standen,  namentlich  seine  trefflichen  Lehrer,  wissen  es; 
mehr  über  seinen  Werth  zu  sagen,  ist  jetzt  hier  nicht  der  Ort; 
es  kann  nur  der  Wunsch  ausgesprochen  werden,  dass  derselbe 
recht  bald  in  einem  ausführlichen  Necrolog,  um  dessen  Einseti- 
dung der  Herausgeber  des  Archivs  dringend  bittet,  vollständig 
gewürdigt  werden  möge.  G. 


Mechanik. 

Einleitung  in  die  Mechanik.     Zum  Selbstunterricht 
nit  Rücksicht  auf  die  Zwecke  des  praktischen  Lebend 
Tbl.  XXXIV.  HO.  l,  1 


1  Llltrnrht/ier  Utrltht  CX.WIII. 

Ton  II.  B.  Lflbsen.  IV.  Theil.  Fortsetzung  der  Dynamik 
Texter  Körper.  V.  Hydrodynamik.  VI.  Aerodynamik. 
Mit  51  Figuren  im  Text.     Hamburg.     O.Meissner. 

Wir  freuen  uns,  dass  unser  im  Literar.  Ber.  Nr.  CXXIX.  S.i 
ausgesprochener  Wunsch,  dass  noch  die  auf  dem  nbigcn  Titel 
angegebenen  Thcile  der  Mechanik  als  Fortsetzung  der  früheren 
in  der  genannten  Nummer  des  Literarischen  Berichts  angezeigten 
Theile  dieses  empfehlenswerten  Buchs  erscheinen  möchten,  schon 
jetzt  in  Erfüllung  gegangen  ist.  Die  Fortsetzung  der  Dynamik 
enthält  die  Gesetze  der  Pendelschwingungen,  die  Lehre  vom 
Mittelpunkt  des  Schwunges  und  des  Stosses  und  die  Lehre  van 
der  Wirkung  oder  Arbeit  der  Kräfte,  wo  eich  auf  S.  1 19.  die  histo- 
rische Notiz  findet,  dass  das  Maass  der  Kräfte,  welches  man 
jetzt  eine  Pferdekraft  nennt,  daher  entstanden  sein  soll,  das« 
Watt  gegen  einen  Fabrikanten,  der  eine  Mühle  durch  acht  Pferde 
bewegen  liess,  geäussert  haben  soll;  er  wolle  ihm  eine  Dampf- 
maschine liefern,  welche,  bei  geringeren  Kosten,  dasselbe  leiste, 
mit  derselben  Kraft  wirke,    wie  jene  acht  Pferde.     In  der  Hydro- 


dynamik  und   Aerodynamik    hat  sich  d 

das  Atlernothwendigste,   in    der  gewi'ih 

sten   Anwendbare  beschränkt,    nämlich 

fluss  des  Wassers  aus  Gefässen  bei  < 

Lehre  vom  Ansfhiss  des  Wassers  aus  | 

constanter  Druckhöhe,  die  Lehre  vom 

feste  Körper   und  umgekehrt,    und   auf 

der  Luft  aus  Behältern.      Bei  Wissenschaften ,    deren  Natur  noch 

so  sehr  eine  bloss  hypothetische  ist,    wie  die  der  Hydrodynamik 

und  Aerodynamik,    halten  wir   bei  i' 

des  vorliegenden  die  sehr  engen  G 

sich  hier  gezogen   hat,    für    völlig 

weisen    Übrigens    rücksichtlich 


dieses   Buch  auf  die  oben  angegebene  Nui 


er  Herr  Verfasser  nur  auf 
»liehen    Praxis  am  Häutig- 

auf  die  Lehre  vom  Aus- 
instanter  üruckhöhe,  die 
irismatischen  Gelassen  bei 
Sfoss  des  Wassers  £epen 

die  Lehre  vom  Ausflusse 


m  Buche  von  der  Ter 
en,  die  der  Herr  Verfasser 
>ckentsprechend,  und  ver- 
allgemeinen   Urtheils  Über 


■  des  Literar.  Ber. 


p  ii 


k. 


Der  Kedaction  des  Archivs  ist  der  nachstehende  Catalog 
akustischer  Apparate  zugesandt  worden,  welche  bei  Herrn  Ru- 
dolph König  in  Paris  (Place  du  Lycee  Louis-  Le- Grand,  B.) 
verfertigt  werden.  Schwerlich  wird  man  anderwärts  eine  so  voll- 
ständige Sammlung  schöner  und  neuer  in  das  Gebiet  der  Akustik 
einschlagender  Apparate  linden,  wie  hier,  wobei  wir  bemerken, 
dass  auch  die  Preise  uns  sehr  massig,    überall  dem  Werthe   der 


il  appare 

ils 

d'Ac 

nu 

stique. 

Iph  Kocn 

ig  i 

P*l 

LH, 

Place 

Paria,  I 

mpi 

■  i  m  B 

r  i  e 

Bailly, 

titerarircAer  Bericht  CXXXIII.  3 

Apparate  entsprechend,  angesetzt  zu  sein  scheinen.  Wir  halten 
aus  daher  für  verpflichtet,  unsere  Leser  auf  diesen  Catalog  auf- 
merksam zu  machen,  welcher  in  systematischer  Ordnung  237 
Nummern  enthält.  Die  Haupt- Rubriken  desselben  können  wir 
im  Folgenden  leider  nur  angeben: 

Catalogue  des  prineipa 
qui  se  fabriquent  ehez  Rud 
du  Lycee  Louis-Le-Grand,  I 
Divry  et  C«,  Place  Sorbonne,  2.     1859.    8". 

I.  Appareils  pour  la  produetion  du  son  dans  les  prineipaux 
cas  (N°.  1—30.)-  —  II.  Etudes  sur  l'origine  et  la  nature  dn  son 
(N°.  31—45.).  —  III.  Appareils  pour  tracer  et  pour  compter  les 
»Ibrations  (N°.46— 55.).  —  IV.  Appareils  pour  determiner  la  vitesse 
de  lapropagafion  du  son  ([Vu.  56— 59.).  —  V.  Appareils  pour  IVlude 
des  mouvemenfs  ondulatnires  et  vlbratoires.  (N°.  60—79.).  —  VI.  Vi* 
brations  de  l'air  (N°.  80— 123.).  —  VII.  Vibrations  des  cordes 
(N°.  124—133.).  —  VIII.  Vibrations  des  membranes  (N°  134-143.). 
—  IX.  Vibrations  des  verges  et  lames  (Nn.  144 — 158.).  —  X.  Vi- 
brations  des  plaques  (N*.  159 — 172.).  —  XI.  Comnninicafion  des 
vibrations  et  sytsemes  vibrants  (N".  173—190.).  —  Tahleaux  peints 
a  l'huilc  de  1  m£tre  50  sur  1  metre,  servant  aux  demonstrations 
publique«  d'un  cours  d'Acousfique  (N°.  191 — 232.).  —  Quelques 
modeles  d'anatomie  elastique  du  Dr.  Auzoux  (IN0.  233—237.). 

Man  wird  hieraus  die  grosse  Vollständigkeit  dieser  Sammlung 
ersehen  und  die  besondere  Hinneigung  der  physikalischen  Kabi- 
nette aller  Lehranstalten  auf  dieselbe  gewiss  gerechtfertigt  finden. 
Besonders  interessant  ist  aber  noch  die  dem  vorliegenden  Catalog 
beigelegte  Anzeige  eines  von  Herrn  Edouard-Leon  Scott  er- 
fundenen, von  Herrn  Rudolph  Koenig  construirten  Instruments, 
welches  unter  dem  Namen  ..Phonautoiraphe"  den  Zweck 
hat,  die  den  Schall  bedingenden  vlbratorischeii  Bewegungen  ge- 
wissermassen  niederzuschreiben  oder  bildlich  darzustellen.  Des 
Interesses  wegen,  welches  dieses  Instrument  nothwendig  erregen 
muss,  lassen  wir  das  Wesentliche  aus  der  uns  vorliegenden  An- 
zeige nachstehend  abdrucken,  indem  wir  des  Weiteren  wegen  auf 
den  Catalog  selbst  verweisen: 


Le  Phona 


phiqii 


ographe, 
ils.    lies 


,ppar. 


r  la  II 5 


i  gra- 


.Upo.l 

de  la  voix,  inventti  par 
ftdouard-Lenn  Scott  et  cnnstn.it  par  M.  Rudolph 
Koenig,  construeteur  d'instru  nieri  ts  d'aeoustique,  » 
Paris,  Place  du  Lycee  Louis- Le-Grand,  5.  Brevels 
francais  («.  g.  d.  g.)  et  «Strängen. 
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M.  Leon  Scott,  voue  par  sa  profcssion  ä  l'etude  artistique 
et  savanle  de  la  typographie ,  o  consacre  six  aunees  d'efTorts  et 
de  sacriSces  ü  la  recherche  d'une  Impression  naturelle  des  [dieno- 
menes  sonores ;  plm-ieurs  sociales  scientiliques  et  des  professeurs 
emi  Denis  mit  regu,  ä  diflerentes  reprises,  communicalinn  des  epreu- 
ves  par  Int  obtenues  de  soris  de  l'air,  de  bruits,  du  cliaitt  des 
Instruments  de  musique  et  de  la  vuix.  II  est  en  mesure  aujourd  hui 
de  fournir  am  savants  et  ntix  praticiens  im  Instrument  capable  de 
realiser  les  experiences  les  plus  curieuses  et  les  plus  variees. 

L'inventeitr  a  du  lutter  longtemps  coutre  les  obstaeles  de  toute 
nature  qui  se  rencontreut  a  la  naissance  des  deeouvertes  impnr- 
tant.es,  dont  le  restiltat  »e  s'adresse  pas  immediatenient  k  la  sa- 
tis  facti  011  des  besoins  materiell.  Heureusement,  im  auxiliaire  lui 
est  arme.  M.  Rudolph  Kuenig  s'est  mis  ä  sa  disposition  pour 
la  complete  mise  en  oeuvre  de  la  phonautographie.  M.  Scott 
doit  beaucoup  ä  ce  constructeur  habile  pour  l'execution  reguliere 
de  rinstruruent,  la  disposition  de  ses  diverses  parties  dans  de 
bonnes   conditions    acoustiques,     l'ingenieux   agencement  qui  doit 

Serrnettre  ä  l'appareil  de  figurer  hontirulilement  dans  mi  cabiuet 
e  pbysique.  En  moins  de  six  mois,  la  collahoratiou  de  l'inveu- 
teur  et  du  constructeur  a  danne  naissance  au  Phonaulographe,  en 
ce  moment  soumis  ä  l'appreciatiun  et  au  jugenieut  du  monde  de 
la  suience  et  de  l'art. 


La  Serie   des  experiences    dejä  reuseies   et   ijui  est  indique'e 

Slus  loin  montrera  I'etendue  des  Services  que  le  nnuvel  Instrument 
st  appele  ä  rendre  a  la  seience  alusi  qu'aux  arts  entre  les  malus 
des  physiciens,  des  physiolngistes,  des  professeurs  de  cuuserva- 
toire,  des  Ungutstes,  des  facteiirs  d 'instrumenta;,  des  amateurs 
curieux,  des  chercheurs  repandus  sur  la  surfaco  de  l'Europe  sa- 
vante,  II  euffira  de  dire  id  qu'on  obtient  facilement,  des  aujour- 
d'hui,  une  impression  correcte  d'un  grahd  nombre  de  mouvements 
rapides  et  specialenient  des  mouvements  vibralnires  qui  s'accom- 
plissent  dans  l'air  et  qui  sunt  produits  par  des  instrumenls  quel- 
conques,  soit  de  mecauique,  de  pbysique  ou  de  musique,  ou  meme 
des  vo'ix  ou  d'autres  agents  physiologiques,  et  qu'on  peut,  par 
extensiou,  en  multiplier  les  epreuves  par  les  nioyens  connus. 


Voici  une  serie  d'experiences   qu'on  peut  I 
nautograph'ie: 

lu  Ecrire  le  mnuve 
servir  de  terme  de  coi 
eompter,  au  moyen  du 


:,li-si: 


par  la  pho- 


tioas  executees   par 


.teilt  viltratoire  d'un  solide  quclconque  pour 
tparalsnn  avec  les  mouv einen ts  d'un  fluide ; 
chruuometre  pointear,  le  nombre  de  vibra- 
solide  dans  l'unile  de  temps; 


■ 
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*^°  Un  diapason  ayant  ete,  pnr  le  mnyen  de  i'experience  prece- 
dente,  etalonne  ä  un  nombre  determine  de  Vibration«  dans  l'unite 
de  temps  (500  ou  1000  par  exemple"),  compter,  en  [es  faisant 
ecrire  simultauement,  le  nombre  des  vibrations  accoraplies  par  un 
ageut  apte  ä  vibrer  {solide  ou  fluide)  dans  un  espace  de  temps 
attssi  court  quo  Ton  voudra  (quelques  milliemes  de  seconde). 
Exemple:  compter  et  niesurer  les  phases  diverses  d'un  bruit  et 
les  intervailes  de  temps  compris  entre  des  phenomenes  sonores 
rapides  et  successifs ;  e^irouver  ta  sonorite  relative  des  me'taux, 
des  alliages,  des  bois,  etc.; 

3°  Ecrire  les  vibrations  proriuites  dans  une  roembrane  par  un 
toyau  ou  plusieurs  sonnant  simultanement,  en  compter  le  nombre, 
en  montrer  les  phases;  obtenir  la  figure,  ou  diagramme  acousti- 
que,  de  chacun  des  accords  et  des  dissonnances ;  ecrire  de  meine 
le  chant  d'instruments  ä  vent  quelconques,  montrer  le  timbre  propre 
de  ces  Instruments;  ecrire  le  mouvement  eompose  resultant  de 
soos  de  deux  ou  de  plusieurs  instrumenta  jouaut  simultauement; 

4°  Ecrire  le  chant  d'une  voix;  en  mesurer  l'ätendue  par  le 
ehrouometre  pointeur  uu  le  diapason  etalnn  pointeur;  ecrire  la 
stamme  d'un  chanteur,  en  mesurer  la  justesse  par  le  diapason 
pointeur,  en  montrer  la  purete  (ou  l'isochronisiue  des  vibrations) 
ainei  que  le  timbre;  ecrire  une  nielodie  et  la  transerire  ä  l'aide 
du  diapason  poiuteur;  ecrire  le  cbant  simultane  de  deux  voix  et 
cd  montrer  l'accord  ou  le  desaccord; 

5°  Etuditr  acoustiquement  les  mouvements  physinlogiques  ou 
pathologiques  de  l'ap|)areil  vocal  et  de  ses  parties  pendant  les 
diflerentes  Emissions  de  sou,  le  cri,  la  toux,  etc.;  marquer  les 
accidents  de  timbre  propres  ä  une  voix  donnee; 

6°  Etuiller  la  voix  articulee  et  la  declamation,  ainsi  que  les 
diagrammes  syllabiques,  etc.; 

7°  Inscrire,  ä  l'aide  d'ajustenients  accessoires,  les  mouvements 
du  pendule,  du  toton,  de  l'aiguille  aimantee,  le  mnde  de  iocomo- 
tiou  d'un  insecte,  etc. 

Prix  de   l'appareil  eomplet,    dont  le  chronometre  et  le 

diapason  etalonne,  mentionnes  1°  et  2°,  fönt  partie    .     .    500  fr. 

—  Le  meine,  avec  cylindre  et  porle-membranc  en  bois  .    400   „ 

Bien  que  l'appareil  soit  d'un  maiii'ement  focile,  et  les  niani- 
pmlations  necessaires  ä  l'obtentioii  et  a  la  fixatiori  des  eprcuves 
aussi  simples  que  peti  nombreuses,  il  sera  donne  anx  personnes 
qui  Be  prncureront  un  appareil  nue  instruction  iletalllee  pour  son 
emploi. 


S'adrcsser,  pour  Vi 
Koenig,  Beul  construct 
Grand,  u°.  5; 


isilion  des  appareils,  ä  M.  Rudolph 
i  Paris,    place  du  l.ycee  Louis -le- 


Et  pour  les  cessions  de  brevete, 
■  Saint- Jacques,  11"  326. 


M.  P.  Clouvet,  avocat, 


Anleitung  zu  den  magnetischen  Beobachtungen. 
Von  Karl  Krall,  Director  der  k.  b.  Central- Anstalt  für 
Meteurologie  und  Erdmagnetismus  u.  s.  w.  Zweite  ver- 
mehrte Auflage.  (Als  Anhang  zum  XXXII.  Bande  der 
Sitzungsberichte  der  mathem.-naturw.  Clause  der  k.  k. 
Akademie  der  Wissenschaften.)     Wien.  1858.    8. 

Wir  freuen  uns  sehr,  diese  neue  Aullage  einer  aus  ihrer 
früheren  Ausgabe  hinreichend  bekannten  trefflichen  Schrift  anzei- 
gen zu  können.  Jedenfalls  enthält  diese,  aus  der  Feder  eines 
mit  der  Anstellung  magnetischer  Beobacfi hingen  und  allen  dazu 
gehörenden  Siteren  und  neueren  Apparaten  so  vollkommen  wie 
irgend  Jemand  vertrauten  Mannes  geflossene  Schrift  eine  der 
besten  Anleitungen  zu  solchen  Beobachtungen,  ivelche  es  giebt, 
und  muss  Allen,  die  sich  mit  solchen  Beobachtungen  beschäfti- 
gen wollen,  dringend  empfohlen  werden,  da  wir  sie  für  Jeden, 
der  sich  solchen  Arbeiten  zu  widmen  denkt,  geradezu  unentbehr- 
lich halten.  Auch  können  wir  namentlich  die  Versicherung  geben, 
dass  in  dieser  neuen  Ausgabe  alle  seit  dem  Erscheinen  der  ersten 
gemachten  neuen  Erlindungen,  sofern  sie  wirklich  wissenschaft- 
lichen und  praktischen  Werth  haben,  sorgfältige  Berücksichtigung 
gefunden  haben,  und  dass  alle  Instrumente  und  Apparate  durch 
sehr  saubere  Holzschnitte  erläutert  worden  sind.  Auch  sind  allen 
Methoden  vollständig  ausgerechnete  numerische  Beispiele  beige- 
lugt worden,  entnommen  aus  den  vielen  praktischen  Arbeiten, 
welche  Herr  Director  Kreil  auf  diesem  Felde  in  einer  langen 
Reihe  von  Jahren  in  allen  Thellen  des  österreichischen  Kaiser- 
staats ausgeführt  hat.  Zuerst  beschäftigt  sich  die  Schrift  mit  den 
Bestimmungsstückeu  der  magnetischen  Erdkraft,  nämlich  I.  der 
Declination,  II.  der  horizontalen  Intensität,  III.  der  lnclinalinn; 
hierauf  folgen  die  Variation«- Apparate  und  dann  die  astronomi- 
schen Beobachtungen,  die,  wie  sich  von  selbst  versteht,  mit  jeder 
magnetischen  Beobachtung  zu  verbinden  sind.  Den  Schluss  bil- 
det eine  Reihe  von  Tafeln,  welche  zur  wesentlichen  Erleichterung 
der  Rechnungen  sehr  geeignet  sind,  nämlich:  1.  Tafel  für  die 
Mittagsverbesserung.  II.  Tafel  für  die  Mitter  nach  tsver  bessern«  g. 
III.  Tafel  für  die  mittlere  Refractiou.  IV.  V.  VI.  Tafeln  für  die 
Torrectinnen  wegen  des  Luftdrucks,    der  Temperatur  des  Queck- 
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Silbers  und  der  Temperatur  der  äusseren  Luft-  VII  Hühenparat- 
tsxe  der  Sonne.  VW.  Logarithmen  von  m  und  n.  Bemerkungen. 
Miige  der  Herr  Verfasser  durch  Beachtung  seiner  ausgezeich- 
neten Schrift  in  möglichst  weiten  Kreisen  für  seine  bei  der  Be- 
arbeitung dieser  neuen  Auflage  gehabte  Mühe  reichlich  belohnt 
werden. 


Astronomie. 

Gewiss  ist  es  den  Lesern  des  Archivs  interessant,  zu  ver- 
nehmen, dass  die  Erben  Schumachers,  des  früheren  beruh: 
ten  Directors  der  Sternwarte  in  Altana,  dessen  Briefwechsel  mit 
Gauss  und  Olhers,  im  Ganzen  5  Bände  ä  28  Bogen,  heraus- 
zugeben beabsichtigen,  und  dass  die  Leitung  dieses  Unterneh 
mens  jedenfalls  keinen  besseren  Händen  anvertraut  »erden  konnte, 
als  denen  seines  trefflichen  Nachfolgers,  des  gegenwärtigen  hoch' 
verdienten  Directors  der  Altonaer  Sternwarte ,  Herrn  Prof.  Di 
C.  A.  F.  Peters.  Je  mehr  der  Unterzeichnete  selbst  das  An 
denken  Schumachers  mit  aufrichtiger  Pietät  in  seinem  Herzen 
bewahrt,  und  je  mehr  er  sich  durch  die  Freundschaft  des  treff- 
lichen Herausgebers  geehrt  und  beglückt  fühlt,  je  mehr  er  aber 
auch  —  was  natürlich  hier  die  Hauptsache  ist  —  von  der  sehr 
grossen  Wichtigkeit  dieses  Briefwechsels  in  wissenschaft- 
licher Rücksicht  überzeugt  ist:  desto  mehr  hält  er  sich  für 
verpflichtet,  die  Leser  seiner  Zeitschrift  auf  dieses  interessante 
und  wichtige  Unternehmen  aufmerksam  zu  machen  und  die  er- 
schienene desfallsige  Anzeige  nachstehend  vollständig  abdrucken 
zu  lassen.  Grunert. 


chaftliche  Co 


njnlc 


Die  Erben  meines  berühmten  Vorgängers  Schumacher  beab- 
sichtigen, die  nachgelassene  wissenschaftliche  Correspnndenz  des- 
selben herauszugeben  und  haben  mir  die  Ordnung  und  Auswahl 
der  Briefe  übertragen.  Diese  Briefe  sind  wegen  der  Verbindung, 
in  welcher  Schumacher,  beinahe  ein  halbes  Jahrhundert  hin- 
durch, nicht  allein  mit  den  Astronomen  und  den  Verfertigern 
astronomischer  Instrumente,  sondern  auch  mit  vielen  hervorragen* 
den  Gelehrten  der  verwandten  Wissenschaften  stand,  von  gros- 
ser Wichtigkeit  für  die  Geschichte  der  Fortschritte  der  exaeten 
Wissenschaften  und  enthalten  einen  reichen  Schatz  von  Erörte- 
rangen,    die   sich   auf  alle  Tbeüe,    insbesondere  jedoch  auf  den 
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Iteo  Wehten  de  u  Titeil  der  Astronomie ,  auf  Geodäsie,  Magnetismus, 
auf  Währungen  etc.  beziehen.  Ausserdem  enthalten  sie  viele  in- 
teressante Urtheile  über  astronomische  Schriften  und  Arbeiten, 
l'lber  Instrumente  etc.  Sie  werden  daher  ein  wichtiges  Geschenk 
für  Astronomen,  Mathematiker  und  Physiker  bilden  und  ohne 
Zweifel  (ordernd  und  anregend  auf  deren  Wissenschaften  einwirken. 

Zuvörderst  wird  der  Briefwechsel  Schumacher'»  mit  Olbers 
und  Gauss  vei Öffentlich!  werden.  Durch  die  freundliche  Bereit- 
willigkeit des  Herrn  Senators  Olbers  in  Bremen,  so  wie  des 
Herr»  Ober-Baurathcs  Gauss  in  Hannover  und  des  Vorstandes 
der  Universität  zu  Göttinnen  sind  die  Briefe  von  Schumacher 
an  Olbers  und  Gauss  gleichfalls  zur  Verfügung  gestellt ;  so  dt» 
also  beide  Correspondenzen  jetzt  vollständig  vorliegen. 

Um  die  Mittel  zur  Bestreitung  der  Druckkosten  zu  erlangen, 
haben  die  Schumacher'schen  Erben  den  Weg  der  Subscription 
gewählt.  Sobald  jene  Kosten  gedeckt  sind,  wird  der  Druck  sei- 
nen Anfang  nehmen  und  möglichst  schnell  gefördert  werden. 

Der  Briefwechsel  zwischen  Gauss  und  Schumacher  wird 
3  Uctavbände  von  ungefähr  28  Bugen  jeder,  und  der  zwischen 
Olbers  und  Schumacher  etwa  2  ähnliche  Blinde  füllen.  Auf 
diese  beiden  Briefwechsel  kann  einzeln  subscribirt  werden  und  ist 
der  Preis  j.ro  Band  auf  3  Thaler  Preuss.  Cour,  oder  4  Thaler  R.-M. 
gesetzt,  die  bei  Ablieferung  jedes  einzelnen  Bandes  bezahlt  werden. 

Aufträge  bitte  ich  au  mich  adressiren  zu  wollen.  Es  wäre 
erfreulich,  wenn  die  Herren  Subscribenten  ihre  Aufträge  recht  bald 
einreichen  möchten,  weil   der  Beginn  des  Drucks  davon   abhängt. 

Altana  1858  März  16.  Prof.  C.  A.  F.  Peters, 

Director  der  Altonuer  Sternwarte. 


Vermischte  Schriften. 


^Regi, 


terofLiterature  and  Science, 
f  the  Catholic  University  of 


The  Atlantt 

Conducted  by  I 

Ireland.    N°.  IV.    July  1859.    8°. 

Die  drei  ersten  iSummern  dieses  aueb  rücksichtlich  seines 
nicht-mathematischen  und  physikalischen  Inhalts  vieles  Interes- 
sante enthaltenden  Journals  sind  in  den  Literarischen  Berichten 
Nr.  CXXVI.  S.  8.  und  Nr.  CXXXI.  S.  10.  angezeigt  worden.  Die 
vorliegende  Nummer  enthält  die  folgenden,  in  den  Kreis  des 
Archivs  gehörenden  Aufsätze:    Scientific  Researcb.es.     Art.  I. 
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On  the  use  of  the  Sections  of  the  Cnne  in  the  Solution  of  certain 
Geometrical  Problems.  By  Rev.  W.  G.  Penny,  M.  A.  (Auf  die- 
sen zwar  elementaren,  aber  manches  Lehrreiche  und  Bemerkens- 
•vertlte  enthaltenden  Aufsatz  hoffen  wir  im  Archiv  später  noch 
besondere  zurückzukommen).  —  Art.  H.  Note  on  the  Thickness 
oftheEarth'sCrnst.  By  Henry  Hennessy.  F.  R.  S.  —  Ein  zwar 
nicht  unbedingt  in  den  Kreis  des  Archivs  gehörender,  aber  doch 
im  Allgemeinen  sehr  interessanter,  mit  grossem  Fleiss  in  clima- 
tologischer,  meteorologischer  und  statistischer  Rücksicht  bearbei- 
teter Aufsatz  ist:  Art.  III.  Climalology  of  Lisbon  in  Relation 
to  the  Yellow  Fever  Epidemie  of  1857.  By  Robert  D.  Lyons. 
M.  D.  —  Auch  möge  in  chemischer  Rücksicht  noch  er«  (Mint  wer- 
den: Art.  IV.  On  the  change  nt  Caseineinto  Alliumen  with  soine 
Observation*  on  Lactic  Fermentation.    By  William  K.  Süll  i  van. 

Sitzungsberichte  der  kaiserlichen  Akademie  der 
Wissenschaften  zu  Wien.  (S.  Literar.  Ber.  Nr.  CXXIV. 
S.  5.) 

Ueber  die  neue  sehr  zweckmässige  Einrichtung  dieser  so  viel- 
fach wichtigen  Sitzungsberichte  ist  im  Literar.  Ber.  Nr.  CXXIV. 
S,  8.  Nachricht  gegeben,  worauf  wir  also  des  Folgenden  wegen 
ein  für  alle  Mal  verweisen. 

Band  XXX.     1858. 

Nr.  16.  Vogel:  Ueber  die  Entmischung  des  Weingeistes 
in  Folge  spontaner  Verdunstung.  S.  261.  —  Löwy:  Elemente  der 
Bahn  des  von  Bruhns  am  21.  Mai  1858  in  Berlin  entdeckten 
Cometen.     S.  271. 

Nr.  17.  Handl  und  Weiss:  Untersuchungen  über  den  Zu- 
sammenbang in  den  Aenderungen  der  Dichten  und  Brechungs- 
Exponenten  in  Gemengen  von  Flüssigkeiten  und  Verbindungen  von 
Gasen.     S.  389. 

Band  XXXI.    1858. 

Nr.  18.  Starke:  Ueber  ein  kleines  Passage-  und  Höhen- 
mess  -  Instrument,  welches  in  der  Werkstatte  des  polytechnischen 
Institutes  verfertigt  worden  ist.  S.  3.  (Wir  bemerken ,  dass  dieses, 
wie  es  scheint  sehr  schöne  und  zweckmässig  eingerichtete  Instru- 
ment, dessen  Fernrohr  14  Zoll  Brennweite,  15  Linien  Oeffnung 
und  eine  28malige  Vergrösserung  hnt;  bei  welchem  ferner  der 
Vertikalkreis  8  Zoll  Durchmesser  hat  und  durch  zwei  diametrale 
Nonien  10  Secunden  angiebt,  der  Horizontalkreis  dagegen  mittelst 
eines  Nonius  von  30  zu  30  Secunden  getheilt  ist,  nur  300  Fl. 
=  200  Thlr.    kostet,     wogegen    der    Preis,    wenn    der    Horizon 


Il> 
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lidkreis  ebenfalls  durch  2  Nonieti  von  10  Bn  10  Secunden  getheilt 
ist,  eich  auf  330  Fl.  =220  TMr.  stellt.  Bei  der  grossen  Solidi- 
Igt  aller  MM  der  Werketitte  des  polytechnischen  Institute  in  Wien 
hervorgehenden  Arbeiten  int  dieser  Preis,  «ie  jeder  Keimer  siebt- 
ein  überaus  massiger,  weshalb  Instrumente  dieser  Art  allen  Lehr- 
anstalten recht  sehr  empfohlen  ho  «erden  verdienen.)  —  Simerba: 
l>ie  Perioden  der  quadratischen  Zahllormen  bei  negativen  Deter- 
minanten. S.13.  —  Weissr  Ueher  die  Bahn  der  Ariadne.  S.  68. 
—  v.  Lang:  Untersnchnnaen  Ober  die  physikalischen  Verhält- 
nisse  krvstallisirter  Kiirper.      .S.   S.i. 


!  Landschafts  -   als  Fern 


Nr.   13.     Pctzval:     Ueher    da. 
röhr  Objectiv.     S.  213. 

Nr.  20.  Strauch:  Auszug;  aus  der  Abhandlung:  Anwendung 
des  sogenannten  Variatinnscalculs  auf  zweifache  nnd  dreifache 
Integrale.  S.  310.  —  Kämtz:  Knie  über  bar«-  nnd  thermnme- 
trische  Windrosen.  S.  333.  —  Haidinger:  Neueste  genaue  Lun- 
gen- und  Rreilenbeslimmungeii  auf  St.  Paul,  durch  Herrn  k.  k. 
Schiffs -Fähnrich  Robert  Müller  von- Sr.  Majestät  Fregatte  No- 
vara  ausgeführt.  S.  351.  —  Oeltzen:  Argelander's  Zonen-Be- 
obachtungen (Fortsetzung).  Sechste  Ahtheilung  von  10*  bis  23». 
S.  357. 

Band  XXXII.    1858. 

Nr.  21.     Ludwig  und  Stefan:    Ueher  den  Druck,    den  das 

flicss he   Wasser  senkrecht   z.n  seiner  Stronirichtung  ausübt.      (Mit 

3  TaMn)  S.  25.  —  Graltich  und  ?.  Lang:  Untersuchung« 
Ülter  die  physikalischen  Verhaltnisse  krystallisirter  Körper.  H. 
S,  43.  —  Petorin  und  Weiss:  Untersuchungen  über  das  Tönen 
der  Flammen  flussiger  und  fester  Körper.  Mit  t  Tafel-  S.  68.  — 
Ditscheiner:  Ueher  die  graphische  Linien-Ellipsen-Methode. 
Mit  2  Tafeln.     S.  76. 

Nr.  22.  A  Freih.  v.  Baumgartner:  Nachtrag  zu  meinem 
Aufsätze:  Von  der  Umwandlung  der  Wärme  in  Elektricität.  S.  157. 
(Der  hochverdiente  Verfasser  dieses  Aufsalzes  hatte  im  Jahrgange 
1Ö56  der  Sitzungsberichte.  Band  XXII.  eine  hüchst  lesenswert  he 
Abhandlung  unter  den»  Titel:  „Von  der  Umwandlung  der  Wärme 
in  Elektricität"  Ferüffentlicht.  Gegen  die  in  dieser  Abhandlung 
vorgetragenen  Ansichten  hat  Herr  Prof.  Müller  in  Freiburguß. 
einige  Bedenken  vorgetragen,  welche  Herr  Freiherr  v.  Baum- 
gartner in  dem  vorliegenden  Aufsatze  mit,  wie  es  uns  scheint, 
siegreichen  Gründen  widerlegt,  zugleich  aber  noch  andere  sehr 
beachtenswerthe  und  lehrreiche  Bemerkungen  beifügt,  die  wir  der 
Aufmerksamkeit  unserer  Leser  empfehlen.)  —  Karl  v.  Sonklar: 
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Hie   Transversal -Schwingungen   eines   elastischen    Stabes. 
J.207.  —  Alle:     Ueber  die  Bahn  der  Leda.     S.  258. 

Nr.  %\.     Weisse:    Verclefrhung   des    „Catalogus    generalis 

in  Struve's    „Stellarurn  Gxarum  imprimis  duplieium 

I  mulriplicinm  pnsiliones  mcdiae.     PetropolL  1852"  mit  den   bei- 

Catalngcn    tu    Bessel's   Zonen- Beobachtungen.     S,  270.  — 

nii'i!  cm-hi :     Bella    legge   fondauientale  delle  verge    vibranti 

•  delle  cjitine  a  bocea.     S.  290.  —  Derselbe:     Legge  archetipa 

eile  verghe.     S.  301. 

Band  XXXIII.     1858. 
Nr.  24.     Blaserna:    Ueber  den  inducirten  Strom  der  Neben- 
Mtterie.'  S.  25.  —  Löwy:    Bestimmung  der  Bahn  des  Kometen 
.  185S.     S.  150.   —  v.  Lang:    Ueber    die    Minimum-  Ablenkung 
r  Lichtstrahlen  durch  doppelt  brechende  Prismen.     S.  155. 

>.     Knochenhauer:    Ueb*r  den   elektrischen  Zustand 
r  Nehenbatterie  wahrend  ihres  Stromes.    S.  163. 
Nr.  26.     Simerka:    Lösung  zweier   Arten   von  (Gleichungen, 
.  277.  —  Unser:     Botanische  Streifzüsie    auf  dem  Gebiete  der 
Biturgeschichte  (allgemein  iuteressant).     S.  303. 

Nr.  27.     Weiss  :    Ueber  die  Bahn  des  Kometen  VIII.  des  Jah- 
i  1858.    S.  35'J.  —  (irailich  und  Lang:   ÜBtersuchungenüber 
%m  physikalischen  Verhältnisse  krystalllsirter    Körper    (IV.  Fort- 
■  ung).     S.  36«. 

v.  Lang:  Die  Aenderungen  der  Krystall-Axen  de» 
rnfjonites  duich  die  Wärme,  gerechnet  aus  Rudberg's  Beobach- 
ten. S.  577.  -  Adolph  Weiss  und  Edmund  Weiss: 
utersuchungen  über  den  Zusammenhang  in  den  Aenderungen  der 
lebten  und  Brechungs  Exponenten  in  Gemengen  von  Flüssigkeiten, 
(iraillch :  Ueber  symmetrische  Functionen,  welche 
r  Darstellung  gewisser  physikalischer  Verhältnisse  krystallislr- 
t  Körper  dienen  können.  8.  657.  (Wir  empfehlen  diese  Abhandlung 
:ht  sehr  der  Beachtung.) 

Band  XXXIV.     1859. 
Nr.  1.     v.  Lang:    Einige  Bemerkungen  zu  Herrn  Dr.  J.  Ste- 
Abhandlung :     Ueber    die   Traiisversalschwingungeu    eines 
istischen  Stabes.     S.  63. 
Nr.  2.     Knochenhauer:    Ueber  den  Strom  der  Nebenbatte- 
S,  77.  —  Murmann  und  Itotter:    Untersuchungen  über  die 
sikalischen  Verhältnisse  krystalüsirter  Körper.     S.  135. 
Nr.  3.    Löwy:  (Jeher  die  Bahn  des  Kometen  Donati.  «.207.  — 
üffler:     Ueber  die  Methode,  die  gross  ten  und  kleinsten  Werthe 
istimmter  Integral  Torrn  ein  zu  linden.     S.  227. 
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Band  XXXV.    1869. 

Nr.  7.  Tschermak:  Ueber  den  Zusammenhang  zwischen 
der  chemischen  Constitution  und  dem  relativen  Volumen  bei  flüs- 
sigen Verbindungen.    S.  18. 

Nr.  8.  Gzermak:  Deber  die  Sprache  bei  luftdichter  Ver- 
schliessung  des  Kehlkopfes.  S.  63.  —  Reitlinger:  Ueber  flüs- 
sige Isolatoren  der  Elektricität.    S.  73. 


Die  Königlich   Belgische  Akademie    der  Wissenschaften     zu 
Brüssel  hat  unter  dem  Titel: 

Tables  g^nerales  et  analytiques  du  Recueil  des 
Bulletins  de  l'Acadämie  Royale  des  sciences, 
des  lettres  et  des  beaux-arts  de  Belgique.  lre 
Serie.  Tome  1  a  XX111.  (1832—1856.)  Bruxelles. 
Hayez.  1858.    (395  Seiten  in  8°.) 

ein  überaus  vollständiges  Inhaltsverzeichniss  ihrer  „Bulletins" 
veröffentlicht,  welches  aus  den  beiden  Theilen  „Table  des 
inatieres"  und  „Table  des  auteurs"  besteht.  Bei  der  gros- 
sen Wichtigkeit  dieser  Bulletins  für  die  Wissenschaft  machen 
wir  unsere  Leser  auf  dieses  Inhaltsverzeichniss  besonders  auf- 
merksam, welches  bei  vielen  wissenschaftlichen  Untersuchungen, 
wo  es  nftthig  ist,  auf  die  wichtigen  Arbeiten  der  Belgischen  Aka- 
demie zurückzugehen,  die  wesentlichste  Erleichterung  gewähren 
und  solche  Untersuchungen  sehr  zu  unterstützen  geeiguet  sein  wird. 
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Mathematische 
um!  physikalische  Bibliographie. 


1.  Bd.:  Gemeine 
.  8°.    geli.    I.i:i|i- 


eeachlcbte  der  Mathematik   und   Physik. 

K.  v.  Littrow,  Privatleistungen  auf  astronomischem  Gebiete. 
Ein  Vortrag.     8".    geh.     Wien.    7  Ngr. 
Arithmetik. 

Ft.  Baitier,  Die  Elemente  der  Mathematik. 
Arithmetik,  allgemeine  Arithmetik,  Algebra,  gl 
«ig.     I  Thlr.  tj  Ngr. 

A.  Decker,  Lehrbuch  der  Algebra  für  Ober -Gymnasien  und 
Ober-Realschulen,     gr.  8°.     geh.     Truppau.     I  Thlr.  4  Ngr. 

Athanase  Dupre,  Examen  d'une  proposition  de  Legendi 
relative  ä  la    theorie   des   nombres.      Ouvrage  place  en  prämiere 
ligne  par  l'Academie  des  sciences  dans  le  coueours  pour  le  grand 
prix  de  raatheniatiques  de  1858;    suwi  d'un  memoire  sur  la  reso- 
lution  des  equations  numeriques.     Paris.     8U.     1  Thlr.  10  Ngi 

Fe'aux,  Buchstabenrechnung  und  Algebra  nebst  Uebungs 
gaben.     2.  Aufl.     gr.  8°.     geh.     Paderborn.     17VB  Ngr. 

F.  Mocnik,  Lehrbuch  der  Arithmetik  für  die  Unter-Gymna- 
sien.    1.  Abtueil.     10.  Aufl.     gr.  8".     geh.     Wien.     16  Ngr. 

J.  Tb.  H.  Rosenberg,  Arithmetische  Aurgaben.  Entworfi 
und  für  den  Schulunterricht  geordnet.  1.  Lief.  4.  Aufl.  8°.  geh 
Hamburg.     7'/a  Ngr. 

K.  Thomas,  Das  pythagoreische  Dreieck  und  die  ungeradi 
Zahl.  <  Ein  Beitrag  zur  Einleitung  in  das  Studium  des  rechttvink 
ligen  Dreiecks.     Lex.-8°.     geh.     Berlin.     1  Thlr. 

A.  Winckler,  Allgemeine  Transformation  der  bestimmten 
Doppel  -  Integrale.     Lei.  -  8°.     geh.     Wien.     3  Ngr. 

G.  Wirth,  Algebraische  Aufgaben.  Gesammelt  und  mit  ele- 
mentaren Lösungen  versehen.  2.  Aufl.  8°.  geh.  Langensalza.  9  Ngr. 

deometrle. 

A.  Decker  uud  E.  Netolu'ka,  Anfangsgründe  der  Stereo- 
metrie mit  besonderer  Rücksicht  auf  praktische  Anwendung  etc. 
%  Ausg.     gr.  8°.     geh.     Brünu.     12  Ngr. 

N.  Fialkowski,  Theilung  des  Winkels  und  des  Kreises  oder 
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-,  Qtiadri-  und  Pnlysection  jedes  beliebigen  Winkele  n 
i  Methoden,     gr.  8°.     geh.     Wien.     2  Thlr. 

H.  B.  Lühsen,  Ausführliches  Lehrbuch  der  analytischen  höhe- 
ren Geometrie  zum  Selbstunterricht.  4.  Aufl.  gr.  8°.  geh.  Hau 
bürg.     I  Thlr.  10  Ngr. 

F.  Mornik,  Geometrische  Anschamingslehre  für  die  Unter- 
Gymnasien.    I.  Abtb.    4.  Aufl.    gr.  8°.    geb.    Wien.    VI  Ngr. 

J.  Salomon,  Lehrbuch  der  reinen  Elementar- Geometrie  üuhi 
öffentlichen  Gebrauche  und  Selbstunterrichte.  4.  Aufl.  gr.  8°.  geh. 
Wien.     2'/a  Thlr. 

O.  Schlümilch,  Grtmdzüge  einer  wissenschaftlichen  Dar- 
stellung der  Geometrie  des  Maasses.  1.  Thl. :  Planimetrie  und  ebene 
Trigonometrie.     3.  Aufl.     gr.  8U.     geh.     Eisenach.     1%  Thlr. 

R.Schmidt,  Theoretisch -praktische  Anleitung  zum  geome- 
trischen Zeichnen,  zur  Schatteuconstruction  und  zur  Perspective. 
3.  Ausg.     gr.  8°.     Mit  Atlae  in  4°.     geh.     Leipzig.     I  Thlr. 

R.  Schnedar,  Grundzöge  der  darstellenden  Geometrie  nebst 
ihrer  Anwendung  auf  Schattenhestiramungen,  Linear- und  Parallel- 
Perspective.     2.  Aufl.    gr.  8".     geh.     Brunn.     J  Thlr   4  Ngr. 

Trigonometrie. 

H.  Pfaff,  Die  ebene  Trigonometrie,  gr.  8°.  geh.  Erlangen. 
3%  Ngr. 

«eodftaie. 

C.  Dittmann,  Coordinaten-  und  Tangenten  tafeln  nebst  An- 
leitung zur  Erleichterung  und  Abkürzung  trigonometrischer  und 
pnlygonometrischer  Winkel-  und  Linien-Berechnungen.  Lex. -8*. 
geh.     Würzburg.     1  Thlr.  12  Ngr. 

Mechanik, 

W.  Schrader,  Elemente  der  Mechanik  und  Maschinenlehre. 
mm   Selbststudium.     1.  Tl 
1%  Thlr. 


Für  technische   Lehranstalt 
Geomechanik,     gr.  8°.     geb. 


Halle. 


OptUf. 

V.Adam,  GrundformelnderDioptrik.  4°.  geh.  Brunn.  7>/«Ngr. 
H.  W.  Dnre,  Optische  Studien.    Fortsetzung  der  in  der  „Dar- 
stellung der   Farbenlehre"    enthaltenen.     Berlin.     8°.     Mit  8  Bei- 
lagen.    IS  Ngr. 

F.  Graevell,  Ueber  Licht  und  Farben.  Mit  besonderer  Be- 
siehung auf  die  Farbenlehren  Nevtton's  und  Goethe's.  Mit  Taf. 
£erlin.     8°.     1  Thlr.  10  Ngr. 

'--'e,  Explicatio  facti,    quod  minimae  paulum  fucentes  stel- 
i  peripheria  retinae  cerni  possint.    gr.  4".    geh.    Lipsine. 


Astronomie. 

Atlas  des  nördlichen  gestirnten  Himmels  für  den  Anfang  des 
Jahres  1855  entworfen  auf  der  konigl.  Sternwarte  zu  Bonn,  Von 
F.  Argelander.    4.  Lief.     Bonn.     3  Thlr. 

M.  Biot,  Etudes  sur  1'astrnnomie  indienne.  In-4°.  Avec 
1  p!.     Paris.     (Extrait  du  Journal  des  savants.) 

P.  A.  Hansen,  Auseinandersetzung  einer  zweckmässigen  Me- 
thode zur  Berechnung  der  absoluten  Störungen  der  kleinen  Pla- 
neten.    3.  Abhandl.     gr.  Lex. -8°.     geh.     Leipzig.    2  Thlr.  12  Ngr. 

P.'Lacheze,  Le  Systeme  du  monde  d 'apre  8  MoTse,  pre- 
cede  d'une  Chronologie  et  de  reeherches  sur  la  qnestion  de  la 
päque,  et  conteuant  des  decouvertes  sur  la  lumiere  zodiacale. 
In -8.  et  pl.     Paris. 

M.  Löwy,  Bahnbestimmnngen  des  ersten  Kometen  1857. 
Lex.-8°.    geh.     Wien,     4  Ngr. 

C.  Rümker,  Neue  Folge  der  mittleren  Oerter  von  Fixster- 
nen für  den  Anfang  von  1850.  Abgeleitet  aus  den  Beobachtun- 
gen anf  der  Hamburger  Sternwarte.  (2.  Abth.)  Die  6.  Stunde  enth. 
Hamburg.     4°.     8  Ngr. 

U.  J.  Le  Verrier,  Annales  de  l'Observatoire  imperial  de 
Paris.     Obserrations.     Tome  2.     In  -4.     Paris.     41)  fr. 

J.  P.  Villeneuve,  Systeme  planätaire.  Intrnduction  expti- 
cative  re"dtge"e  par  un  äncten  officier  de  fetal. -major,  gr.  8°.  eeb, 
Wien.    2  Thlr. 

ÜTaiitfK. 

M.  F.  Maury,  Explanations  and  Sailiug  Directions  to  accom- 
pany  the  Wind  and  Current  Charts,  approved  by  Cpt.  D.  N.  In 
graham,  and  published  by  Authority  of  Hon.  Is.  Toucey.  Vol.  II. 
8th  edit.  enlarged.    Washington.    8°'.    Mit  7  Taf.    14  Thlr. 

Physik. 

Annales  de  l'observatoire  physique  centrale  de  Bussie,  publiees 
par  A.  T.  Kupffer.  Annee  1856.  2  Nrs.  gr.  4°.  St.  Peters- 
burg u.  Leipzig,     cart.    9  Thlr.  10  Ngr. 

G.  A.  Baurmeister,  Die  Ursachen  der  zunehmenden  Fall- 
geschwindigkeit bei  Körperbewegungen,  gr.  8°.  geh.  Leipz.  10  Ngr. 

Correspondance.  nn!teorologique.  Publikation  annuelle  de  I'ad- 
ministratinn  des  ruines  de  Ruseie  red.  par  A.  T.  Kupffer.  Armee 
1857.     gr.  4°.     St.  Petersburg  u.  Leipzig,     geh.     6  Thlr.  20  Sgl-. 

W.  Eisenlobr,  Lehrbuch  der  Physik  zum  Gehrauche  hei 
Vorlesungen  und  zum  Selbstunterrichte.  8.  Aufl.  1.  Hallte,  gr.  8°. 
geh.     Stuttgart.     Preis  für  das  vnllst.  Werk  2  Thlr.  20  Ngr. 


s  elektri; 


A.  H.  Emsmann,  Physikalisch e  Vorschule,  ein  ausgefüllt 
ter  vorbereitender  Cursus  der  Exuerimental-  Physik  für  Gymiii 
sien,  Realschulen  mid  höhere  Bürgerschulen,    gr.  8°.    gelt.    20  N 

A.  v.  Ettingshausen,  Anlange  gründe  der  Physik.  4.  Aal 
gr.  8°.    Wien.    3'/,  HWr, 

J.  Gavarret,  Lehrbuch  der  E  Ick  tri  d  tat.  Deutsch  liearbi 
tet  von  R.  Arendt.     3.  Lief.    8°.     geh.     Leipzig.     J  Thlr. 

J.  F.  Derbart,  Die  metaphysischen  Anfangsgründe  der  TIw 
rie  der  Elementar- Attraktion.  Aus  dem  Latein,  übersetzt  i 
eingeleitet  von  K.  Thomas.     Lex.-8U.     geh.     Berlin.     20  Ngr. 

K.  W.  Knochenhauer,  Ueber  die  Theiluug  d 
Stroms.     Lex.-8°.     geh.     Wien.    4  Ngr. 

W.  Lachmaii«,    Die  Jahreszeiten    in  ihrer  klimatischen  i 
thermisch  eu    Begrenzung,    ein    Beitrag  zur  Meteorologie.     Braui 
schweig.    8°.    12  Ngr. 

J.  I,, Min.nl,  Monatliche  und  jährliche  Resultate  der  au  der 
küit.  Sternwarte  bei  München  in  dem  32jährigen  Zeitraum  1825—1856 
angestellten  meteorologischen  Beobachtungen.  3.  Suppl.-Baud  zu 
den  Amialen  der  Münchener  Sternwarte,  gr.  N".  München.  1  Thlr. 
23  Ngr. 

Physikalisches  Lexicon.  Encyklopadie  der  Physik  und  ihrer 
Hilfswissenschaften.  Von  O.  Marbach.  Fortge«.  von  C.  S.  Cor- 
nelius.   75.— 78.  Lief.    geh.    Lex.-8°.    Leipzig,    ä  15  Ngr. 

L.  Mathiessen,  Neue  Untersuchungen  über  frei  rotirende 
Flüssigkeiten  im  Zustande  des  Gleichgewichts.  Ein  Beitrag  zur 
mathematischen  Physik,     gr.  4".     geh.     Kiel.     I  Thlr. 

F.  J.  Pisco,  Lehrbuch  der  Physik  für  Unter- Realschulen. 
4.  Aufl.     8°.     geb.     Brunn.     24  Ngr. 
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leobachtungeu  über  die  mit  der  Hohe 
zunehmende  Temperatur  in  der  unmittelbar  auf  der  Erdoberfläche 
ruhenden  Region  der  Atmosphäre.  Lex.-8°.  geh.  Wien.  8  Ngr. 
Repertoriuni  für  Meteorologie.  Herausg.  von  der  kaiserl.  geo- 
graphischen Gesellschaft  zu  St.  Petersburg,  red.  v.  L.  F.  Kanitz. 
I.  Bd.  1.  Hft.     gr.  4".     Dorpat  u.  Leipzig.    Preis  für  4  Hft.  8Thlt. 

A.  Reslhuber,  Bericht  über  die  am  21.  u.  29.  April  1859  zu 
KremamünsterbeiiliachtetenNordlichter.  Lex.  8°.  geh.  Wien.  2  Ngr. 

B.  V.  WHllerstorf-Urbair,  Zur  Vertheilung  der  Winde  auf 
der  über  fluche  der  Erde,  die  Monsune,  insbesondere  jene  des  chinee. 
Meeres.  Schreiben  anHrn.  v.  Wüllerstorf  von  M.  F.  Maury.  Zwei 
Mittbeil,  vorgelegt  v.  W.Haidinger.  Lex.-8°.  geh.  Wien.  V8  Thlr. 

G.  Zeuner,  Gruodzüge  der  mechanischen  Wäintetheorie.  Mit 
besond.  Rücksicht  auf  das  Verhaltendes  Wasserdanipfes.  gr.8°.  geh. 
Freiberg,   l'/«Thlr. 
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ematischer   und    physikalischer   Unterricht 

Für  die  preussiscben  Real-  und  höheren  Bürgerschulen  ist 
so  eben  bei  der  neuen  Organisation  dieser  Lehranstalten  eine 
neue  ausführliche  Unterrichts-  und  Prüfungs-0  rdnuug  er- 
schienen *).  Dieses  neue  Reglement,  welchen  mit  Recht  von  dem 
ganzen  Lande  mit  besonderer  Freude  und  Uenugthuung  begrüsst 
worden  ist,  ausführlich  zu  besprechen,  kann  hier  natürlich  nicht 
der  Ort  sein;  einer  vorzugsweise  auch  der  Forderung  des  mathe- 
matischen und  physikalischen  Unterrichts  gewidmeten  Zeitschrift, 
«ie  dem  „Archiv  der  Mathematik  und  Physik",  geziemt 
es  aber  wnhi,  über  eine  so  wichtige,  so  sehr  und  sn  tief  in  das 
ganze  Volks-  und  .Staats leben  eingreifende  Verordnung  rücksichtlich 
des  genannten  Unterrichts  einige  Worte  zu  sagen,  namentlich  wenn 
es  mit  so  grosser  Freude,  mit  so  grosser,  aus  innerster  Ueber- 
zeugung  hervorgegangener  vollkommener  Uebereinstimmung  mit  den 
gegebenen  Vorschriften  geschehen  kann,  wie  im  vorliegenden  Falle 
von  dem  Unterzeichneten. 

An  die  Abiturienten  der  Realschulen  werden  in  der  Mathe' 
matik  und  Physik  die  folgenden  Anforderungen  gestellt,  wodurch 
also  zugleich  das  Ziel  bezeichnet  wird,  dessen  Erreichung  diese 
Schulen  in  den  genannten  Wissenschaften  zu  erstreben  haben. 

„In  der  Mathematik  hat  der  Abiturient  den  Nachweis  zn 
liefern,  dass  er  auf  dem  ganzen  Gebiet  der  Mathematik,  so  weit 
sie  Pensum  der  oberen  Klassen  ist  (Kenntniss  der  Beweisfüh- 
rungen,   so  wie  der  Auflösungsmethoden  einfacher  Aufgaben  au.« 
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der  Algebra,  die  Lehre  von  den  Potenzen,  Proportionen,  Glei- 
chungen, Progression en,  der  binomische  Lehrsatz  und  die  ein- 
fachen Reihen,  die  Logarithmen,  die  ebene  Trigonometrie,  Ste- 
reometrie, die  Elemente  der  beschreibend en  Geometrie ,  analytische 
Geometrie,  Kegelschnitte;  angewandte  Mathematik;  Statik  und 
Mechanik),  sichere,  geordnete  und  wissenschaftlich  begründete 
Kenntnis»  besitzt,  und  dass  ihm  auch  die  elementaren  Theile  der 
Wissenschaft  noch  wohl  bekannt  sind.  Ehen  so  muss  Fertigkeit 
in  allen  im  praktischen  Leben  vorkommenden  Rechnungsarten, 
im  Rechnen  mit  allgemeinen  Grössen  und  im  Gebrauch  der  mathe- 
matischen Tafeln  vorhanden  sein.  Auf  strenge  Beweisführung 
und  auf  Fertigkeit  in  der  Lösung  der  Aufgaben  ist  bei  der  Abi- 
turientenprüfung besonderer  Werth  zu  legen. 

In  der  Physik  muss  der  Abiturient  diejenigen  Begriffe  und 
Sätie,  und  eben  so  in  Betreff  der  Versuche  die  Methoden  ken- 
nen, welche  auf  die  Eutwickelung  der  physikalischen  Wissen- 
schaft von  wesentlichem  Einflüsse  genesen  sind.  Bei  der  auf 
Experimente  gegründeten  Kenntniss  der  Naturgesetze  muss  die 
Befähigung  vorhanden  sein,  dieselben  mathematisch  zu  entwickeln 
und  zu  begründen;  die  Schüler  müssen  eine  Fertigkeit  darin  er- 
worben haben,  das  in  der  populären  Sprache  als  Qualität  Gefassto 
durch  Quantitäten  auszudrücken.  Im  Einzelnen  ist  das  Ziel:  Be- 
kanntschaft mit  den  Gesetzen  des  Gleichgewichts  und  der  Bewe- 
gung, der  Lehre  von  der  Wärme,  der  Elektricität,  dem  Magne- 
tismus, vom  Schall  und  vom  Licht. 

Bei  der  schriftlichen  Prüfung  haben  die  Abiturienten  zu  liefern: 

1.  Die  Lösung  von  vier  mathematischen  Aufgaben: 
a)  aus  dem   Gebiete  der  Gleichungen  zweiten  Grades; 
h)  aus  dem  Gebiete  der  Planimetrie  oder  analytischen 

Geometrie; 

c)  aus  der  ebenen  Trigonometrie; 

d)  aus  der  Stereometrie  oder  den  Kegelschnitten; 

2.  die  Lösung  einer  Aufgabe  aus  der  angewandten  Ma- 
thematik (Statik  oder  Mechanik),  einer  physikali- 
schen Aufgabe  (Optik  oder  Wärmelehre),  und  einer 
Aufgabe  aus  der  Chemie.  Letztere  darf  nicht  zu  einer 
Relation  über  einen  Abschnitt  des  Systems  veranlassen, 
sondern  ist  so  zu  wühlen,  dass  sie  Gelegenheit  giebt, 
Kenntnisse  aus  verschiedenen  Theilen  dor  Chemie  und 
Sicherheit  in  stöehio  metrischen  Rechnungen  zu  zeigen." 

lieber  Micken   wir  nun  diese  Bestimmungen,  so  gehen  ei«  uns 
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erschienenen  Betrachtungen  Veranlassuni;,  die  aber  in  ihrer 
mthcit  uns  nur  eu  dem  Unheil  fuhren,  dass  alle  Vorschrif- 
i  ohne  Ausnahme  in  jeder  Beziehung  im  höchsten  Grade  iwecL- 
«g  »HhI  und  tu  dem  lebhaftesten  Danke  gegen  die  hohe  Unlcr- 
tbelifirde-  und  Alle,  die  derselben  bei  der  Abfassung  des 
n  Reglements  rächend  zur  Seile  gestanden  haben ,  auffordern. 
Der  Unterzeichnete  darf  von  seinem  Standpunkte  ans  ein  solche« 
Urlheil,  ohne  irgend  ivelche  Missdeutung  zu  befürchte»,  um  so 
eher  und  so  unumwundener  aussprechen,  «eil  er  eines  Theile 
hei  dem  Erlass  dos  neuen  Uegleinerits  auch  nicht  im  Entfernte- 
sten betliciligt  gewesen  ist  und  belheiligt  sein  konnte,  dagegen 
aber  andern  Theils  darin  durchgängig  die  Grundsätze  als 
»massgebend  betrachtet  worden  sind,  die  er  selbst,  nie  aufmerk« 
nanie  Leser  des  Archivs  sich  gewiss  erinnern  werden,  bei  sehr 
vielen  Gelegenheiten  als  die  seinigen  ausgesprochen  und  geltend 
eu  machen  gesucht  hat 

Was  zuerst  das  geforderte  Maass  mathematischer  und  phy- 
sikalischer Kenntnisse  betrifft,  so  ist  dies  in  allen  Beziehungen 
richtig  getroffen  worden,  und  namentlich  dürfte  man  in  den  gestell- 
ten Anforderungen  nach  unserer  Ansicht  nicht  einen  Schritt 
weiter  geben,  ohne  den  Schiller  in  Regionen  der  Mathematik 
tu  führen,  welche  eine  für  seinen  geistigen  Standpunkt  nicht 
mehr  geeignete  Abstraction  der  Begriffe  fordern.  Dass  also  den 
früher  öfters  laut  gewordenen  Forderungen  vieler  Realschulleh- 
rer, —  denen  wir  bekanntlich  an  nicht  wenigen  Stellen  des  Archivs 
stets  so  energisch  wie  möglich  entgegen  getreten  sind,  —  auch 
die  Elemente  der  sogenannteu  höheren  Analysis  in  den  Bat  er- 
richlskreis  der  Realschulen  aufzunehmen,  nicht  Rechnung  getra- 
gen worden  ist,  dagegen  aber  manches  Wichtige,  was  früher  un- 
beachtet gelassen  worden  war,  gebührende  Berücksichtigung 
gefunden  hat,  liefert  einen  für  uns  im  höchsten  Grade  erfreulichen 
Beweis,  mit  welcher  Weisheit  die  hohe  Uuferriehtsbehördc  <lcn 
Werth  des  mathematischen  Unterricht*  keineswegs  unter-,  aber 
auch  nicht  überschätzt.  Die  Aufnahme  der  Kegelschnitte  in  den 
Kreis  des  Unterrichts  ist  im  höchsten  Grade  erfreulieb ;  denn 
woher  soll  der  Universitätslehrer  Beispiele  einzelner  Curven,  deren 
er  hei  den  ersten  Anwendungen  der  Differentialrechnung  so  »eilt 
bedarf,  hernehmen,  als  aus  dieser  Lehre.  Ehen  so  nv  eck  massig 
ist  die  Aufnahme  der  Elemente  der  analytischen  Geometrie,  und 
wer  sollte  sich  nicht  aufrichtigst  freuen,  dass  auch  endlich  der 
für  alle  praktischen  Fächer  so  überaus  wichtigen,  aber  auch  aus- 
serdem »ehr  wesentliche  geistige  Bildungselemente  enthaltenden 
beschreibenden  Geometrie,  womit  natürlich  auch  andere  graphische 
Darstellungsnielboden,    wie   Perspective,    Schaltenconstruei tönen, 
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auch  die  neuer«  Axonometrie  eng  zusammenhangen,  gehütireiiil 
Rechnung  getragen    worden    ist. 

Was  ferner  die  Physik  betrifft,  so  ist  auf  die  sogenannte  an- 
.gewandte  Mathematik:  .Statik  und  Mechanik,  überhaupt  und  tu 
Allgemeinen  aber  darauf  besonderer  Nachdruck  gelegt  »vorne», 
dass  in  der  Physik  das  mathematische  Element  und  die  Malha* 
malische  Behandlung  vorherrschend  sein  soll,  wobei  übrigem 
immer  auch  dem  Experiment  gebührend  Itechnuug  getragen  uns 
demselben  sein  sehr  wohl  begründeter  Werlh  erhalten  bleibe» 
■oll  und  muss.  „Der  Schüler  soll  aber  bei  der  auf  Eipr- 
rinicnte  gegründeten  Kenntnis*  der  Naturgesetze  sied 
die  Befähigung  erwerben,  dieselben  mathematisch  zu 
entwickeln  und  zu  begründen ;  er  soll  die  Fertigkeit 
erwerben,  das  in  der  populären  Sprache  als  Qualität 
üefasste  durch  Quantitäten  auszudrücken;  er  soll  in 
der  Chemie  Sicherheit  in  stiichiometrischeo  Rechnun- 
gen erworben  haben."  Nichts  kann  dem  Unterzeichneten  mehr 
aus  der  Seele  geschrieben  sein,  als  dieses;  halten  alle  Lehrer 
sich  streng  an  diese  überaus  weisen  Vorschriften,  so  wird  der 
erfreulichste  Erfolg  des  in  so  vielen  Beziehungen  wichtigen  phy« 
Bikaüschen  Unterrichts   gewiss  nicht  ausbleiben. 

Nichts  kann  endlich  mehr  erfreuen,  als  dass  auf  die  streng« 
Beweisführung  überall  der  grüsste  Werth  gelegt  und  dieselbe  alt 
die  erstetjrundbedingung  für  fruchtbringendes  Gelingen  des  mathema- 
tischen und  physikalischen  Unterrichts  überallanerkannt  worden  ist*). 

*)  Im  HEhrollaten  (ifjeniaiie  zu  dein  Obigen,  «oll  nnch  einer  Ver- 
fügung de»  Kurfürstlich  Heini  Bitten  Ministerium»  des  Innern  vom  2H.  Fe- 
bruar 181.1  „der  Unterricht  in  der  MatheuiHtik  nun  dem  Gebiet  ritt 
Abatrnctinn  entfernt,  vielmehr  iniiglielint  rnnerrt  und  annchaii]irh  gehal- 
ten, und  von  den  Lehrern  der  Mathematik  soll  darauf  Kedacht  genom- 
men «erden,  den  Scbütarn  zunächst  in  der  Arithmetik  eine  genügende 
Uebnng  zu  gehen,  Um  nicht  so  sehr  das  Wiuen,  all  das  Könnt» 
der  Schüler  ai.f  dem  Gebiete  m  erzielen,  du»  dieselben  in  beherrschen 
Im  SUnde  »Ind.''  —  Sauicnli  »all  Wir  hoffen  7nr  Ehre  der  kurl.es.i- 
«Hien  Regierung,  da»*  diese  Verordnung,  von  welcher  wir  im  ArcJiLt, 
TM.  V.  S.  27».  schon  sagten:  „Selten  Ist  wohl  eine,  da»  wahre  Wesel 
einer  Wistensehart  und  rirren  Kedeutung  fiir  den  Schulunterricht  *u  dareb 
und  durch  ■  erkennende  Verordnung  erlassen  wnvik-n",  jetzt  ganz  unri 
f[ar  der  Vergessenheit  Bnlteim  gegeben  wurden  iat,  nachdem  »usgeseich- 
nete  Hessische  Lehrer,  %.  B,  der  trefflich*  Grebe  in  Cassel  in  der 
Schrift:  Leber  die  Be.ch  räu  k  n  ng  de»  m  a  thoma  li  ■  eh  en  Un- 
terrichts »nf  den  k  itfheaa  i»  ehe  n  Gjmnili«».  Marburg.  ISJS. 
bestimmt  genug  gegen  und  über  dieselbe  aitdi  antauaureehen  kein*» 
Anstand   yenntniuen   habou. 
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Der  Unterzeichnete  ist  der  Meinung,  dass  ilic  Lehrer  der 
Mathematik  und  Physik  auf  Universitäten  und  höheren  technischen 
Lehranstalten  rücksichtlich  der  Vorbildung  der  sich  tu  weiterer 
Ausbildung  ihnen  /.im endenden  Schüler  jetzt  nicht  mehr  werden  ver- 
langen und  wünschen  können  und  dürfen,  nenn  in  den  genannt«» 
Wissenschaften  von  den  Realschulen  alle»  das  geleistet  wird, 
HM  Urnen  jetzt  mit  der  grüssten  Weisheit  und  Umsicht  zu  lei- 
sten aufgelegt  worden  ist.  Denn  Alles  scheint  uns  in  dieser  Be- 
»«hung  auf  den  prciissischen  Realschulen  von  nun  an  so  trefflich 
g«wdnet  und  geregelt,  dass  vernünftigerweise  kaum  noch  etwas 
tu  wünschen  übrig  bleibt 

Sollen  nun  aber  namentlich  unser«  Universitäten,  wie  doch 
vorausgesetzt  werden  niuss,  auch  hauptsachlich  mit  den  Zweck 
haben,  tüchtige  Lehrer  für  Gymnasien  und  Realschulen  iu  bilden, 
ho  werden  sie  sich  auch  angelegen  sein  lassen  müssen,  dass 
künftig  auch  Vorlesungen  über  beschreibende  oder  descriptlva 
Geometrie  und  andere  ver»  nudte  Gegenstände  sieh  in  ihren  Lections- 
catalogen  angekündigt  linden,  was  bisher  wohl  nur  buchst  selten 
der  Fall  gewesen  ist.  Und  wegen  des  nun  in  schönster  Weise 
geordneten  physikalischen  Unterrichts  hält  der  Unterzeichnete  wie 
früher  bereit«  immer,  um  so  mehr  jetzt,  eine  Vorlesung  über 
Mechanik,  überhaupt  fiher  den  ganze»  mechanischen  Theü  der 
Physik  in  elementarer,  aber  streng  mathematisch  be- 
gründeter Darstellung,  neben  den  natürlich  sich  von  selbst  verste- 
henden Vorlesungen  über  höhere  oder  analytische  Mechanik,  für  unbe- 
dingt nnthwendig,  und  hekennt  gern,  dass  er  selbst  schon  früher 
oft  den  grossen  Nutzen  einer  solchen  elementaren  mechanischen 
Vorlesung  für  seine  Schüler  mit  Freuden  kennen  gelernt  hat. 

Mögen  jetzt  nur  alle  Lehrer  eifrigst  dahin  streben,  ihren  Un- 
terricht in  einer  dem  grossen  Werthe,  welchen  die  hohe  Unter- 
rirhtshehörde  den  herrliehen  Wissenschaften,  welche  diese  Zeit- 
schrift veitritt,  heimisst  und  diese  ihre  Ansicht  durch  da* 
besprochene,  in  allen  Beziehungen  treffliche  Reglement  öffentlich 
ausspricht  und  an  den  Tag  legt,  vollkommen  entsprechenden  Weise 
zu  ertheilen.  Dahin  durch  das  Obige  au  wirken  ist  der  eifrigste 
Wunsi  h  des  Unterzeichneten  und  die  hauptsächlichste.  Absicht 
iler  obigen  Zeilen,  denen  nur  noch  die  Versicherung  hinzugefügt 
werden  mag,  dass  das  Archiv  allen,  die  \  crbesseruug  des  mathe- 
matischen und  physikalischen  Unterrichts  im  Auge  habenden  Auf- 
«atzen  wie  bisher  auch  fernerhin  iu  der  bereitwilligsten  Weise 
offen  stehen  wird.  tituliert. 
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Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 
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Amtlicher  Bericht  über  die  vier  utlfl  dreißigste 
Versammlung  deutscher  Naturforscher  iriirl  Acr«te  in 
Carlsruhe  im  September  1858.  Herausgegeben  von  de» 
Geschäftsführern  derselben  EUeii1t.hr  und  X n\z.  Mit 
S  Tafel»  und  16  Holzschnitten.  Carlsruhe,  M  if  llerscb  e. 
Hofbuchhaudlung.     1859.    4. 

Ah  wir  in  dem  mit  dem  vierten  Hefte  den  vorhersehen  de« 
Theils  onsers  Archivs  erschienenen  l.iterar.  Berichte  INr.  ("XXXII. 
den  ,, Amtlichen  Bericht  über  die  /«ei  und  dreistste  Versamm- 
lung deutscher  Naturforscher  und  Aerzte  vom  Jahre  Iftöti"  anzu- 
zeigen die  Freude  hatten,  schlössen  wir  unseren  Beriebt  mit  dem 
Wunsche,  bald  auch  den  Amtlichen  Bericht  ober  die  vorjährige, 
in  bo  vielen  Beziehungen  schöne  und  wichtige  Carl.-ruher  Ver- 
sammlung anzeigen  zu  können.  Früher  als  wir  glauben  und  hoffen 
konnten,  ist  unser  Wunsch  in  Erfüllung  gegangen;  denn  schon  jetzt 
liegt  dieser  Bericht  über  die  vorjährige  Versammlung  in  einem 
in  der  trefflichsten,  nichts  zu  wünschen  übrig  lassenden  Weise 
ausgestatteten  (Juarflinndc  vor  uns.  In  der  That  sind  der  Kleis*, 
and  die  Ausdauer  der  beiden  verehrten  Herausgeber  W.  Eisen- 
I'iiir  und  Volz,  die  sich  schon  durch  die  Leitung  der  Versamm- 
lung selbst  um  diese  und  alle  dabei  Anwesenden  6"  sehr  verdient 
gemacht  haben,  wahrhaft  zu  bewundern,  dass  sie  in  der  kurzen 
Zeit  einen  Jahres  ein  so  umfangreiches,  von  der  ganzen  Vers-arum- 
r  ein  so  interessantes,  lebensvolles  Bild  gebendes  Werk  zu 
Stande  brachten,  was  gewiss  auch  nur  dadurch  möglich  gewesen 
ist,  dass  sie  von  der  iMüller'schen  Hofbuchdnickerei  und  den 
Behörden,  welchen  dieselbe  vielleicht  unterstellt  ist,  in  jeder 
Weise  bereitwilligst  und  kräftigst  unterstützt  wurden.  Die  Wis- 
senschaft kann  für  solche  neue  Aufopferung  von  Zeit,  Kraft  und 
Mühe  allen  bei  dem  Zu  «tan  debringen  des  schönen  Werks  Befhei- 
Ngten  nur  ihren  wärmsten  und  innigsten  Dank  sagen.  Wir  aber 
sprechen  unsere  lebhafteste  Anerkennung  der  Trefflichkeit  des 
Werks  in  den  kurzen  Worten  ans;  dass  es  nach  unserer 
vollkommensten  L'eberzeug  ung  in  keiner  Beziehung 
irgend  etwas  zu  wünschen  Üiirig  lässt,  und  wollen  nun 
versuchen,  seinen  Inhalt,  insofern  derselbe  in  den  Kreis  iHiaers 
Archivs  gehört,  im  Folgenden  anzugeben. 

Schon  früher,  als  wir  die  schiine  Eröffnungsrede  des  treff- 
lichen W.  Eisenlobr  in  Tbl.  XXXII.  S.  140.  unseren  Lesern 
mitlheilen  zu  können  die  Freude  halten,  haben  wir  uns  mit  der 
wärmsten    Anerkennung  über  die    grosse   Schönheit    und    wissen- 
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laflliche  Bedeutung  dar  Carlsruher  Versammlung  ausgesprochen, 
ind  aucli  von  manchen  anderen  Versammlungen  *)  die 
ihei  Hetheiligten  mit  innigem  Üank  für  das  ihnen  Gebotene  und 
die  ihnen  gewordene  wissenschaftliche  Anregung  und  Erfrischung 
geschieden.  Dagegen  steht  aber  in  einer  Beziehung  die  Carl*- 
■über  Versammlung  einzig  in  ihrer  Art  da,  weil  einer  der  edel- 
sten deutschen  Fürsten  seine  Anerkennung  der  hohen  Bedeutung 
der  Naturwissenschaft  in  einer  jedes  für  diese  göttliche  Wissenschaft 
warm  schlagende  Herz  wahrhaft  erhellenden  Weise  dadurch  öffent- 
lich aussprach  und  kund  gab,  dass  er  nebst  seiner  erlauchten 
Gemahlin  mit  bewunderungswürdiger  Ausdauer  den  Verhandlungen 
von  Anfang  bis  ku  Ende  persönlich  beiwohnte,  und  denselben 
stets  mit  der  gross  teil  Theilnahnie  folgte.  Dies  Ist  eine  fürstliche 
Tbat,  deren  sich  die  Wissenschaft  wahrhaft  freuen  kann  und  muss; 
dieselbe  wird  zu  einem  historischen  Factum,  welches  ewig  in  den 
Annalen  der  Wissenschaft  verzeichnet  zu  werden  verdient,  desto 
mehr,  je  seltener  im  Allgemeinen  s«lche  Beispiele  hoher  fürst- 
licher Gesinnung  sind.  Wir  dürfen  hier  nicht  mehr  sagen,  um 
unseren  Lesern  die  Freude  nicht  zu  schmälern,  die  sie  aus  der 
Lectüre  des  schönen  vorliegenden  Werks  in  der  angedeuteten 
Beziehung  schöpfen  werden.  Die  grosse  Aufopferung  der  beiden 
Geschäftsführer    und    das   Entgegenkommen    aller   Behörden    des 


*)  Interessant  ist  ilus  auf  S.S.  gegelicnu  Verzeichnis»  aller  bis  jetzt 
stuttgeluibien  Versammlungen,  dessen  Miltheilimg  im  diesem  Orte  wir 
nnsern  Leiern  nicht  vorenthalten  können:  Leipzig  1832,  Halle  1823, 
Würxburg  1824,  Frankfurt  u.M.  182.),  Dresden  1826,  München  l«2T, 
Berlin  1828,  Heidelberg  182Ü,  Hamburg  18»,  Wim  IBM,  Breslau  1833, 
Stuttgart  188t,  Bonn  18:tü,  Jena  1030,  Prag  1H3J,  Frcibnrg  I,  B.  1B38, 
IV"»""   IM;t!l-  Erlangen   184»,   Braiinsehweig.  1H41.    Mainz  1842,    tiratz 

1843,  Bremen   1844,  Nürnberg  1845,    Kiel   1846,    Aachen   1847,    R. ■■; ■ 

bürg  1849,  Grcifswnld  1830,  Gntiia  IHM,  Wiesbaden  1852,  Tübingen 
18*3,  Hattingen  1854.  Wien  185Ö,  Bonn  1857.  t'nrlsruhe  1856.  —  Aus- 
gefallen ist  die  Versammlung  als»  nur  zweimal,  nämlich  1831  und 
185ä,  beidemal  der  in  der  he  Ire  (Ten  dm  Slaril  herrschenden  Cholera  wegen, 
was  natürlich  ein  sehr  triftiger  Grumt  für  die  Aussetzung  der  Versamm- 
lung ".ii  llestn  inrlir  ist  es  zu  bedauern,  dnss  man  in  diesem  Jahre 
(1859)  die  Versammlung  in  Königsberg  hat  ausfallen  lassen  ;  nachdem 
der  Friede  van  Villafnmra  im  Juni  gcsehliissen  war,  soclit  mau  in  der 
Thal  veigetilieh  nach  irgend  einem  triftigen  Grunde  für  du*  Ausfallen 
einer  erst  im  September  slnlllindenden  tersuiiiinlimg,  die  gerade  in  die- 
sem Jahre  durch  ihre  grosse  deutsche  lledenlung  gewiss  das  Ihrige  in 
rier  sehr  zu  wünschenden  Ausgleichung  verschiedener  bedauerlicher  Dif- 
ferenzen in  Deutschland  beigetragen  hüben  würde,  weshalb  der  Patriot 
m  um  so  mehr  beklagen  muss,  dais  die  Versinimloiig  gerade  iu  die- 
sem Jahre  nicht  zu  Stand,'  gekommen  Lt.  O. 
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Staat«  und  iter  .Stadt  und  aller  für  Natur«  ««««»»cliaft  sich  fcgMid 
intereasirenden  Karlsruher  Gelehrten,  deren  Zahl  eine  sehr  jtroase 
ist,  bei  dieser  Versammlung  ist  zu  bekannt,  als  das»  darüber 
hier  noch  etwas  zu  sagen  wäre.  Absichtlich  haben  wir  nieder  diese 
unsere  Anzeige  unter  die  Rubrik:  „Geschichte  der  Mathematik  und 
Physik"  gestellt,  weil  wir  auch  die  Karlsruher  Versammlung  für 
ein  wirkliches  historisches  Ereignis*  halten. 

W.  Kisenlohr's  schöne  Eröffnungsrede  haben  wir  «.*.<> 
schon  vollständig  mitgethe'dt.  Die  Rede  des  zweiten  Geschäfts 
fuhrers,  Medkinalraths  VnU,  filier  das  Verhältnis«  der  Medici» 
rüder  Naturwissenschaft,  ist  interessant,  gehört  aber  nicht  in 
den  Kreis  unserer  Zeitschrift.  Als  allgemein  interessante  Reden 
bezeichnen  wir  noch  :  Baunigartner  von  Ereiburg:  Uelier  die 
Bedeutung  des  Menschengeschlechts  in  den  Werken  der  Schöpfung; 
—  Erdmnnn  von  Leipzig:  Ueber  das  Verhaltniss  der  natur. 
wissenschaftlichen  Forschung  zum  religiösen  Glauben;  —  Schaaf- 
hausen  von  Bonn:  Ueber  den  Zusammenhang  der  Natur-  und 
Leben  sersch  ein  im  gen  :  —  Eimer  von  Langeribrücken  :  Uelier 
das  Gotteshewusstsein  in  der  Natur forschung.  Diese  Reden  sind 
vollständig  milgetheilt,  und  solche  können  wir  hier  begreiflicher- 
weise nur  namhaft  machen.  —  In  der  dritten  allgemeinen  Ver- 
Hammlung  machte  der  erste-  Geschäftsführer  W.  Eisenlohr  die 
höchst  erfreuliche  Mitteilung,  dass  Seine  Königliche  Hoheit  der 
Grossherzog  zur  Erinnerung  an  die  34.  Naturforscher- Versammlung 
eine  zur  Vertheilung  an  sätuniiliche  Mitglieder  und  Theihiehuier 
bereit  liegende  Medaille  habe  prägen  lassen,  und  schloss  dann 
die  denkwürdige  Versammlung  mit  überaus  gemuthreichen  Wor- 
ten, die  Jeder  in  dem  Werke  seihst  mit  wahrer  Freude  und  Rüh- 
rung lesen   wird. 

Die  Zahl  aller  Mitglieder  und  Theilnehiuer  war  1104.  eine  Zahl, 
in  deren  Höhe  schon  allein  wahrlich  Beweis  genug  für  die  Be- 
deutung der  Versammlung  liegt,  wenn  dieselhe  nicht  schon  ander- 
weitig genug  Consta  tirt  wäre-  Interessant  mag  es  für  manchen 
unserer  Leser  sein,  dass  Herr  A.  de  Caumout,  f'ondateur  im 
congres  scientifique  de  France,  in  der  Karlsruher  Versammlung 
persönlich  anwesend  «ar,  und  deren  Mitglieder  in  einem  beson- 
deren, in  der  dritten  allgemeinen  Sitzung  mitgethcilten  Schreiben 
zur  lebhalten  Theilnahme  an  dem  congres  scientifique  aufforderte; 
derselbe  wird  im  Jahre  1800  zu  Cherbourg  vom  Isten  bis 
JOien  September  gehalten  werden.  Wer  mochte  nicht  gern  diese 
Versammlung  in  einer  namentlich  durch  ihre  grossen  Marine- 
Etablissements  jetzt  so  ungemein  wichtigen  und  merkwürdigen  Stadt 
besuchen  !     Deshalb    wird    vielleicht    für    manchen    unserer    Leser 
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«Üe  folgende  Mittheilimg  des  Herrn  Canmont  interessant  Bein: 
„Les  i-hernins  de  Ter  francais  accordent  remise  de  nioitie  pour 
»Her  et  revenir  ä  tnus  les  membres  jiorteurs  de  cartes:  ce» 
cartes  ,snn!  depOsees  2  mois  a  l'avance  ä  Paris,  rue  Richelieu  63 
et  rue  Bouloy  7:  ellcs  sont  d'ailleurs  adresseVs  ä  ceux  qui  les 
reclament  du  secrätaire  generat   du  coogres*). 

Von  den  in  den  Kreis  des  Archivs  gehörenden  Aufsätzen 
thun  wir  nun  noch  der  folgenden  Erwähnung: 

Zur  ältesten  Geschichte  der  Zahlzeichen.  Von  Cantor.  — 
Heber  die  neuen  Tafeln  von  Wolfers  zur  Reduction  der  Oerter 
der  Sterne,  als  Fortsetzung  der  Tabu  lue  Regiomontan.ie  von  Bes- 
•«1.  Von  Argelander.  —  Ueber  den  Flächeninhalt  der  Kugel- 
zone.  Von  Escher.  —  Ueber  die  verschiedenen  Krümmungen 
in  einem  Punkte  einer  Flache  zweiten  Grade*.  Von  Zech.  — 
Ueber  seine  Ausgabe  der  Werke  Keplers.  Von  Frisch.  —  Ueber 
die  Reduclion  der  partiellen  Differentialgleichung  der  ersten  Ord- 
nung inil  »i  -f  1  Veränderlichen  auf  eine  Differentialgleichung  der 
«ten  Ordnung  mit  nur  zwei  Veränderlichen.  Von  Weiler.  — 
Ueber  ein  neues,  von  ihm  erfundenes  Photonieter  für  die  Bestim- 
mung der  Lichtstärke  von  Fixsternen.  Von  Schwerd.  —  Ueber 
Ohjective  zu  photonietrischen  Zwecken.  Von  Petzval.  (Kur  kune 
Mittheilung.)  —  Ueber  Linsen  und  LitiBensysleme  zur  Beobach. 
tung  der  Faibenringe  im  polarisirten  Lichte.  Von  Reusch.  (Mit 
vorzüglicher  Rücksicht  auf  das  schone  neue  Polarisalinus -Instru- 
ment von  Nürrenberg,  mit  dessen  feiner  Construction  es  mög- 
lich ist,  in  Kry.slallen  von  der  Feinheit  eines  Haares  noch  die 
doppelt  brechende  Polarisationsrichtung  und  selbst  die  innere 
Structur  mit  Hülfe  der  sichtbar  werdenden  optischen  Erscheinun- 
gen zu  erkennen.)  —  W.  Eisenloh  r  zeigte  im  physikalischen 
Auditorium  seine  schöne  Methode,  die  Wellenlänge  der  unsicht- 
baren oder  brechbarsten  Lichtstrahlen  zu  messen,  so  nie  die 
schulte»  Erscheinungen,  welche  sich  theils  durch  objeetive  Dar- 
stellung mehrerer  Beugungsspectra,  theils  durch  ihre  Zerlegung 
hervorbringen  lassen. 


'  '     Die  Übrigen  physikalischen  Aufsatz» 
auf  Elektricität,  Magnetismus,  Gase,  u.  i 


beziehen   sich  meistens 
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Beziehungen  zwischen  Magnetismus,  Torsion  und  Wärme. 
Wiedemanit.  —  Verglefchung  des  elektrusta tischen  Gr 
•eines  mit  dein  elektrodynamischen.  Von  v  Feilitstsch.  — 
fahren  eine  bedeutende  Anhäufung  der  Elektrizität  an  den  banden 
einer  Inductionsspirale  zu  Wege  zu  bringen.  Von  Bottger.  — 
Ueber  die  Molecularbewegungcn  in  gasförmigen  Körpern.  Von 
Clausius.  —  Ueber  magnetische  Adhaesion  und  neue  Elektro- 
magnete.  Von  Ni eitles.  (Französisch.)  —  Ueber  ein  elektro- 
chemisches Chronoscop.  Von  Hessler.  —  Ueber  einen  elektri- 
schen Apparat  Von  Belli.  (Französisch.)—  Ueber  die  physikalische 
Ursache  der  Harmonie  und  Disharmonie.  Von  Heimholt/..  — 
lieber  «je  Wärmeintensität  im  Speetrum  eines  Glas-  und  Flintglas- 
prisma.  Vnn  Müller,  —  Ueber  das  Spectrum  des  elektrischen 
Lichts  in  Geissler'schen  Rühren  und  über  eine  merkwürdige  Wir- 
kung eines  Magnets  auf  das  Licht  an  der  negativen  Elektrode  der 
Geissler'schen  Röhre.  Von  Plöcker,  wobei  Dove  ein  Mittel 
angab,  die  elektrische  Natur  des  Nordlichts  optisch  zu  entscheiden. 

Im  physikalischen  Auditorium  der  polytechnischen  Schule 
zeigte  Ruhmkorff  aus  Paris  den  für  das  physikalische  Cabinet 
dieser  berühmten  Lehranstalt  auf  die  Zeit  der  Naturforscher- 
Versammlung  bestellten  grossen  Inductions- Apparat  vor,  und 
stellte  damit  grossartige,  allgemein  überraschende  Versuche  an. 
Miltelst  einer  Batterie  von  40  Grove'schen  Elementen  und  einer 
Kleist'schen  Flasche  von  2  Quadratfuss  Belegung  erzeugte  er 
unter  Anderem  Funken  von  10 — - 15  Centimeter  Länge.  Neu  ist 
daran  die  Ankervorrichtung,  indem  die  Unterbrechung  des  Stro- 
mes durch  einen  Elektromagnet  und  ein  Volta'sches  Element  bewirkt 
wird.  —  Man  sieht  auch  in  dieser  höchst  dankeuswerthen  Ver- 
anstaltung einen  Beweis,  wie  sehr  von  der  überaus  thätigen,  eifri- 
gen und  umsichtigen  Geschäftsführung  Alles  aufgeboten  wor- 
den war,  um  der  Versammlung  in  jeder  Beziehung  eine  wahrhaft 
wissenschaftliche  Bedeutung  zu  gehen  und  zu  siehern. 

Möge  den  Herausgebern  des  vorliegenden  schönen  und  wich- 
tigen Werks  für  ihre  grosse  und  vielseitige  Aufopferung  nach 
allen  Seiten  hin  der  reichste  und  wärmste  Dank  von  allen  wahr- 
haft wissenschaftlichen  Männern  in  reichlichstem  Maasse  zu  Titeil 
werden,  was  gewiss  nicht  fehlen  wird,  wenn  alle  den  Werth 
solcher  Aufopferung  so  zu  schätzen  wissen,  wie  der  unterzeich- 
nete Herausgeber  von  sich  selbst  gern  und  aufrichtig  bekennt. 
Grunert. 


Uiber  Zahlensysteme  und   deren   Geschichte.     Von 
Joseph  Krist,    Professorin    der  k.  k.    Ober-Realschule 


Uterarttcher  Bericht  CXXXIY.  II 

cd  Ofen.  (Vierter  Jahresbericht  der  k.  V.  Ober-Real- 
schule der  königlichen  freien  Hauptstadt  Ofen.  Am 
Schlüsse  des  Schuljahres  185«  veröffentlicht  vom  Di- 
rector.)     Ofen.  1X59. 

Der  Herr  Verfasser  des  Wissenschaft  liehen  TheÜs  dieses 
Lesens  wert  he  n  Programms  hat  nach  einer  kurzen  Einleitung  zu- 
erst in  der  Abtbeilungl.  die  allgemeine  Thenrie  der  Zahlensysteme 
in  lehrreicher  Weise  entwickelt,  auch  die  gegenseitige  Verwand- 
lung  der  Zahlensysteme  mit  verschiedenen  Grundzahlen  in  einan- 
der sehr  deutlich  erläutert,  trobei  di«  Dyadik,  das  Sexagesimal- 
sysiem  und  das  System  mit  der  (Grundzahl  Zwölf  heantidere 
Berücksichtigung  gefunden  haben,  was  in  einer  solchen  Schul- 
schrift deshalb  besonders  zweckentsprechend  ist,  weil  die  drei 
genannten  Systeme  eine  gewisse  historische  Bedeutung  erlangt 
Ilaben,  wie  auch  der  Herr  Verlasser  überall  hervorbebt,  Für 
Kenner  der  Geschichte  der  Mathematik  brauchen  wir  nicht  erst 
xu  bemerken,  dass  und  warum  Leibnitz  an  dem  dyadischeti 
System  besonderes  Interesse  nahm;  der  vielfache  Gebrauch  des 
Sexagesimalsyslems  ist  gleichfalls  liekannt  genug,  und  schon 
Ptolemäus  bedient  sich  in  seiner  .Seh neu ta fei  der  Sexagesimal- 
Eintheilung;  Werneburgs  excentrische  Ideen  und  Wünsche  in 
Keiner  Tetiosadik  für  sein  sogenanntes  Taun  *)-System  sind 
wnhl  wenigen  jüngeren  Lehrern  der  Mathematik  noch  bekannt, 
und  die  Erinnerung  an  dieselben  in  dieser  Schrift  war  daher  ganz 
zweckmässig.  —  Die  Abtheilung  II.  enthält  eine  sehr  Heissige 
Geschichte  der  Zahlensysteme,  auf  die  wir  namentlich  Lehrer  an 
höheren  Ünterrichfsanstalten,  denen  selten  grössere  Bibliotheken 
zu  Gebole  stehen,  deshalb  aufmerksam  machen,  weil  sie  in  der- 
selben auf  möglichst  engem  Räume  in  ziemlicher  Vollständigkeit 
Alles  zusammengestellt  finden,  was  die  älteren  und  neueren  For- 
schungen auf  diesem  Gebiete  geliefert  haben.  Dabei  haben  aber 
nicht  bloss  die  Arbeiten  von  Mathematikern,  wie  Humboldt, 
Libri,  Chasles,  Cantor  u.  s.  w.,  sondern  ganz  hauptsächlich 
auch  die  der  neueren  Sprachforscher  Prinaep,  Silvestre  de 
Sacy,  Nesselmnun,  Brockhaus,  Rask,  Lassen  u.  s.  w. 
Berücksichtigung  gefunden.  Ja  auch  des  verdienstvollen  magya- 
rischen Sprachforschers  Paul  Hunfalvy  sprachwissenschaft- 
liche Untersuchungen  und  Ritter  von  Heufler's  Arbeiten  Ober 
die  Sprache  der  Zigeuner  sind  von  dem  kenntnissreichen  Herrn 
Verfasser  gebührend  beachtet  worden.  —  Wir  halten  daher  diese 
Schrift    für    einen    sehr     lehrreichen     und    dankenstverthen    Bei- 
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tra.g  zur  Geschichte  der  Mathematik,  insbesondere  weil  man  in 
derselben  ziemlich  alles  YVlsseuswerthe  über  den  fraglichen  Gegen- 
stand beisammen  lindel.  Mi'.ge  dieselbe  deshalb  unseren  Lesern 
überhaupt,  insbesondere  aber  allen  Lehrern  an  heberen  Unter- 
ri  eh tsatistal  teil  zur  Beachtung  bestens  empfohlen  sein. 

Der  übrige  Inhalt  dieses  Programms  ist  zwar  in  pädagogischer 
Rücksicht  sehr  interessant,  weil  er  ein  anziehendes  Lebensbild 
eines  trefflichen  Schulmanns,  des  Schulruths,  jetzigen  Bischof» 
von  Szafhmar,  Ur.  Michael  Haas,  lieiert,  und  durch  die  sehr 
vollständige  Mittheilung  des  Lehrplans  u.  s.  w.  der  k.  k.  Ober- 
Keulschule  zu  Ofen  die  Organisation  dieser  nichtigen  Lehran- 
stalten in  Oesterreich  in  sehr  anziehender  Weise  kennen  lehrt, 
gehurt  aber  nicht  weiter  in  den  Kreis  dieser  literarischen  Berichte. 


Geometrie. 


Kas  rechtwinkelige  Parallelepipe 
tische  Monographie  von  Professor  1 
r  Kantonssehule  zu  Frauenfeld).     Kr 


Eine  mathe- 
iedr.  Mann  (an 
onfeld.  Huber. 


1859.     4. 


Der  Herr  Verfasser  dieser  Schrift  hat  in  derselben  das  recht- 
winkelige Parallelepiped,  welches  selbst  in  den  ausführlich  sten 
geometrischen  Lehr-  und  Handbüchern  mit  einigen  wenigen  Sätzen 
abgefunden  wird,  einer  sehr  eingehenden  Betrachtung  unterwor- 
fen, und  eine  ziemlich  grosse  Anzahl  neuer  Relationen  für  dieses 
so  einfache  räumliche  Gebilde  aufgefunden,  deren  weitere  Be- 
nutzung bei  dem  geometrischen  Unterrichte  zu  wünschen  ist  und 
dazu  empfohlen  zu  werden  verdient.  Auf  Ein  Feinheiten  können 
wir  begreiflicherweise  nicht  eingehen,  und  bemerken  daher  nur 
noch,  dass  in  dem  zweiten  angewandten  Theile  seiner  ver- 
dienstlichen Schrift  Herr  Professor  Mann  Anwendungen  seiner 
Theorie  des  rechtwinkligen  Parailelepipeds  auf  die  Axonometrie 
gemacht,  namentlich  in  Nr.  47.  eine  der  Beachtung  recht  sehr 
zu  empfehlende  neue  Construction  des  den  axnnometrischen  Ton- 
structioneti  zu  Grunde  zu  legenden  Axeukreuzes  mitgetheilt  haC 
Möge  daher  die  kleine  Schrift  nochmals  der  Beachtung  unserer 
Leser  empfohlen  sein. 


Ulerarischtr  Bericht  CXSXI1. 


Ljoxodromische  Trigonometrie   ^  Nautik) 


loxodroniique,    suivia 
l'aprcs  M.  -»   A.  Ora- 


Clements    de -Trigouometri 
d'applications    ä    I«    Navigatia 

■  ert,  Memere  correspondant  de  la  Societe  Dunker- 
kuise,  Prolessenr  ä  l'Universite  de  Greifawald.  Par 
M.  Terquem,  Memhre  titulaire  residant.  (Extrait  du 
6'  Volume  des  Memoire*  de  la  Society  Dunkerquolse 
|ionr  l'Encnuragement  des  Sciences,  des  Lettre.«  et 
des  Arts.).  Dunkerque.  Typographie  Benjamin  Kien. 
J859.     8°. 

Herr  P.  Terqueru,  Proresseur  d'Hydrographie  ä  Dunkerque, 
hat  in  der  vorliegenden  Schritt  eine  ausgezeichnete  L'ebersetzung 
oder  vielmehr  Bearbeitung  der  von  mir,  dem  unterzeichneten  Her- 
ausgeber des  Archivs,  im  Jahre  1849  herausgegebenen  Loxo- 
dromischen  Trigonometrie.  Leipzig.  1849.  8°  *)  geliefert. 
Ich  darr  wohl  als  bekannt  voraussetzen ,  dass  ich  in  dieser  Schrift 
unter  vorstehendem  Namen  die  Gestaltung  einer  neuen  mathema- 
tischen Wissenschaft  versucht  habe,  «eiche  für  die  Navigation 
auf  der  elllpsoidischen  Erde,  in  Bezug  auf  das  den  loxndromischen 
Cur«  verfolgende  .Schiff,  dasselbe  leisten  .soll,  was  die  ebene, 
sphärische  und  sphäroidische  Trigonometrie  für  die  Geodäsie  lei- 
nten, welche  also  für  den  Seemann  Basselbe  sein  soll,  was  die 
letzteren  Wissenschaften  Tür  den  Geodäten  sind.  Je  mehr  ich 
mich  bemüht  habe,  durch  die  genannte  Schrift  der  loxodro  mischen 
Schifffahrt  auf  der  ellipsoidischen  oder  sphärischen  Erde,  welche 
letztere  natürlich  nur  ein  besonderer  Fall  der  ersteren  ist,  eine 
eben  so  allgemeine  und  sichere  theoretische  Grundlage  zu  geben, 
wie  dieselbe  die  Geodäsie  in  der  ebenen,  sphärischen  und  sphä- 
roidischen  Trigonometrie  längst  besitzt:  desto  erfreulicher  ist  es, 
namentlich  bei  dem  grossen  Interesse,  was  ich  an  der  weiteren 
Ausbildung  aller  nautischen  Wissenschaften  überhaupt  nehme, 
natürlich  für  mich  gewesen,  dass  meine  Bemühungen,  so  wenig 
dieselben  auch  bis  jetzt  das  eifrig  erstrebte  Ziel  wirklich  erreicht 
haben,  wovon  Niemand  mehr  als  ich  selbst  überzeugt  sein  kann, 
bei  der  seit  der  Gründung  der  französisch en  nautischen  Lehran- 
stalten durch  den  grossen  Colbert  durch  hohe  wissenschaftliche 
Ausbildung  so  sehr  ausgezeichneten  französischen  Marine  so  viel 
Anerkennung  gefunden  haben,  dass  einer  der  ausgezeichnetsten 
Professeurs  d 'Hydrographie,  Herr  Paul  Terqueni  in  Diinkir- 
ein  Sohn  des  durch  die  Herausgabe  der  Nourelles  An- 


*)  H.  ■.  Literar.  B*r.  Nr.  XLVIH.  (Tbl,  XII  )  S,  667. 


H 
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nales  de  Ma  t  hema  tiques  so  sehr  verdienten  Herrn  O.  Ter- 
quem  in  Paris,  eine  Uebersetzung  meiner  genannten  Schrift  für 
nnthw  endig  und  z  werk  dienlieh  erachtet  hat.  Alier  ex  ist  die* 
durchaus  nicht  eine  blosse  Uebersetzung,  sondern  vielmehr  in  mehr^ 
facher  Beziehung  eine  Bearbeitung  meiner  Schrift,  Indem  Herr 
Tcrquem  hei  der  ganzen  Darstellung  sich  noch  weit  mehr,  als 
ich  selbst  ursprünglich  gethan  hatte,  dem  eigentlichen  [irakti- 
schen Gebrauch  in  der  Nautik  angeschlossen  und  für  denselben 
die   von    mir   entwickelte  Theorie   wahrhaft  fruchtbar   zu    machen 


gesucht  hat.  Auch  sind  der  Schrill  h 
Teiche  Noten  beigefügt  norden,  von 
zweite  hervorhebe,  welche  Hie  von  Hern 
auf  den  reducirten  Charten  angebrachte 
Es  hat  sich  also  auf  diese  Weise  Hen 
selbstständiges  Verdienet  erworben,  w: 
digsteii  und  dankbarsten  Weise  .inerkcn 
vorher  angeführten  Gründen  de 


i  besondere,  sehr  leim 
nen  ich  namentlich  die 
■  ivry  an  den  Azimuthen 
i-htige  Correction  betrifft, 
l'erquem  ein  durchaus 
ich  hiemit  in  der  l'rr-.n- 
;  und  ich  bin  aus  allen 
dass  Niemand,  welcher 


sich  für  den  fraglichen  Gegenstand  und  die  namentlich  auch  in 
theoretischer  Rücksicht  zu  so  vielen  wichtigen  Untersuchungen 
Veranlassung  gebende  Nautik  überhaupt  interessirt ,  auch  neben 
meiner  ursprünglichen  Schrift  die  neue  Bearbeitung  des  Herrn 
Ter<|uem  wird  entbehren  können,  weshalb  dieselbe  der  unge- 
meinsten Beachtung  recht  sehr  empfohlen  werden  muss,  was  ich 
hiermit  aus  vollkommenster  Ueberzeugung  tluie. 

Es  ist  mir  wohl  noch  erlaubt,  darauf  hinzuweisen,  das»  man 
zweckmässig  mit  dem  Studium  der  obigen  Schriften  das  meiner 
Abhandlung  In  Tbl.  XXI.  Nr.  XXII.  S.  304.  verbinden  wird,  worin 
ich  eine  besonders  einfache  Entwickelung  der  Gleichungen  der 
Loxodromen  auf  Rotationsflächen  gegeben  zu  haben  glaube.  Fer- 
ner verweise  ich  auf  die  von  mir  gefundenen  merkwürdigen  Aus* 
drflcke  für  den  Flächeninhalt  loxodromischer  Dreiecke  auf  der 
Kuge Mäche  und  auf  dem  Ellipsoid,  die  ich  in  den  Abhandlungen 
Thi.  XVI.  Nr.1I.  S.23.  und  Thl.  XXVII.  Nr.XIX.  S.  143.,  hauptsäch- 
lich aber  in  meinem  bei  Gelegenheit  der  vierhundert] ä  fingen 
Jubelfeier  der  hiesigen  Universität  im  Jahre  IS56  verfassten  Dera- 
nats- Programm:  De  area  trianguii  loxndromici  in  super- 
ficieellipsoidis.  Gryphlswaldlae.  Kunike.  1836.  4».  ent- 
wickelt habe. 


Möge   die  Nautik   : 
sehr  gewünschten  Nutz 


s  allen    diesen  Arbi 
■  ziehen. 


iten    dei 


titrr-trischrr  ■V/MV  l'l.t  1/1. 

,.!, -Vermischte  Schriften. 


Sitsnngs,  berieb 
schaft  «1er  Wissen 
Januar  —  Juni.     Pr; 


e    der  Künigl.  Böhmischen    Gei 
ichaften    in    Prag.     Jahrgang 
g.  1839.    8«. 


Es  ist  sebr  erfreulich,  dass  die  um  die  Wissenschaften  in 
so  vieler  Beziehung  hochverdiente  Königlich  Böhmische  Gesell- 
schall  der  Wisse nsebaften  zu  Prag  von  dem  jetzigen  Jahre  an 
nach  dein  Beispiele  vieler  anderen  Akademieeu  und  Gesellschaf- 
ten der  Wissenschaften  Sitzungsberichte  herausgehen  wird,  in 
denen  alle  in  den  stattgehabten  Mitzungen  vorgekommenen  Ver- 
handlungen in  der  Kürze  milgetheilt  «erden.  Das  erste  Heft  die- 
ser Sitzungsberichte  liegt  vor  uns,  und  wir  werden  seinen  Inhalt, 
eben  so  wie  den  Inhalt  der  ferner  erscheinenden  Hefte,  so  bald 
dieselben  uns  zugehen,  in  unseren  Literarischen  Berichten  mit- 
fheilen.  Der  Inhalt  des  vorliegenden  Hefts,  so  weit  derselbe  in 
den  Kreis  des  Archivs  gehört,   ist  folgender. 

Das  Heft  wird  eröffnet  durch  ein  Verzeichnis»  aller  jetzigen 
Ehrenmitglieder,  ordentlichen,  auswärtigen  und  ausserordentlichen 
Mitglieder.  Die  Gesellschaft  besteht  aus  einer  philologischen, 
historischen ,  naturwissenschaftlich  -mathematischen,  Philosoph!, 
sehen  Sectio«.  In  der  Sitzung  der  naturwissenschaftlich-mathe- 
matischen Section  vom  31.  Februar  1851»  hielt  Herr  Kitter  von 
Hasner  einen  physiologisch-optischen  Vortrag  über  das  liiuu- 
cularsehen,  welcher  nach  dem  kurz  mitgelheilten  Inhalte  den 
nichtigen  Gegenstand  ganz  vom  mathematischen  Standpunkte 
behandelte.  Die  betreffende  Abhandlung  ist  im  lOten  Acten  bände 
vollständig  aufgenommen.  —  Ferner  machte  Herr  Matzka  Mit- 
theilung über  seine  interessanten  Untersuchungen  über  die  Be 
rechnung  der  Rauminhalte  und  Schwerpunkte  solcher  Körper, 
welche  von  zwei  parallelen  gleichvielseiljgen  Vielecken  (Grund- 
ebenen)  und  eben  so  vielen  dazwischen  liegenden  seitliche» 
windschiefen  Vierecken  begrenzt  sind,  wofern  die  Seiten- 
kanten entweder  gerad ,  und  zwar  im  allgemeinen  paar» eis 
gekreuzt  oder  angemessen  gekrümmt  sind.  Mit  der  betreffen- 
den vollständigen,  sehr  interessanten  Abhandlung  hat  Herr  Matzka 
das  Archiv  beehrt ;  unsere  Leser  kennen  dieselbe  aus  Tbl.  \  X  MI I. 
Hfl.  3.  Nr.  XII.  S.  121.  —  In  der  Sitzung  derselben  Section  vom 
31.  MBr*  1859  erläuterte  Herr  Pierre  in  sehr  deutlicher  Weise 
das  neue Norrenherg'sche  Polarisation«- Instrument;  die  beigefügte 
Figur    dient    sehr    zur    besseren    Veranschnulichung    der    ganzen 


■  ■»*"    -■*"■ 
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Sache.  —  In  der  Sitzung  vom  18.  Apiil  1839  *)  theilte  Herr  Jeli- 
ni'k  «ine  Arbeit  deii  Herrn  Popper  mit,  in  welcher  derselbe  die 
Methode  von  WedHIe  zur  Auffindung  der  Wurzeln  numerischer 
Gleichungen  einer  Mndificatioo  unterwirft ,  wodurch  diese  Methode 
in  der  Rege!  schon  bei  zweimaliger  An» cd. Ion;*  der  Transforma- 
tion, welche  der  Wed  d  le'scheu  Methode  zu  Grunde  liegt,  die 
gesuchle  Wurzel  bis  auf  6  Uecimalen  genau  liefert.  Die  gemach- 
ten Mittheilungen  sind  ungeachtet  ihrer  Kürze  sehr  geeignet,  einen 
deutlichen  Hegriff  von  Herrn  P o p p e r '  s  Methode  zu  geben.  —  Herr 
Kofistka  besprach  die  neueren  Planmieter  und  ihre  Benutzung, 
unter  Vorzeigung  eines  Wetli'schen  und  eines  Amsler'schen 
derartigen  Instruments.  In  dem  Vortrage  uurrien  die  Eigentüm- 
lichkeiten der  verschiedenen  Instrumente  namentlich  rücksichtlich 
des  angewandten  Cnordinatensystems  sehr  deutlich  hervorgehoben 
und  eine  Vereinfachung  der  von  Stampfer  zuerst  entwickelten 
allgemeinen  Theorie  des  Wetli'schen  Instruments  angegeben, 
welche  ftir  den  Vortrag  besonders  geeignet  sei.  Bei  der  grossen 
praktischen  Wichtigkeit  der  in  Rede  stehenden  Instrumente  wür- 
den wir  uns  erlauben,  Herrn  Kofistka  freundlichst  zu  ersuchen, 
uns  seine  Theorie  zur  Veröffentlichung  in  dem  Archiv  gefälligst 
mitzutbeilen,  was  gewiss  der  Sache  sehr  forderlich  sein  würde 
und  im  allgemeinen  Interesse  des  praktischen  Unterrichts  sehr  zu 
wünschen  wäre.  —  In  der  Sitzung  vom  23.  Mai  1S59  tlemonstrirte 
Herr  Purkyne  einen  optisch-physikalischen  Versuch  über  die 
scheinbare  Bewegung  gerader,  in  radialer  Richtung  bewegter  Linien. 

Wir    wünschen   sehr,    bald   zu   ähnlichen    Mittheilungen    über 
die  verdienstlichen  Arbeiten  der  Gesellschaft  Gelegenheit  zu  haben, 

*)  Wir  meinen  immer  rlir  mathpmatisrb-nalnrwiiicnicliaft 
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.  December  1859  starb  zu  Paris  der  berühmte  Verfasser 
Elemcns    de    Statique"    und    vieler    anderer    wichtiger 
:ml  einzelner  Abhandlungen, 


L.  Poinsot, 


i  ausführlichem  iVecrolog  wir 
1  hoffen. 


läterhin  unseren  Lesern  mit- 


Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

rden  alle  Leser  des  Archivs  mit  besonderer  Freude 
■nehmen,  dass  Se.  Königliche  Hoheit  der  regierende  Grossher- 
;ot*  von  Baden  so  eben  mit  bekannter  Mumficenz  einen  neuen 
Jewcts  hober,  den  Wissenschaften  gewidmeter  fürstlicher  Guust 
:u  geben  geruhet  haben,  durch  Bewilligung  der  Mittel  zur  Wieder- 
■erstellung  der  Mannheimer  Sternwarte  und  zur  Anstellung  eines 
ücliiigmi  Astronomen  an  derselben,  so  dass  dieser  alte  berShmle 
Tempel  der  Wissenschaft  von  jetzt  an  mit  vollgültigem  Rechte 
nieder  in  die  Reibe  der  den  neuesten  Ansprüchen  vollkommen 
Rechnung  tragenden  Sternwarten  eintritt.  Se.  Königliche  Hoheit 
Ilaben  Sich  dadurch  ein  neues  unvergängliches  Denkmahl  in  der 
Geschichte  der  Wissenschaft  gesetzt.  Gewiss  aber  werden  wir 
tuf  den  Dank  unserer  Leser  durch  die  folgende  Mittheilung  der 
lähcreu  Umstände  dieses  denkwürdigen  Ereignisses,  welche  uns 
Ti  dankenswertester  Weise  von  kundiger  Freundes  -  Hand  ge- 
Tiacht  worden  ist,  rechnen  dürfen.  G. 

Die   Mannheimer   Sternwarte   befand   sich   seit  dein   im  Jahre 
TW.  XXXIV.  Hfi.  3.  3 
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184fi  erfolgten  Tode  Nicolai'»  in  einem  verwaisten  Zustande, 
welcher  eigentlich  schon  mehrere  Jahre  früher  durch  seine  Krank- 
heit eingetreten  war.  Bei  dem  damaligen  Zustande  der  Sternwarte 
konnte  ein  Astronom  nach  dem  einstimmigen  llithcil  aller  Sach- 
verständigen unmöglich  ein  befriedigendes  Ifesultat  seiner  Thätig- 
keit  auf  derselben  erhallen.  Es  wurden  darum  von  verschiedenen 
Seilen  Vorschläge  gemacht,  wie  die  festgesetzten  Fonds  und  die 
vorhandenen  Instrumente  benutzt  werden  könnten.  Das  Zweck- 
dienlichste schien,  eine  neue  Sternwarte  so  hauen,  und  es  theilte 
der  verstorbene  Astronom  Schumacher*),  auf  Verlangen  des 
Professor  W.  Eisenlobr,  diesem  einen  sehr  sorgfältig  ausgearbei- 
teten I'lan  mit.  Inzwischen  kamen  die  bewegten  Zeiten  von  1848 
und  1849,  in  denen  die  badische  liegierung  Ersparnisse  eintreten  zu 
lassen  genothigt  war,  welche  auch  dieses  Institut  trafen.  So  blieb 
die  Sternwarte  unbenutzt,  mit  Ausnahme  der  Jahre  1852  —  1857, 
in  welchen  Herrn  Dr.  Neil  die  Aufsicht  über  dieselbe  übertra- 
gen war. 

Bei  der  Naturforscher-Versammlung  in  Bonn  (1837)  borieth 
sich  Professor  Eisenlobr  mit  mehreren  Astronomen  über  die 
Frage,  in  welcher  Art  die  Mannheimer  Sternwarte  nieder  in  die 
Heihe  der  nützlichen  Anstalten  dieser  Art  eintreten  könnte,  indem 
er  bei  den  wohlwollenden  Gesinnungen  Sr.  Königlichen  Ho- 
heit des  Grossherzogs  für  Alles  was  Wissenschaft  und  Kunst 
betrifft,  auf  eine  günstige  Annahme  zweckmässiger  Vorschläge 
rechnete.  Es  wurde  anerkannt,  dass  in  der  jetzigen  Zeit  kleinere 
Sternwarten  nicht  nur  sehr  nützlich,  sondern  auch  bei  der  nnth- 
wendig  gewordenen  Theihmg  der  Arbeit  unentbehrlich  seien. 
Unter  der  ausgezeichneten  Mitwirkung  des  Herrn  Professor  Ar- 
gelander,  der  aus  Liebe  zur  Wissenschaft  mehrere  Male  aus- 
drücklich nach  Mannheim  und  Karlsruhe  reiste,  um  nähere  Einsiebt 
zu  nehmen,  kam  nun  ein  Project  zu  Stande,  welches  Professor 
Eiscnlohr  Sr.  Königlichen  Hoheit  dem  Grossberzoge 
und  Seinem  hohen  Ministerium  vorlegte.  Der  Erster«  ge- 
nehmigte es  mit  lebhafter  Freude,  nachdem  auch  das  Ministerium 
des  Innern  bereitwillig  die  wohlwollendsten  Antrüge  gestellt  hatte. 
Als  nun  die  in  demselben  Jahre  (1857)  versammelte  Ständekam- 
mer auch  die  nütliigen  Geldmittel  bewilligt  hatte,  erhielt  Professor 
Eisenlobr  den  Auftrag,  für  den  Vollzug  zu  sorgen.  In  Gemein- 
schaft der  Herren  Professoren  Argelander  und  Schwerd  wurde 
nun  die  Anschaffung    der   nofhigen  Instrumente,    welche  im  nach- 


')  Schumacher   war   früher  aelb«t 
beimer  Sternwarte  iingcstdlt  gew(?»cn. 
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stehenden  Verzeichnis«  unter  der  Rubrik  „Neuere  Instrumente" 
enthalten  sind,  so  wie  die  neu  zu  treffenden  Einrichtungen  an 
der  Sternwarte  heratben  und  beschlossen.  Da  die  Herstelluni; 
des  grossen  Kefractnrs  Innrere  Zeit  in  Anspruch  nahm,  so  erfolgte 
die  Berufung  des  neuen  Astronomen  Herrn  Professor  Dr.  Sc  h  ün  - 
fe  t  d ,  welcher  schon  seit  sechs  Jahren  als  Assistent  nn  der 
Bonner  Sternwarte  angestellt  war  und  durch  mehrere  ausgezeich- 
nete Arbeiten  bekannt  ist,  erst  im  September  dieses  Jahres. 
Derselbe  machte  sogleich  eine  Reise  nach  München,  um  die 
wichtigsten  Instrumente  einzusehen  und,  nachdem  er  sie  geprüft, 
in  Empfang  zu  nehmen.  Dieselben  sind  nun  auf  der  Sternwarte 
aufgestellt  und  somit  ist  dieses  Institut  auf's  Neue  in's  Leben 
gerufen.  Die  an  demselben  befindlichen  und  auch  jetzt  noch 
brauchbaren  alteren  Instrumente,  so  wie  die  neu  angeschafften, 
.sind  im  folgenden  Verzeichnis«  enthalten. 


a)  Aeltere    Instrumente. 

1)  Ein  Mauenpiadrant  mit  uehroni.  Fernrohr  vonflird  in  Lon- 
don 1775.     Halbmesser  des  Kreises  7»/,»,  Objecfiv  3"  T"  Oeffnung. 

2)  Das  Passage -Instrument  mit  dreifachem  achroin.  Objectiv 
von  Ramsden  in  London  1785.  Lauge  des  Fernrohrs  6',  Oeff- 
nung des  Objectivs  3"  10*.     Drei  Okulare. 

3)  Der  MultipHkationskreis  von  Reichenbach  mit  stehender 
Säule;  der  Vertikalkreis  hat  3',  der  Azimuthaikreis  26"  Durch 
messer;  das  Fernrohr  4'  Länge.     Objectiv  3"  6"'  Oeffnung. 

4)  Eine  Secundenpendel-Uhr  von  Arnold  in  London;  Com- 
pensation  Zink-Stahl;  Echappement  nach  Graham  auf  Rubinen. 

5)  Eine  Secundenpeudel  -  Uhr  vom  Norton  in  London;  ohne 
Rubinen,  sonst  wie  die  vorige. 

C)  Eine  Secundenpendel-Uhr  von  le  Paute  in  Paris;  ohne 
Compensation. 

7)  Ein  siebeufüssiger  Heliometer  von  Dollond  Sohn,  Ob- 
jectiv 3". 

8)  Knmetensucher  von  Ramsden,  Focallange  2',  Feld  ß°. 

9)  Hadley'scher  Spiegelsextant  von  Troughton. 

10)  Libelle,  Länge  2',  von  Ramsden. 

11)  Barometer,  Thermometer,  Nurmaltoise  etc.  etc. 


b)  Neuere    Instrumente. 
1)  Ein  achtfiissiger  liefractor  von  Steinbeil  von  6"  Oeffnung 
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mit  Sucher,  parallaktisch  montirt,  auf  gusseisernem  Pfeiler,  mit 
Fl i iL'" In-  von  Mahier,  mit  Frictionswerk  den  Sternen  folgend, 
in  AR.  zu  verstellen  ohne  Unterbrechung  des  Fortrüekeus ,  die 
Achsen  in  Steinen,  die  Kreise  auf  Silber,  nebst  sieben  Okularen, 
Sonnenglaa  und  Kreismikrometer  mit  achromatischem  Okular. 
Ferner  dazu  gehörig: 

'  ein  Lampenlilarraikrometer , 
ein  Okular-Ileliomeler, 
sechs  achromat.  Mikrometerokulare. 
ein  weiteres  Kreismikrometer, 
drei  Kreismikrometerplatteu, 
ein  Centrirapparat  für  das  Objectiv, 


ein  Soni 

aen  glaskeil 

zur  Treni 

inng  der  Doppelster 

ein  Extra  okular. 

2)  Ein  Kometensucher  vi 

>n  27"  Li 

inge ;  27"'  Oeffnung. 

3) 

Ein  Chron 

ometer  von 

Tiede  i 

n  Bertin. 

l) 

Eine  Sekt 

ndenpendel 

Uhr  von 

11  o  b  in  Furtwangei 

Der  Refraelor  ist  auf  der  Plattform  der  Sternwarte  in  einem 
kreisrunden  Häuschen  mit  sechs  Fu.ss  hober  Mauer  und  einer 
Drehkuppel  von  15'  Durchmesser  aufgestellt.  Die  Kuppel  ist 
aus  Eisen  und  Holz  conslruirt;  mit  Klappen  versehen  und  mit 
Segeltuch  überzogen,  welches  mit  einem  sehr  dauerhaften  Material, 
der  sogenannten  Diamautfarbe,  angestrichen  ist  Sie  ruht  auf  vier 
Kanonenkugeln,  welche  bei  der  Drehung  der  Kuppel  ziviseben 
der  unter  ihr  befestigten  gusseiserneu  Rinne  und  einer  ihr  ge- 
genüberstehenden auf  dem  runden  Mauerehen  fest  gemachten 
gleichen  Eisenbahn  fortrollen.  Die  obere  Kinne  ist  mit  horizon- 
tal stehenden  Zähnen  versehen,  in  welche  ein,  durch  eine  Kur- 
bel drehbarer  Trieb  eingreift.  Durch  diese  Einrichtung  ist  die 
Bewegung  der  Kuppel  sehr  leicht.  Vier  Haltefest,  welche  zu- 
gleich Frictionsrollen  sind,  verhindern,  dass  der  Sturmwind  die 
Kuppel  abheben  kann. 

In  demselben  Räume  befinden  sich  die  Sekundenpcndel-Uhr 
und  ein  Schrank  zur  Aufbewahrung  der  nötbigen  Apparate. 
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Elemetarnv    wyklad    mal 
howafci,  Professor  an  der  J  ag  i  t-  Monis..: 
7.u  KraUu.    Ttil.IH.,  Bandlll.     Analytik 

(Man  rergleldiB  Liter».  Her.  Nr.  \<     S.  4.  und  Kr.  CXXXI.  S.  1.) 

Wir  beeilen  uns  von  dem  Erscheinen  des  Torstehenden  Ban- 
des des  im  Jahre  J851  begonnen  Werkes  der  elementaren  Ma- 
thematik zu  berichten,  welcher  die  Theorie  der'  analytischen 
Geometrie,  so  weit  sich  diese  auf  elementarem  Wege  darstellen 
lässt,   umfasst. 

Herr  Professor  Steczkowski  hat  sich  durch  die  Heraus- 
gabe des  neuen,  jetzt  in  seiner  Vollendung  vorliegenden  Werkes 
unstreitig  ein  grosses  Verdienst  erworben,  da  uns  kein  anderes 
Werk  in  polnischer  Sprache  bekannt  ist,  in  welchem  die  ganze 
elementare  Mathematik  so  vollständig  und  anschaulich  entwickelt 
wäre. 

Da  die  Mathematik  bereits  den  Standpunkt  erreicht  hat,  dass 
man  fast  alle  Wahrheiten  der  analytischen  Geometrie,  sowohl  auf 
dem  Wege  der  höheren,  als  der  elementaren  Mathematik  beweisen 
kann,  so  hat  dies  den  Herrn  Verfasser  bewogen,  die  analytische 
Geometrie,  welche  man  gewöhnlich  zur  elementaren  Mathematik 
nicht  rechnet,  in  diese  letztere  eiriztischliesseii. 

Im  ersten  Theile  dieses  Bandes,  —  in  der  analytischen  Geo- 
metrie der  Ebene,  —  wird  die  Theorie  der  Linien  des  zweiten 
Grades,  da  sie  einen  der  wichtigsten  Theile  derselben  ausmacht, 
auf  eine  ihrer  Wichtigkeit  ganz  entsprechende  Weise  behandelt; 
wahrend  im  zweiten  Theile,  in  der  analytischen  Geometrie  des 
Raumes,  der  Herr  Verfasser  die  nahe  Verwandtschaft  der  analy- 
tischen und  descriptiven  Geometrie,  so  viel  als  thunlicb,  für  den 
Anfänger  hervorhebt;  den  Hauptthell  dieses  Bandes  aber  macht 
die  Theorie  der  Flächen  des  zweiten  Grades  aus. 

Der  Erfahrung  zu  Folge,  dass  der  Anfänger  viel  leichter  von 
dem  speziellen  Falle  auf  den  allgemeinen  schliesst,  (als  umge- 
kehrt), hat  der  Herr  Verfasser  nicht  die  schiefwinkligen  Coordi- 
naten,  von  welchen  die  rechtwinkligen  offenbar  nur  ein  spezieller 
Fall  sind,  sondern  in  allen  seinen  Untersuchungen  die  rechtwinkli- 
gen (Viordinaten  angewandt,  von  welchen  er  erst  auf  die  schief- 
winkligen schliesst.  In  der  analytischen  Geometrie  des  Raumes 
bedient  sich  Herr  Steczkowski  ausschliesslich  der  rechtwinkli- 
gen Cnordinnten. 
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In  der  Einleitung  wird  auf  die  Beschränktheit  «Icr  euklidischen 
Methode  hingewiesen,  und  an  einigen  Beispielen  die  Art  and 
Weise,  wie  sich  die  Alten  bei  Lösung  genmetrischer  Aufgaben 
zu  helfen  suchten,  gezeigt,  zugleich  aber  auch  dargethan,  welch 
ungeheuren  Portschritt  die  Mathematik  seit  Descartes"s  Erfin- 
dung der  analytischen  Geometrie  gemacht  hat. 

Nachdem  dann  im  ersten  Abschnitt  die  Bestimmung  des  Punk-    ■ 
res  in  der  Ebene,  die  Gleichung    und  Theorie  der  geraden  Linie 
entwickelt,    und    die   wichtigsten    Anwendungen   auf   die    analyti- 
sche  Geometrie  gemacht   sind,  wird  im  zweiten   Theil  die    Ver- 
wandlung der   Coordinaten   abgehandelt. 

Im  dritten  Abschnitte  werden  die  allgemeinen  Gleichungen 
der  Linien  des  zweiten  Grades,  eu  wie  die  geometrische  IJedeti- 
tung  dieser  Linien,  ihre  Identität  mit  den  schon  im  Alterthum 
bekannten  Kegelschnitten,  besprochen,  und  gegen  Ende  dessel- 
ben Abschnitts  noch  die  polaren  Gleichungen  der  Omen  des 
zweiten  Grades  entwickelt  und  die  wichtigsten  dahin  gehörenden 
Aufgaben  gelöst. 

Der  vierte  und  fünfte  Abschnitt  setzt  die  Theorie  der  Kegel- 
schnitte, so  weit  dies  der  elementare  Weg  gestattet,  aus  einander, 
vorzüglich  ist  aber  hier  die  Theorie  der  Durchmesser,  Taugenten 
und  Asymptoten  erklärt,  und  am  Ende  die  Quadratur  dieser  Li- 
nien angegeben,  wo  die  Quadratur  der  Hyperbel  auf  die  im  Archiv 
Band  XXV.  Nr.  V.  entwickelte  Weise  durchgeführt  ist. 

Im  sechsten  Abschnitte  endlich  ist  vnn  den  Anwendungen 
der  Theorie  der  Curven  des  zweiten  Grades  auf  die  Auflösung 
der  Gleichungen  dritten  und  vierten  Grades  die  Rede,  wobei  mehre 
zweckmässig  gewühlte  Aulgaben  entwickelt  werden,  die  zu  Glei- 
chungen von  diesen  Graden  führen. 

Es  folgt  ferner  das  Delische  Problem  und  eine  Lösung  der 
Aufgabe  von  der  Drcithcilung  des  Winkels.  Bei  dem  Delischen 
Problem  wird  erörtert,  dass  zu  dessen  Auflösung  nicht  durchaus 
zwei  Parabeln  uöthig  sind,  sondern,  dass  mau  die  zweite  durch 
einen  Kreis  ersetzen  kann. 

Bei  der  Auflösung  der  Aufgabe  von  der  Dreitheilung  des 
Winkels  fuhrt  der  Herr  Verfasser  die  platonische  Lösung  mit 
Hülfe  der  Conchoide  und  Cissoide  aus,  deutet  auf  ihre  Mängel 
hin,  und  löst  sie  mit  Hülfe  der  Hyperbel,  oder  zwei  sich  schnei- 
dender Parabeln,  oder  endlich  auch  mit  Hülfe  einer  Parabel  und 
eines  Kreises. 

Im  zweiten   Theile  dieses    Bandes,   in  der  analytischen  (ieo- 
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meine  des  Raunte*,  beillent  sich  der  Herr  Verfasser,  wie  schon 
liemerkt,  nur  der  rechtwinkligen  Coordinatcn,  da  diese  zu  viel 
einfacheren  Resultaten  fuhren,  als  die  Betrachtung  mit  schiel 
winkligen,  und  behandelt  hier  im  ersten  Abschnitt  die  Lage  der 
Punkte  im  Räume.  Im  zweiten  schreitet  er  gleich  zur  Theorie 
der  Ebene  fort,  und  nachdem  er  die  allgemeine  Gleichung  der 
Ebene  gefunden  hat,  gebt  er  erst  zur  geraden  Linie  im  Räume 
über.  Die  Gleichungen  der  geraden  Linie  kann  man  nämlich 
leicht  linden,  wenn  man  schon  die  Gleichungen  der  Ebene  kennt, 
»eil  jede  gerade  Linie  als  der  Durchschnitt  zweier  sich  schnei- 
dender Ebenen  angesehen  werden  kann. 

Der  dritte  Abschnitt  handelt  von  der  Verwandlung  der  Coor- 
dinaten, und  zwar  nur  der  rechtwinkligen,  weil  die  schiefwinkligen 
iu  diesem  Thcile  bei  Herrn  Steczkowski  keine  Anwendung 
finden. 

Im  vierten  Abschnitt  werden  zunächst  krumme  Flächen  im 
Allgemeinen  abgehandelt,  sodann  die  Theorie  der  Kugel,  der  Oher- 
f  loche  des  Cylinders  und  des  Kegels,  der  schiefen  und  Hotations- 
Klächen  kurz  aus  einander  gesetzt. 

Der  fünfte  Abschnitt  umfasst  eine  ausführliche  Behandlung 
der  Theorie  der  Elächen  zweiten  Grades,  und  im  sechsten  und 
letzten  Abschnitt  giebt  der  Herr  Verfasser  noch  die  Theorie  der 
Berührungsebene  der  krummen  Flächen  zweiten  Grades. 

Der  Herr  Verfasser  hat  sich  durch  dieses  ganze  Werk  je- 
denfalls ein  unvergängliches  Denkmal  io  der  Geschichte  der  pol- 
nischen mathematischen  Literatur  gesetzt,  so  dass  wir  ihm  zur 
Vollendung  desselben   nur  aufrichtig    Glück    wünschen  kennen. 

S. 


Elementarny  wyklad  niatentatyki  von  J.  K.  Stecz- 
kowski,  Professor  an  der  Jagiellonischen  Universität 
au  Krakau.  Tbl.  111.  Band  II.  Ebene  und  sphärische 
Trigonometrie. 

Eben  so  sehr  freuen  wir  uns,  das  Erscheinen  des  zweiten  Ban- 
des des  111.  Theils  der  von  uns  vor  Kurzem  angezeigten  Geometrie 
anzeigen  zu  können,  von  welchem  Alles  dasjenige,  was  bei  dem 
Berichte  des  ersten  Theiles  zur  Empfehlung  gesagt  worden  ist, 
in  ganz  gleichem  Maasse  gilt. 

Das  neae  Buch  zeichnet  sich  duTch  eine  leicht  übersichtliche, 
naturgemässe,  systematische    Anordnung,     wie   durch    eine    klare 
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und  gründliche,  nach  einer  gewissen  Vollständigkeit  und    . 
lichkeit  strebende  Darstellung  ans. 

Die  Hauptsätze  der  ebenen  und  sphärischen  Trigonometrie 
sind  auf  verschiedene,  sowohl  analytische,  als  geometrische  Weise 
bewiesen,  um  auch  hier  die  mannigfaltige  Beweisführung  dem 
Anfänger  zu  bekunden;  zugleich  zeigt  der  Herr  Verfasser,  dass 
ebenso  wie  die  Planimetrie,  auch  die  ebene  und  sphärische  Tri. 
gouomctrie  ein  gewisses  Ganze  bilden,  indem  er  darthut,  wie  die 
Beweise  der  Lehrsätze  der  sphärischen  Trigonometrie  gänzlich 
auf  der  ebenen  Trigonometrie  beruhen,  und  wie  man  sogar  alle 
Analogien  der  sphärischen  Trigonometrie  aus  einem  ebenen  Drei- 
ecke herleiten  kann. 

Bei  der  Herleitung  der  trigonometrischen  Funktionen  betrach- 
tet der  Herr    Verfasser   nicht,   wie  es  gewöhnlich    geschieht,  die 
trigonometrischen   Linien    im   Kreise,  sondern   leitet  sie 
Betrachtung  der  rechtwinkligen  Coordinaten  ab. 

In  der  Einleitung  ist  auf  die  Un genau igkeit  der  Constructions- 
nder  euklidischen  Methode  hingewiesen,  ebenso  ist  von  den  durch 
Hipparchus  und  Ptolemaeus  in  die  Rechnung  eingeführten  Sehnen 
die  Rede,  und  von  der  Art,  in  welcher  letzterer  seine  Tafeln  be- 
rechnet hat. 

Nachdem  dann  der  Herr  Verfasser  im  ersten  Abschnitte  die 
einzelnen  Funktionen  hergeleitet  und  ihre  Natur  und  ihre  wechsel- 
seitigen Beziehungen  in  sehr  eleganter  und  anschaulicher  Weise 
aus  einander  gesetzt  hat,  weist  er  im  zweiten  Abschnitte  nach, 
wie  man  dieselben  auf  elementarem  Wege  berechnen  und  in  Tafeln 
aufstellen  kann.  Die  zweite  von  den  hier  zur  Berechnung  der 
einzelnen  Funktionen  angegeben  Methoden  ist  zwar  kürzer  und 
einfacher,  aber  auch  oft  mit  Schwierigkeiten  verbunden,  da  sie 
auf  der  Auflösung  der  Gleichungen  von  höheren  Graden  beruht. 
In  demselben  Abschnitte  sind  nneh  die  Kontroll- Methoden  von 
Euler  und  Legend re  besprochen  und  die  Logarithmentafeln  und 
deren  Einrichtung  erläutert. 

Der  dritte  Abschnitt  handelt  von  der  Auflösung  der  Dreiecke, 
und  enthält  zahlreiche  numerische  Beispiele,  ganz  geeignet,  den 
Anfänger  in  der  Lösung  trigonometrischer  Aufgaben  zu  üben. 

Im  vierten  und  letzten  Abschnitt  werden  zuerst  die  zu  Mes- 
sungen nötbigen  Instrumente  und  deren  Gebrauch  beschrieben, 
sodann  einige  lehrreiche  Aufgaben  aus  der  Geodäsie  gelöst  und 
die  wichtigsten  Anwendungen  auf  die  Geometrie  und  Stereometrie 

gezeigt. 
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In  der  sphärischen  Trigonometrie  geht  der  Herr  Verfasser 
sogleich  an  die  Auflösung  der  Dreiecke,  da  alle  nöthigen  Vor- 
kenntnisse bereits  Band  III.  Thl.  I.  niedergelegt  norden  sind.  Alle 
bei  der  Auflösung  sphärischer  Dreiecke  vorkommenden  Falle  sind 
hier  auf  sehr  vollständige  Weise  entwickelt,  und  die  von  berühm- 
ten Mathematikern  gefundenen  Formeln   mit  in  Betracht  gezogen. 

Aus  den  Gauss'schen  Formeln  sind  zwei  für  die  ebene  Tri- 
gonometrie sehr  wichtige  Lehrsätze  hergeleitet;  —  diesen  für  die 
ebene  Trigonometrie  höchst  nichtigen  Relationen  hat  Herr  Anger 
in  unserem  Archiv  bereits  früher  Rechnung  getragen, 

Schliesslich  «erden  noch  einige  Anwendungen  der  sphärischen 
Trigonometrie  auf  die  Geometrie  und  Geodäsie  erwähnt.  Es  sind 
auch  hier  nie  in  der  ebenen  Trigonometrie  zur  grösseren  Hebung 
des  Anfängers  zahlreiche  numerische  Aufgaben  gelöst.  S. 


Astronomie  und  verwandte  Wissenschaften. 


läreMittheilungen  aus  dem 
nd  verwandterWissenschal 
oTessor  Dr.  C.  A.  F.  Peters, 
in    Altona.     Band  1.  Heft  3. 


Die  beiden  ersten  Hefte  dieser  neuen  überaus  verdienstlichen 
ettschrifl,  welcher  wir  den  ungehindertsten  Forlgang  im  Interesse 
der  in  ihr  vertretenen  Wissenschaften  von  Herzen  wünschen,  sind 
Literar.  Ber.  Nr.  CXXV.  S.  1.  und  Nr.  CXXVI.  S.  fi.  angezeigt 


Das  vorliegende  dritte  Helt  enthüll  zwei  Aufsätze.  Der  erste 
fährt  die  Ueherschrift:  „Beiträge  z  ur  Biographie  von  F.W. 
Bessel.  Von  M.  Wichmann."  In  einer  Vorbemerkung  spricht 
der  hochverdiente  Herr  Herausgeber  sich  über  den  Inhalt  dieses 
Aufsatzes  folge ndermassen  aus:  „Die  nachfolgenden  Bruchstücke 
einer  Biographie  von  Bessel  sind  mir  von  Herrn  Professor  Er- 
nun  (in  Berlin)  zur  Publicatinn  in  diesen  Blättern  zugesandt  wor- 
den. Bei  dem  Interesse,  welches  jede  Kunde  aus  Bessel's 
lieben  den  Freunden  der  Wissenschaft  gewähren  muss,  werden 
diese  Mitthei  hingen  den  Lesern  der  Zeitschrift  ohne  Zweifel  will- 
m  sein.  Indem  sie  ein  letztes  Andenken  von  Wichmann  *) 
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bieten,  gewähren  sie  zugleich  eine  Ergänzung  zur  bekannten,  lei- 
der unvollendeten  Selbstbiographie  von  Bcsscl.  Durch  seine 
Beziehungen  zu  Kessel  und  dessen  Familie,  so  nie  durch  den 
Einblick  in  die  hinterlassen  en  Pajtiere  ßessel's  ,  bat  Wieb  mann 
sieb  eine  umfassende  und  getreue  Vorstellung  der  ersten  Ent- 
»ickelungsperiode  unseres  grossen  Astronomen  bilden  können. 
Er  scheint  den  Plan  gehabt  zu  haben,  die  von  ihm  gesammelten 
Nachrichten  in  einer  ausführliche»  Biographie  niederzulegen,  aber 
sein  Tod  hat  die  Fortsetzung  und  Vollendung  der  begonnenen 
Arbeit  verhindert."  —  Wir  nüssten  nicht,  was  wir  diesen  Worten 
des  Herrn  Herausgebers  noch  Wesentliches  hinzufügen  sollten. 
Aber  so  viel  kennen  wir  unser»  Lesern  versichern,  dass  ihnen  die 
Leetüre  dieser  Bruchstücke  einen  sehr  grossen  Genuss  gewahren 
wird,  so  nie  auch,  dass  viele  in  denselben  vorkommende  mathe- 
matische und  astronomische  Notizen  Gelegenheit  zu  vielfacher  Be- 
lehrung darbieten.  Wir  danken  daher  dem  Herrn  Herausgeber  für 
die  Mittbeilung  dieses  Aufsatzes  recht  sehr,  und  wünschen,  dass 
er  die  verdiente  Beachtung  in  reichstem  Maasse  finden  möge, 
indem  wir  nur  noch  bemerken,  dass  der  Aufsatz  mit  dem  ferneren 
Aufenthalte  Bessel's  in  Bremen  nach  der  Bekanntwerduug  mit 
Olbers  bis  zur  Uehersiodelung  nach  Lilienthal  (August  1804 
bis  März  180G),  wovon  jedoch  nur  der  Anfang  noch  mitgetheilt 
ist,  schließet. 

Der  zweite  in  diesem  dritten  Hefte  enthaltene  Aufsatz  bat  die 
Ueberschrift:  „Beitrag  zur  Kunde  der  periodischen  Ent- 
wicklung der  Pflanzen.  Von  Dr.  C.  H.  Germar,"  in  wel- 
chem der  Herr  Verfasser  in  sehr  verdienstlicher  Weise  sehr 
interessante  hundertjährige  Beobachtungen  über  die 
Laube  ntfaltung  der  frühen  Buchen  aus  dem  Scblosspark 
zu  Augustenburg  auf  der  Insel  Alsen  mittheilt.  Indem  wir  auch 
auf  diesen  lehrreichen  Aufsatz  aufmerksam  machen,  wünschen 
wir  sehr,  recht  bald  das  vierte  Heft  dieser  der  Wissenschaft  schöne 
Früchte  tragenden  und  deren  weitere  Verbreitung  wesentlich  för- 
dernden Zeitschrift  anzeigen  zu  können. 


Physik. 


Lehrhi 
düng.  Zu: 
Selbstunt 


ch  der  Physik  m 
i  Gebrauche  in  de 
rrichte.  Von  Dr 
der  Physik  an  de 


t  mathematischer  Begrün 
i  höheren  Schulen  und  zum 

August  Kunzek,  k.  k,  ord. 
■  Universität  in  Wien  u.  s.w. 


Uteraritcher  Bericht  CXXXf, 

Zweite  verbesserte  und  vermehrte  Auflage.  Mit  3 
den  Text  eingedruckte»  Holz  schnitten.  Wien. 
Bramniiller.     8. 


Unsere  Leser  »erden  sich  aus  den  im  Literarischen  Beriebt 
Nr.CXXIV.  S.2.  —  Nr.  LXXXVI.  SIL  —  Nr.  CV.  S.  7.  gelie- 
ferten Anzeige»  erinnern,  dass  der  Herr  Verfasser  des  vorliegen- 
den ausgezeichneten  Werkes  in  drei  methodisch  vom  Leichteren 
7.lim  Schwereren  fortschreitenden  Werken  einen  trefflichen  voll- 
ständigen Garaus  der  gesummten  Phywik  veröffentlicht  hat,  welcher 
nicht  genug  empfohlen  werden  kann.  Zwischen  dem  „ Lehrt» u che 
0er  Experimentalphysik"  und  den  „Studien  aus  der 
heileren  Physik"  steht  das  vorliegende  Werk  geivissermassen 
in  der  Mitte.  Die  ersle  Autlage  desselben  ist  im  Literar.  Ber. 
Kr.  LXXXVI.  S.  IL  mit  hinreichender  Ausführlichkeit  und  verdien- 
tem Lobe  von  uns  angezeigt  worden.  In  dieser  ersten  Aullage 
MMte  der  Leser  hSufiger  auf  das  oben  genannte  „Lehrbuch 
der  Experimentalphysik"  zurückgehen,  weil  beide  Werke  in 
einem  gewissen  inneren  Zusammenhange  standen  und  nach  der  Ab- 
sicht des  Herrn  Verfassers  stehen  sollten.  Die  vorliegende  neue 
Anfluge  tritt  dagegen  jetzt,  was  wir  nur  sehr  lohen  können,  als 
ein  völlig  sclbstständiges ,  von  dem  erwähnten  Elementnrhuche 
ganz  n nnlili ängiges  Werk  auf,  indem  der  Herr  Verlasser,  wie  er 
in  der  Vorrede  selbst  sagt,  „bemüht  WM,  das  Werk  in  ein  selbst- 
«(findiges  (Janze  umzugestalten,  so  dnss  zum  Verständnis*  der  in 
demselben  behandelten  Naturgesetze  und  ihrer  Begründung  das 
Nacbschl.igen  seiner  Experimentalphysik  oder  eines  anderen  Wer- 
kes jetzt  nicht  mehr  erforderlich  ist,  und  nur  die  Kenntniss  einl- 
Iger  einfachen  Lebren,  die,  einmal  gelernt,  nicht  leicht  vergessen 
werden,  vorausgesetzt  wird."  Der  streng  mathematische  Charak- 
ter, welchen  wir  schon  bei  der  Anzeige  der  ersten  Auflage  mit 
Lohe  uns  hervorzuheben  bemühten,  ist  dem  Werke  auch 
in  der  neuen  Auflage  nicht  bloss  vollständig  erhalten  worden, 
sondern  dasselbe  ist  in  mehreren  Partieen,  ohne  die  experimen- 
tale  Seite  der  Physik  Im  Geringsten  zu  vernachlässigen  und  hin- 
ten an  zu  setze  ti ,  noch  mehr  wie  früher  in  den  Vordergrund  getre- 
ten, wobei  sich  jedoch  der  Herr  Verfasser  seiner  Absicht  gemäss 
ganz  streng  in  den  Gränzen  der  sogenannten  Elementar-  Mathe- 
matik ,  so  weit  dieselbe  auf  Schulen  gelehrt  .zu  werden  pflegt, 
gehalten  hat,  was  gegenwärtig  um  so  mehr  gerechtfertigt  erscheint, 
da  ja  die  später  erschienenen  Studien  aus  der  höheren  Phy- 
sik denen,  die  weiter  zu  gehen  beabsichtigen,  das  trefflichste 
Hülfsmittel  darbieten.  Den  mathematischen  Darstellungen  ist  auch 
in    dieser  neuen  Auflage  wie  in  der  früheren   ein  mehr    trenntet ri- 


12  fJterartec/ter  Bericht  CXX.XX. 

scher  als  rein  analytischer  Charakter  verliehen  worden,  was  tri* 
nicht  Mose,  vollkommen  billigen,  sondern  als  einen  besonderen 
Vorzug  eines  solchen  Werkes  erkennen,  weil  dadurch  dem  Schü- 
ler die  schönste  Gelegenheit  zur  Anwendung  seiner  in  der  reinen 
Elementar- Mathematik  erworbenen  Kenntnisse  dargeboten  wird. 
Die  mathematischen  Beweise  sind  überall  streng,  und  liefern  den 
Beweis,  dass  der  Herr  Verfasser  selbst  in  einer  streng  mathema- 
tischen, hauptsächlich  geometrischen  Schule  erzogen  worden  ist, 
diesen  streng  geometrischen  Geist  in  erfreulichster  Weise  sieb  im" 
mer  zu  erhalten  gewusst  hat,  und  denselben  überall  auch  in  das 
Feld  der  Anwendung  zv  Übertragen  bemühet  ist,  was  namentlich 
das  vorliegende  Buch  für  Anlanger  zu  einer  buchst  lehrreichen, 
den  streng  mathematischen  Geist  immer  mehr  kräftigenden  und 
weckenden  Leetüre  macht.  Rücksichtlich  des  Inhalts  können  wir 
nur  im  Allgemeinen  bemerken,  dass  sich  derselbe,  mit  Einschlüge 
der  wichtigsten  chemischen  Lehren,  so  wie  der  Grundlehren  der 
Astronomie  und  der  Meteorologie,  über  das  weite  Gebiet  der  gan- 
zen Physik  in  ziemlich  gleichmäßiger  Ausführung  der  einzelnen 
Partieen  erstreckt.  Eine  grosse  Anzahl  gut  ausgeführter  Holz- 
schnitte trügt  sehr  viel  sowohl  zur  Deutlichkeit  der  mathematischen 
Beweise  als  auch  zur  Veranschaulicbung  der  vielen  physikalischen 
Instrumente  und  Apparate  bei,  welche  man  in  diesem  schiinen 
Werke  besehrieben  und  erläutert  findet.  Wir  können  nicht  sagen, 
wie  sehr  wir  uns  über  das  Erscheinen  dieser  neuen  Auflage  dr-s 
von  uns  schon  in  der  Anzeige  der  ersten  Auflage  so  warm  em- 
pfohlenen Werkes  gefreuet  hüben,  da  hierin  zugleich  unser  Trübe- 
res so  gunstiges  Unheil  die  beste  Bestätigung  findet.  Dasselbe 
nimmt  in  Rücksicht  auf  wahre  Gründlichkeit  in  theoretischer  Be- 
ziehung, namentlich  aber  auch  rücksichllich  der  überall  vorwalten- 
den mathematischen  Strenge,  ferner  in  Bezug  auf  die  Deutlichkeit, 
mit  welcher  die  verschiedenartigsten  Apparate  beschrieben  und 
abgebildet  sind,  und  in  Bezug  auf  die  Umsicht,  mit  welcher  auch 
stets  Anwendungen,  wo  sie  sich  irgend  auf  dem  Gebiete  der  ei- 
gentlichen Praxis  darboten,  Berücksichtigung  gefunden  haben, 
jedenfalls  eine  der  ersten  Stellen  in  der  neueren  physikalischen 
Literatur  ein,  und  verdient  daher  solchen  AnfäDgern,  denen  es. 
mit  einer  gründlichen  und  möglichst  vollständigen  Kenntniss  der 
sogenannten  Elementar -Mathematik  ausgerüstet,  um  eine  ent- 
sprechende wahrhaft  gründliche  Kenntniss  der  Physik  zu  thun  ist, 
vorzugsweise  zum  sorgfältigsten  Studium  empfohlen  zu  werden, 
womit  wir  nur  in  erhiihetein  Maas.se  das  wiederholen,  was  wir 
schon  bei  der  Anzeige  der  ersten  Auflage  mit  wärmster  Anerkt 
nung  der  Verdiensflichkeit  dieses  Werkes  gesagt  haber 
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Endlich  fügen  wir  noch  hinzu,  dass  dasselbe  npi  seiner 
grossen  Deutlichkeit  sich  ganz  vorzüglich  auch  tum  Selbststudium 
eignet;  und  dass  namentlich  auch  alle  Lehrer  der  Physik  den 
reichsten  Nutzeu  aus  demselben  ziehen  kiiime».  versteht  sich  nach 
dem  Obigen  ganz  von  selbst.  Möge  dem  Werke  die  Anerkennung, 
'eiche  es  nach  unserer  Meinung  in  jeder  Beziehung  so  sehr 
'dient,  in  reichstem  »nasse  zu  Theil  werden. 


Vermischte  Schriften. 
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No.  4.  (Luglio  e  Agostn  )W!>.). 
Intorno  alle  couir.be  inseritte  in  una  stesaa  superlicie  svilu» 
pahüe  del  quartu  ovdine  (e  terza  classe).  Nota  del  Prof.  Luigi 
Cremona.  p.  201.  —  Note  de  Geometrie  iulinitesimulc.  Par 
A.  Mannheim.  p.  208.  —  Sur  quelques  formales  pour  la  dlffd- 
rentiatiou.  Par  M.  A.  Cnyley.  p.  214.  —  Dimostrazione  dell' 
irreduttibilita  dell'  equazinne  formata.  GOD  le  radlci  primitive  dell' 
unita.  Nota  del  Sig.  V.  A.  Lefaesguo.  p.  332,  —  Sur  |u  <liftV 
rences  de  li\,  et  sur  le  calcul  des  iioinbres  de  llernoulli.  Pni 
E.  Catalan.  p.  239.  —  Ricerche  amuliliche  sopra  le  nttraafoni 
eaercitate  da  una  linea  piana  verso  un  puntu  materialo  collucato 
nel  suu  piano,  ed  in  parlicolarc  sull'  altrazione  del  quiulranti;  ili 
un'  ellisse  verso  il  centro.  Nota  del  Prof.  Iturtiaha  Tortolini. 
p.  244.  —  Intorno  ad  una  equazione  trinumla,  Nota  del  Prüf.  A. 
Genocchi.  p.  253. —  Applicuzioue  di  una  loruiolu  d'iutcgrale 
detinito  multipln  all'  integrazioue  di  una  classu  di  eipnuioni  a 
derivate  parssiali,  e  a  coeflicicnti  costunti  del  Prof.  IIa rn ah u  T 


oliui. 


1.260. 


ltii  i*la  hiltliiituili.il.  Snprn  una  uuova  evpresHinnu  pol 
lultante  di  due  equazinni  ntgebHch*.  ÄTttcoto  del  Prof.  Fran- 
sco  ßrioseht.    p.  262.  —  Pubbllcnzlonl  recenll.     p.2fl4. 

Mo.  5.  Sottemhro  •  Ottobru  ISN), 

La  Teorica  dei  Covarianli  e  dep'li  luvnrliHiti  dulle  forme  hinarir, 

p.    le    sue    principali  npplirnzinni.     IVf »ixi^rnlin    del    Sig.    Prof.  I 

chi  (Continuazinne).     p.'iflU.  —   Sur  le«  liguoM  de  coiirhun: 

!  la  surlace  des  ondes  par   Mr.  VA.   (inmli  um  cur«.     p.27B.  — 
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Osservazioui  Bulla  precedente  Memoria  del  Sig.  Prof.  Francesco 
tirlnschi.  p.  285.  —  Fondamenti  ili  una  Teorica  generale  delle 
funzioni  ili  una  variabile  cumplessa  di  B.  Riemaun  (Traduzione 
dal  Tedesco).  p.  '288.  —  Sopra  alcune  proprietä  della  propaga- 
zione  della  eorrente  elettrica  nei  lili  lelegraüci,  dedotle  dalla 
Teoria  di  Ohm.  Nota  del  Sig.  Filippo  Keller,  p. 305.  — 
Sopra  alcune  linee,  e  superficie  derivate.  Memoria  del  Sig.  Prof. 
Barnaba  Tortolini.  p.316.  —  Extrait  d'une  lettre  de  Mr. 
Mich.  Roher!«  a  Mr.  Tortolini,  sur  la  theorie  des  equations 
algebriques.    p.  330. 

Itivistit  blbliograflca.  Sulla  riduzione  delle  equazioni 
isoperimetriche  alla  forma  canonica.  Articolo  del  Sig.  Prof.  F. 
Brtoschi.  p,  333.  —  Differential  Equations  by  George  Boole. 
Articolo  del  Prof.  Barnaba  Tortolini.     p.  330. 


Bulletins  de  l'Academie  Royale  des  sciences,  des 
lettres  et  des  beanx-arts  de  Belgique.  (Vergl.  Lite  rar.  Ber. 
Nr.  CXXV.  S.  7.). 

26»«  Annes,  2mo  Ser.  T.  1.  1857.  Tremblements  de  terre  e» 
1855,  par  M.  A.  Perrey.     Rapport  de  M.  Ad.  Quetelet.    p.  4a 

—  Occultatiob  de  Jupiter  par  la  lune,  le  12.  janvier  1857;  note  par 
M.  Eni.  Quetelet.  p.  50.  —  Note  sur  les  tremblements  de 
terre  ressentis  en  1855,  avec  Supplements  pour  les  annees  ante- 
rieurs;  par  M.  A.  Perrey.  Deuxieroe  Partie.  Tremblements  de 
terre  en  1855.  p.  64.  (Sehr  vollständige  und  fleissige  Arbeit).  — 
Note  de  M.  Genlller  sur  la  Constitution  physique  du  soleil.  Rap- 
port de  M.  le  capitaine  Liagre.  p.221.  —  Sur  les  triangulations 
qui  ont  et*  faites  en  Belgique  poste'rieurement  ä  1830;  par  M.  le 
genäral  Nerenburger.  p.281.  —  Observations  des  passages  de 
la  lune  et  des  e^oiles  de  meine  eulraination;  par  M.  A.  Quetelet. 
p.  478. 

26"'  Annee,  2™"  Ser.  T.  II.  1857.  Essais  analytiques.'  Les 
lignes  du  troisieme  ordre;  par  M.  F.  Dagoreau.  Rapport  de 
M.  Brasseur-  p.  7.  —  Determination  de  la  difference  da  Inu- 
gitude  de  Bruxelles  et  de  Berlin;  par  M.  A.  Quetelet.  p.  17. — 
Observations  des  passages  de  la  lune  et  des  etoiles  de  meine 
eulmination  faites  en  1855  et  1856;   par  M.  A.  Quetelet.     p.  18. 

—  Theorie  geometrique  des  rayons  et  centres  de  courbure;  par  M. 
E.  Lamarle.  p.33.  (Sehr  lesenswerthe  Abhandlung). —  Theorie 
geometrique  des  rayons  et  centres  de  courbure.  Note  additionelle. 
Par  M.  Lamarle.  p.  307.  —  Variations  anmielles  des  instru- 
menta ineteorologiques  q  liruxelles;  par  M.  A.  Quetelet     p,  321. 


Literarischer  Bericht  CXXXV. 


16 


-  Varia  tions  horaires  des  'Instruments  nieteorologiques  ä  biruxelles. 
Observation^  faites  dans  le  royautue.  2mB  article;  par  M.  A. 
Qnetelet.  p.  SOI.  —  Theorie  geometriqtie  des  rayons  et  ceutres 
de  courbure.  Note  additioneile.  Courbes  reductibles  au  type  cy- 
cloVdal.     Par  M.  Lamarle    p,528.  (S.  oben). 

(ForlseUung  iM  nticlitten  Hefte.) 


Unterrichtswesen. 

Als  ich  in  der  vorigen  Nummer  des  Literarischen  Berichts 
das  Referat  über  die  neu  erlassene,  nach  meiner  vollkommensten 
Cuberzeugung  in  allen  Beziehungen  in  hohem  Grade  treffliche 
„Unterrichts-  und  Prüfungs-Ordnung  der  (preussi- 
schen)  Realschulen  und  der  höheren  Bürgerschulen" 
schrieb,  lag  mir  nur  das  October-Heft.  1859.  des  „Central- 
blatts  für  die  gesummte  Unt  errichts- Verwaltung  in 
Preussen  von  Stiebt"  vor,  welches  für's  Erste  nur  unter  1. 
den  Lehrplan  und  die  innere  Gliederung  der  Real- 
schulen, unter  III.  die  Unterscheidung  der  Realschulen 
und  deren  Berechtigungen,  und  hauptsächlich  unter  II.  das 
Reglement  für  die  A  b  iturienton  •  P  rüfungen  der  Real 
schulen  enthält,  au  welches  letztere  ich  mich  daher  bei  meinem 
Referat  auch  nur  allein  angeschlossen  habe  und  anschliessen 
konnte.  Das  November- Heft.  1850.  des  genannten  Journals, 
welches  S.  646.  ff.  »och  Erläuternde  Erklärungen  zu  der 
eigentlichen  Unterrichts-  und  P  rüfungs-Orditu  ng  mil- 
theilt,  war  damals  noch  nicht  in  meinen  Händen.  Namentlich  in  Be- 
ziehung auf  meine  in  jenem  Referat  rücksicbtlich  des  Unterrichts 
in  der  höheren  Analysis  gemachte  Bemerkung  halte  ich  mich  jetzt 
fÖr  verpflichtet  —  und  thue,  wegen  des  sehr  lebhaften  Interesses, 
welches  ich  an  diesem  neuen  Reglement  und  den  Lehranstalten, 
die  dasselbe  betrifft,  nehme,  dies  auch  sehr  gern,  —  hier  nachträg- 
lich zu  bemerken,  dass  die  Erläuterungen  (S.66S  a.  a.  O.)  noch  fol 
gende  Bestimmung  enthalten:  „Besonders  befähigte  Aufhel- 
lungen u  nd  einzelne  talentvolle  Schüler  in  Prima  wird  der 
Lehrer  auch  in  die  höhere  Analysis,  die  Differential-  und  Integral- 
rechnung und  die  sphärische  Astronomie  einführen  können."  — 
Dass  ich  auch  diese  Bestimmung  unter  dieser  Form  mit  dem 
vollkommensten  Beifall  begrüsse  und  in  derselben  nur  noch  mehr 
die  grosse  Umsicht,  mit  welcher  das  fragliche  Reglement  verfasst 
jst.  freudigst  erkenne,  versteht  sich  von  seihst.  Nur  gegen  jede 
obligatorische  Einführung  des  Unterrichts  in  der  höheren  Aiili- 


II. 
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lysis  in  deti  Lebrulan  der  Realschulen  und  eis  eigentlicher 
Prüfungs-Gegenstand  erkläre  ich  mich  nach  wie  vor  in  be- 
stimmtester   Weise.      Mit  einzelnen  talentvollen  Schülern 

den  Versuch  zu  machen,  wenigstens  dies  zu  können,  d.h.  dazu 
die  Erlaul)  niss  zu  haben,  ist  ganz  in  der  Ordnung,  und  kann  gegen 
die  höbe  Unterrichts  -  Behörde  nur  zu  neuem  aufrichtigen  Danke 
auffordern.  Wenn  man  aber  einmal  einen  solchen  Versuch  macht, 
dann  tbue  man  es  auch  in  völlig  strenger  Weise,  nicht  etwa  so 
ä  la  Lacroix  seligen  Andenkens,  oder  nach  der  Weise  mancher 
deutschen  Elemeutarbücher,  welche  auch  der  Differentialrechnung 
einige  Seilen  widmen,  und  zwar  den  Begriff  der  Gränze  einführen, 
aber  den  argen,  die  ganze  Darstellung  völlig  illusorisch  machenden 
Fehler  begehen,  dass  sie  bei  ihren  sogenannten  Gränzen-  Be- 
stimmungen oder  Gränzen- Ermittelungen  die  Existenz  einer 
Gränze  schon  stillschweigend  voraussetzen,  wogegen  doch  der 
Nachweis  dieser  Existenz  einer  Grunze  gerade  das  ist, 
worauf  es  zunächst  und  hauptsächlich  ankommt.  Wie  schädlich 
ein  solcher  ganz  ungründlicher  und  fehlerhafter  Elemeutar-Un- 
terricht  für  den  höheren  Unterricht  ist,  und  wie  entmuthigend  er 
hei  diesem  letzteren  namentlich  auch  auf  die  Schüler  wirkt,  wenn 
ihnen  klar  gemacht  wird,  dass  sie  das  früher  Erlernte  völlig  bei 
Seile  werfen  und  sich  in  ganz  neue  Vorstellungen  und  Anschauun- 
gen finden  müssen,  kann  nur  der  Lehrer  gehörig  benrtheileii, 
welchem  bei  dem  höheren  Unterrichte  eine  reiche  und  vielfache 
Erfahrung  zur  Seite  steht,  und  der  es  als  einen  wesentlichen 
Theil  seiner  Aufgabe  betrachtet,  sich  im  Einzelnen  mit  den  Be- 
dürfnissen seiner  Schüler  bekannt  zu  machen,  und  jeden  nach 
seiner  Individualität  genau  kennen  zu  lernen.  Grunert. 
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Am  '27.  Juli  1859  starb  zu  Saatfeld  nach  zwei  und  einvier- 
teljähriger segensreicher  amtlicher  Wirksamkeit  als  Lehrer  für 
Mathematik  und  Naturwissenschaft  an  der  dortigen  Realschule, 
tief  betrauert  von  seinen  Vorgesetzen,  College«  und  Schülern, 


Dr.  Andreas  Völler, 


welchem    das    Archiv    einige    sehr  werthvolle    Beiträge   verdankt. 
Derselbe  war  geboren  zu  Helba  am  II.  September  1833. 


Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

Die  Märtyrer  unter  den  Naturforschern.  Ein  Vor- 
trag zu  Gunsten  der  Humbol  dt-Stiftung  gehalten  zu 
Stettin  am  7.  Februar  1860.  von  Dr.  H.  Emsmann,  Pro- 
fessor zu  Stettin.     Leipzig.  O.  Wiegand.   1860.     8. 

So  wie  die  im  Literarischen  Bericht  Nr.  CXXX.  S.  I.  ange- 
zeigte Schrift  desselben  Herrn  Verfassers,  enthalt  auch  die  vor- 
liegende einen  in  mehrfacher  Beziehung  interessanten  Beitrag  zur 
Geschichte  der  Naturwissenschaft,  wenn  auch  die  in  demselben 
mitgeth eilten  Thatsaclien  schon  allgemeiner  bekannt  sind  als  die 
in  der  früheren  Schrift  gemachten  Mittlieilungen.  Neben  Anaxa- 
goras,  Aristoteles,  Arlstarch,  dem  Bischof  Virgiüus  von 
Salzburg  im  8ten  Jahrhunderte,  haben  tinfiirlicti  die  bekannten 
Schicksale  Roger  Bacon's,  des  t'operulcus,  Glordano 
Brunos,  Kepler'»  und  hauptsächlich  CalMei's,  mit  welchem 
TUi.XXXlV.  ltfi.  i.  4' 
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ti.ts  eigentliche  Märtyrerthum  in  den  Naturwissenschaften  schliefst, 
die  meiste  Berücksichtigung  gerunden. 


Arithmetik. 


- 


Auszug  aus  einem  Briefe  den  Herrn  Doctor  J.  II.  W.  Le! 
mann  in  Spandau  an  den  Herausgeber. 

Der  Hauptmann  a.  D.  Adolf  von  der  Schnienburg  in 
Magdeburg  hat  sich  seit  Jahren  in  die  Theorie  der  höheren 
algebraischen  Gleichungen  so  weit  hineingearbeitet,  dass  es  ihm 
gelungen  ist,  allgemeine  und  sehr  merkwürdige,  mir  bisher  unbe- 
kannte Sätze  zu  entdecken,' welche  die  Form  der  Wurzeln  aller 
Gleichungen  in  Kundinnen  der  CoefGcienten  evident  darstellen, 
indem  das  «fache  jeder  Wurzel  einer  Gleichung  des  «ten  Grades 
aus  Auflösungssummcii  zusammengesetzt  ist,  deren  jede 
gleich  ist 

yVl+cv-I+iVl  +  MVH-..-- 

(wobei  y,  v,  %,  u,....  die  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  des 

nten  Grades,  Vi,  Vi,  Vi,  Vi,..-,  aber  die  n  verschiedenen 
Wurzeln  der  nten  Ordnung  aus  I  sind,  nämlich,  wenn  n  gerade 
ist,  +1  und  —  1  und  n  —  2  imaginäre  Wurzeln,  und  wenn  w  un- 
gerade  ist,  -\- 1   und  n  —  1  imaginäre).     Unter  diesen  Auflüsungs- 

summen  ist  die  erste  =jlr}:  +  »  + indem  hier   vi  überall 

—  1  gesetzt  wird;  sie  ist  gleich  dem  Entgegengesetzten  des  f'oef- 
ficienten  von  x"-1  in  der  gegebenen  Gleichung;  in  jeder  der  übri- 
gen n  —  I  Ablösungssummen  aber  werden  für  VI  alle  n  verschie- 
denen Werthe  von  Vi  gesetzt,  und  zwar  für  die  verschiedenen 
Auflös ungssummen  in  verschiedener  Permutation.  Herr  von  der 
Schulenburg  zeigt  alsdann,  dass  die  genannten  n  —  1  Auf- 
losungssummen  die  Formen 

VF,  C(VF)a,  D(vFp,  E(VF)*, ....  M&F)«-' 

haben,  wobei  VF  überall  mit  derselben  (reellen  oder  imaginä- 
ren) nten  Wurzel  aus  1  multiplicirt  gedacht  werden  muss  (so  dass, 
wenn  man  nach  und  nach  alle  n  Wurzeln  aus  1  wählt,  alle  n  Wur- 
zeln der  gegebenen  Gleichung  herauskommen) .  jede  der  Grossen 
F,  C,  D,  L,....  aber  von  der  Form 
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0'  tVF  +  CWF)*  \-D'(VF')*-\-E'{vFJ)*  +  ---  +  M,{vF')—\ 
jede  der  Grössen  G",  F1,  C,  />',  £.',....  aber  von  der  Form 

ist,  u.  s. iv.  Er  entwickelt  eine  Methode,  nie  man  F,  C,  D,  E, ....  M 
vermittelst  Gleichungen  bestimmen  kann,  die  den  (n  —  IJsfen  Grad 
nicht  übers  teilen ,  und  bedient  sich  dazu  nicht  mir  der  vollstän- 
digen  symmetrischen   Functionen    von  y,   v,  z,   u sondern 

auch  der  getheilten  symmetrischen  Functionen,  auf  welche 
Abel  in  seinem  Beweise  der  Unmöglichkeit  der  allgemeinen  Auf- 
lösung der  den  4teu  Grad  übersteigenden  Gleichungen  keine 
Rücksicht  genommen;  er  zeigt,  dass  die  Gleichungen  zur  Bestim- 
mung'der  getheilten  sym metrischen  Functionen,  nenn  sie  auch 
anfangs  vom  wlen  oder  einem  noch  höheren  Grad  zu  sein  scheinen, 
sich  doch  auf  den  (« — ])slcn  Grail  zurückführen  lassen,  und  legt 
dadurch  die  Schwäche  des  Abel 'sehen  Beweises  der  Unmöglich- 
keit der  allgemeinen  Auflösung  dar.  Er  führt  die  allgemeine 
Auflösung  der  Gleichungen  des  fünften  Grades  in  ex- 
tenso durch. 

Es  ist  wegen  der  grossen  Weitläufigkeit  dieser  Arbeit  nicht 
zu  verwundern,  dass  Herr  von  der  Schulenburg  seine  Eni- 
wickelung  noch  nicht  so  weit  ausgeführt  hat,  dass  jeder  andere 
Mathematiker  von  Profession  sich  daraus  vernehmen  könnte;  die 
vollständige  Ausführung  möchte  noch  ein  halbes  Jahr  auf  sich 
warten  lassen,  und  die  Vollendung  des  Drucks  sich  bis  gegen 
den  Schluss  des  gegenwärtigen  Jahres  hinziehen. 

Ich  habe  die  moralische  Ue  herzeugu  ng,  dass  der  Ver- 
fasser die  Schwäche  des  Ahet'schen  Beweises  aufgedeckt,  die 
allgemeine  Auflösung  der  Gleichungen  des  5ten  Grades  gefunden, 
und  dadurch  ein  Problem  gelöst  hat,  woran  man  seit  250  Jahren 
vergebens  arbeitete,  uud  dass  seine  Methode  sieh  auf  alle  höheren 
Gleichungen  ausdehnen  lassen  würde,  wenn  nicht  die  zu  grosse 
Weitläufigkeit  die  Ausführung  verhüte.  Dass  hier  nicht  von  prak- 
tischer Anwendung  auf  numerische  Gleichungen  die  Rede  sein 
könne,  versteht  sich  von  selbst;  das  Interesse  ist  rein  wissenschaft- 
lich; es  handelt  sich  hauptsächlich  um  Darlegung  der  Schwäche 
des  A  bel'scheri  Beweises.  Meine  gründliche  Revision  der  Ma- 
nuscripte  erstreckt  sich  auf  die  Theorie  der  Gleichungen  des  3ten 
und  4ten  Grades,  und  ich  linde  darin  ein  abgeschlossenes  Ganzes, 
worin  der  organische  Zusammenhang  viel  klarer  nachgewiesen  ist 
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als  von  Cardan  und  Borolielii;  ausserdem  haue  ich  das,  was 
der  Verfasser  von  den  Gleichungen  des  5ten  Grades  bisher  klar 
übersichtlich  entwickelt  hat,  schon  sehr  weit  verfolgt,  und  lind? 
darin  eine  ausnahmslose  strenge  Consequenz  und  Schärje,  na- 
mentlich eine  bewundernswürdige  Sicherheit  und  Leichtigkeit  in 
Gehrauch  des  Imaginären;  mit  einem  Worte,  ich  halte  den  Ver- 
fasser für  einen  Mann,  welcher  der  Aufgabe,  die  er  sich  vorge- 
setzt hat,  gewachsen  ist.  Die  geordnete  Ausarbeitung  der  Blätter, 
welche  mir  vorgelegen  haben,  würde  an  und  für  sich  schon  ein 
gutes  Buch  werden,  auch  wenn  das  Endziel,  die  allgemeine  Auf- 
lösung der  Gleichungen  des  5ten  Grades,  noch  nicht  hinzukäme. 
Ist  aber  das  Endziel  erreicht  und  in  die  Oefletitlichkeit  gegeben, 
so  ist  an  dein  glückliehen  buchhändlerischen  Erfolge  nicht  zu 
zweifeln,  insofern  man  sein  Augenmerk  nicht  auf  den  Absatz  in 
Deutschland  allein,  sondern  auch  auf  das  ganze  wissensch ältliche 
Europa  und  Amerika  richtet. 

Sollten  Sie,  hochgeehrter  Herr  Professor,  geneigt  sein,  die 
von  mir  hier  gegebenen  Notizen  in  Ihre  geschätzte  Zeitschrift 
aufzunehmen,  so  würden  Sie  dadurch  dem  Herrn  von  der  Schu- 
lenburg und  mir  einen  grossen  Gefallen  thun;  denn  es  ist  nicht 
zu  zweifeln,  dass  die  Bekanntmachung  auf  den  von  soliden  Buch- 
handlungen zu  fassenden  Entschluss  des  Verlags  einen  sehr  we- 
sentlichen Eiufhiss  haben  würde,  ich  aber  bin  bereit,  alle  Ver- 
antwortung zu  tragen. 

Spandow,  den  '2*2.  März  1860. 

Dr.  J.  H.  W.  Lehmann. 


algebraischen    Gle 


ehrer    de 
tt.     Aarau 


n  gen  aller 
M  a  t  h  e  m  a  - 
Sauerlän- 


1859.     4°. 


Gegenüber  der  vorstehenden  Anzeige  des  Herrn  Doctor  Leh- 
mann, nach  welcher  Herr  von  der  Schulenburg  in  Magde- 
burg die  allgemeine  Auflösung  der  Gleichungen  gefunden  haben 
soll,  halte  ich  mich  für  verpflichtet,  zu  bemerken,  dass  mit  einem 
„Aarau,  den  17teti  December  1859"  datirten  Briefe  die 
obeu  genannte  Schrift  von  ihrem  geehrten  Verfasser  mir  zugesandt 
worden,  und  etwa  am  Ende  des  vorigen  oder  am  Anfange  des 
laufenden  Jahrs  in  meine  Hände  gelangt  ist.  Leider  hat  mir  bis 
jetzt  die  iiftthige  Zeit  und  Buhe  gefehlt,  diese  Schrift  einer  so 
sorgfältigen  und  eingehenden  Prüfung  zu  unterwerfen,  wie  dieselbe 
namentlich  bei  einem  Gegenstande  von  der  Art  des  in  Rede  ste- 
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h enden  unbedingt  nüthig  ist,  nenn  ich  mich  soll  für  berechtigt 
halten,  ein  bestimmtes  Urtheil  zu  fällen,  oh  Herr  Mossbrugger 
seinen  Zweck,  illc  allgemeine    Auflösung    der  Gleichungen  zu  ge- 


genöthigt,  ein  solches 
i  späteren  Zeit  vorzu- 
liegende   Schrift    für 
*  nicht  so  eben  die  vor' 


ben,  wirklich  erreicht  hat.  Ich  bin  also 
bestimmtes  Urtheil  noch  zurück-  und  ein< 
behalten,  wurde  auch  deshalb  über  die  ' 
jetzt  noch  geschwiegen  haben,  i 
stehende  Ankündigung  des  Herrn  Doctor  Lehmann  zugegangen 
wäre,  welche  unverzüglich  zum  Druck  zu  bringen,  ich  mich  fiir 
verpflichtet  hielt.  Dadurch  glaubte  ich  aber  nach  meinen  Grund- 
sätzen in  solchen  Dingen  zugleich  auch  die  Verpflichtung  über- 
nommen zu  haben,  von  (1er  obigen  seit  etwa  einem  Vierteljahre 
in  meinen  Händen  befind  lieben  Schrift  für  jetzt  wenigstens  eine 
vorläufige  kurze  Anzeige  zu  liefern,  wie  ich  dies,  eine  weitere 
Besprechung  mir  noch  vorbehaltend,  jetzt  ilim.  werde. 

Zuerst  sei  daher  im  Allgemeinen  bemerkt,  dass  Herr  L.  Moss- 
brugger in.  §.7.  der  obigen  .Schrift  die  allgemeine  Auflösung 
der  Gleichung  des  »ten  Grades  gegeben  hat,  welche  er  auf  die 
Form 

x"  =  i4aarn-B  +  ii3a"t-s  +  ....  +  An— $3?  +  AB-ix  +  Aa 

gebracht  und  also  in  gewöhnlicher  Weise  das  zweite  Glied  aus 
der  Gleichung  weggeschafft  annimmt,  bevor  er  zu  der  Auflösung 
selbst  übergeht.  Diese  Wegschaffung  des  zweiten  Gliedes  wird 
in  §.  I.  gelehrt.  Nach  einem  für  die  Gleichungen  aller  Grade  im 
Allgemeinen  übereinstimmenden  Verfahren  wird  nun  zuerst  in  §.'2. 
die  Auflösung  der  Gleichung  des  dritten  Grades  gegeben,  welche 
zu  der  gewöhnlichen  Auflösung  des  Oardanus,  natürlich  auf 
einem  besonderen,  Herrn  Mossbrugger  eigenthümlichen  Wege 
führt.  In  g.  3.  wird  die  Auflösung  der  Gleichung  des  vierten,  in 
§.4.  die  der  Gleichung  des  fünften  Grades,  überall  in  ganz  allge- 
meinen Formeln  und,  wie  schon  erwähnt,  bei  den  Gleichungen 
aller  Grade  nach  einem  im  Wesentlichen  übereinstimmenden 
Verfahren  gegeben.  Dann  beschäftigt  sich  iu  (j.  5.  Herr  Moss- 
brugger mit  der  allgemeinen  Auflösung  der  Gleichungen  gerader 
Grade  von  der  Form 

x^  +  A^X*1*-*  +  A^x**-*  + . .  ..  +  A*m-iX  +  Alm  =  0, 
geht  in  §.  6.  zu   der   Auflösung  der  Gleichung  des  sechsten  Gra- 
des über,  und  giebt  dann,  wie  schon  oben  erinnert,    in  J,  7.  ganz 
im  Allgemeinen    die    Auflösung   jeder    beliebigen  Gleichung    des 
nten  Grades. 

Dies  ist  im  Allgemeinen  der   Inhalt  der  offenbar  mit  grosser 
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Sorgfalt  und  Genauigkeit  verfassten  Schrift,  und  die  angewandt«. 
bei  den  eubischen  Gleichungen  zu  der  bekannten  enr  dänischen 
Auflösung  führende  Methode  für  die  Gleichungen  aller  Grade  im 
Wesentlichen  dieselbe,  was  jedenfalls  ein  günstiges  Vorurtheil 
erwecken  rauss.  Mehr  über  die  Methode  hier  zu  sagen,  ist  für 
letzt  nicht  möglich,  indem  ivir  uns  mit  der  Bemerkung  begnügen 
müssen,  das»  dieselbe  zunächst  und  hauptsächlich  auf  die  Bil- 
dung einer  Hülfsgieichung  zurückkommt,  welche  bei  der  allgemei- 
i  Gleichung  des  «teil  Grades  vom  Grade  vin  —  I]  ist. 

Ich  wiederhole,  dass  diese  Anzeige  für  jetzt  durchaus  nur 
als  eine  vorläufige  zu  betrachten  ist,  und  dass  ich  mich  eines  be- 
stimmten Urtheils  über  den  Werth  und  Erfolg  der  angewandten 
Methode  ganz  enthalte,  dasselbe  einer  späteren  Besprechung  vor- 
behaltend. Its  würde  die  jetzige  Anzeige  auch  ganz  unterblieben 
sein,  wenn  ich  nicht  durch  die  so  eben  eingegangene  vorstehende 
Ankündigung  des  Herrn  Doctor  Lebmann  geniithigt  worden  wäre, 
oder  vielmehr  durch  dieselbe  mir  die  Verpflichtung  auferlegt  ge- 
glaubt hätte,  zugleich  über  Herrn  Mossbr  uggers  Schrill  im 
Kurzen  zu  berichten.  Unter  allen  Bedingungen  ist  dieselbe  der 
Aufmerksamkeit  und  Beachtung  der  Leser  zu  empfehlen. 


Astronomie. 


Aufruf. 


Joannis  Kepler!  opera  oimiia 

edidit  Chr.  Frisch.     Francofurli  et  Eriangae,  Heyder  et 

Zimmer.     Vol.  I.     1858. 

Eine  Ehre,  deren  sich  mancher  wenig  bedeutende  Schrift- 
steller in  Deutschland  rühmt,  war  einem  der  grÖBSten  Namen 
unseres  Vaterlandes  bisher  nicht  widerfahren:  wir  besassen  keine 
Gesammtausgabe  der  Werke  Kepler'».  Und  doch  gehört  Kep- 
ler zu  den  wenigen  Auserwählten,  hei  denen  jedes  Epithel 
überflüssig,  die  nicht  dem  Fachmanne  allein,  sondern  jedem  Ge- 
bildeten bekannte,  ruhmgekrönte  Gestalten  sind.  Kein  beson- 
derer Gau  kann  ihn  sein  eigen  nennen,  die  Orte  seiner  Geburt, 
seiner  Erziehung    und    selbst s tändigen    Thätigkeit   machen     ihn 
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Kinn  Deutschen  im  all  gerne  i  nsten  Sinne  des  Wortes.  Kr  hat 
tleu  deutschen  Geist  für  immer  und  alle  Zonen  verherrlicht 
durch  Tiefe  der  Gedanken  und  unverwüstlichen  Humor,  durch 
Ausdauer  sonder  gleichen  und  ungebrochene  Phantasie,  durch 
unerschütterliche  Ehrenhaftigkeit  und  seltene  Urtheilskraft. 
Und  die  I'roducte  dieses  Geistes  existfren  grossen  theils  nur  in 
wenigen  Exemplaren  oder  sind  geradezu  bloss  handschriftlich 
vorhanden.  Sollen  die  widerlichen  Erbärmlichkeiten,  welche 
einen  der  edelsten  Menschen,  die  es  je  gab,  sehr  ganzes  Leben 
hindurch  verfolgten,  sich  noch  an  seinen  unsterblichen  Arbei- 
ten fortsetzen,  und  lins  Epigonen  be^chieden  sein,  die  allent- 
halben zerstreuten  Erzeugnisse  seiner  Hand  nach  und  nach  dem 
Untergänge  geweiht  zu  sehen,  wie  seine  Zeitgenossen  einst  um- 
sonst die  Statte  suchten,  wo  seine    irdischen  lleberreste  ruhen? 

In  acht  vaterländischer  Weise  hat  Professor  Frisch  seit 
vielen  Jahren  in  aller  Stille  daran  gearbeitet,  diese  Schmach 
von  uns  abzuwenden,  und  tritt  min  mit  einem  völlig  geordneten, 
aus  den  verschiedensten  Quellen  mit  bewundernswürdiger  Auf- 
opferung gesammelten  Materia  hs  l'iir  nicht  weniger  als  acht 
ziemlich  starke  Münde  vor  die  Verehrer  Kepler's  hin,  deren 
Zahl  Legion  —  sein  sollte.  Zwei  bereits  erschienene,  den  er- 
sten Band  bildende  Hefte  enthaltet):  Mysterium  Cosmngraphi- 
cum,  Apologia  Tyclionis,  Calendaria,  Opera  Astrologie» ,  mit 
wichtigen,  hauptsächlich  aus  Kepler's  Briefwechsel  geschöpften 
Common taren,  und  zeugen  für  die  Umsicht  und  Sorgfalt,  welche 
hier  aufgewendet  wurden,  um  uns  die  Werke  des  unvergängli- 
chen Todten  in  würdiger  Gestalt  vorzuführen.  Aber  das  treff- 
liche Unternehmet!  stockt  —  aus  Mangel  an  Theilnahme.  Schon 
einmal*)  erhob  ich  meine  Stimme  im  Vereine  mit  meinen  anl- 
iegen: Argcia n der,  Hansen,  Encke,  Gould,  Peters, 
Rümker,  Struve  d.ä.u.j.,  Zech,  leider  nicht  mit  der  ge- 
wünschten Wirkung  zu  Gunsten  dieser  so  höchst  verdienstlichen 
Publikation,  die  nicht  nur  eine  alte  Schuld  Deutschlands  an 
einen  seiner  herrlichsten  Söhne  bezahlen,  sondern  die  heutige 
»Veit  in  den  Stand  setzen  soll  an  der  Quelle  zu  schöpfen,  was 


*)  Aiigtbiirger  All^ei 


■  Zeitung,   14.  Juli  iH;.;:  IMhui 
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ihr  nachgerade  unzählige  Male  unlauter  geboten  wurde.  Ich 
wähle  heute  zu  diesem  niederholten  Aufrufe  ein  Organ*),  das  als 
Reliquie  de»  deutschen  Reiches  doppelt  berufen  ist,  sich  Sf. 
Kömisch  kaiserlichen  Majestät  Mathematiker«  anzunehmen.  Möge 
die  patriotische    Begeisterung    für   einen  anderen  grossen  Deut- 

.cii.  deren  Nachklänge  wir  noch  vernehmen,  sich  auch  hier 
benähren!  Kepler  litt  im  Leben  hauptsächlich  unter  der  un- 
glückseligsten aller  Spaltungen  unseres  Vaterlandes;  möge  die 
Erinnerung  an  ihn  versöhnt  werden  durch  die  Einigkeit,  mit 
der  wir  beitragen  zur  Errichtung  eines  Denkmals,  das  in  unse- 
ren Tagen  von  der  Presse  dauernder  und  erfolgreicher  gegrün- 
det wird  ab  durch  Meissel  und  Marmor!  Wenn  nur  einige 
Länder  noch  dem  von  Preussen  und  Oeslerreich  gegebenen 
schönen  Beispiele  in  L-ntersti'itzung  dieses  Unternehmens  bei- 
treten, wenn  insbesondere  öffentliche  Bibliotheken  es  nicht  ver- 
schmähen, ein  Werk  zu  erwerben,  das  jeder  derselben  *ur 
Zierde  gereichen  wird,  so  ist  die  Bereicherung  nicht  bloss  der 
deutschen,  sodern  der  gesammten  Literatur  um  einen  wahren 
Schatz  gesichert,  dessen  universeller  Charakter  in  der  glänzen- 
den Liberalität  der  russischen  Regierung  einen  sprechenden 
Ausdruck  gefunden  hat. 

ffien,  den   17.  December  1859.  C.  v.  I.ittrow. 


Physik. 

Lehrbuch  der  Physik  zum  Gebrauche  bei  Vorle- 
sungen und  zum  Selbstunterrichte  von  Dr.  W.  Eisen- 
lohr,  Groesherzogl.  Bad.  Gebei  merathe  und  Professor 
der  Physik  an  der  polytechnischen  Schule  in  Carls- 
rulie,  u.  s.  w.  Achte  verbesserte  und  vermehrte  Auflage. 
Mit  665  Holzschnitten.  Stuttgart.  Krais  und  Hoffmann. 
1860.    8. 

Wenn  eiu  physikalisches  Lehrbuch  in  einem  verhältnissmässig 
kurzen  Zeiträume  in  einer  achten  Auflage  erscheint,  —  gewiss 
ein  seltener  Fall,  wenigstens  in  Deutschland,  —  so  hat  durch 
diesen  grossen  dem  Werke  geschenkten  Beifall  das  Publik  uro 'über 
dessen  Wertb    und  Vortrefflichkeit   ein  Unheil  gesprochen,  gegen 

*)  Irspninglirh   mitgrtheilt   in  der  -  I,  •opold  i  na.  Nr,9.- 
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welches  jede  weitere  Kritik  auch  Reibst  dann  verstummen  müsste, 
wenn  dieselbe  nicht  ho  vollständig  mit  der  Stimme  des  Publi- 
kums übereinzustimmen  sich  gedrungen  fühlte,  wie  die«  bei 
den  Unterzeichneten  rücksichtlicb  des  vorliegenden  Werben  der 
Fall  ist.  Der  Unterzeichnete  kennt  und  benutzt  dieses  Werk  seit 
langer  Zeit,  und  bekennt  gern  und  dankbar,  aus  demselben 
Vieles  gelernt  und  durch  dasselbe  vielfach  bei  seinen  Bestrebun- 
gen unterstützt  norden  zu  sein.  Vor  allem  ist  die  grosse  Fülle 
von  ThaUachen  hervorzuheben,  die  in  diesem  Werke  enthalten 
sind,  wobei  es  sich  zugleich  über  das  ganze  Gebiet  der  Physik 
gleichmassig  verbreitet,  so  dass  es  schwerlich  einen  Gegenstand 
geben  möchte,  über  den  man  nicht  eine,  wenn  auch  zuweilen  nur 
kurze,  aber  für  den  Kundigeren  und  Geübteren  stets  ausreichende 
Belehrung  in  demselben  fände.  Dabei  sind  die  betreffenden  nu- 
merischen Bestimmungen  überall  .vhr  vollständig,  genauer  als  in 
vielen  anderen  Werken,  und  überall  nach  den  neuesten  und  besten 
Untersuchungen  gegeben.  Die  zu  den  Versuchen  erforderlichen 
Instrumente  und  Apparate  sind  durchgängig  nach  ihren  neuesten 
und  bessern  Einrichtungen  sehr  deutlich  beschrieben  und  durch 
sehr  gut  ausgeführte  Holzschnitte  erläutert,  so  »Je  auch  ihre  Vor- 
züge und  .Mängel  stets  Berücksichtigung  gefunden  haben,  und 
zu  ihrer  Handhabung  die  nöthigen  Fingerzeige  gegeben  worden 
sind.  Unter  den  Instrumenten  sind  nicht  gerade  bloss  die  neuesten 
and  besten,  sondern  auch  die  Siteren,  sollten  dieselben  auch  zu- 
weilen nur  eine  historische  Bedeutung  haben,  wie  z.  B.  das 
Saussore'sche  Haar -Hygrometer  und  einige  andere,  beschrieben 
worden,  was  jedenfalls  vollständig  gebilligt  werden  muss,  und  von 
Vielen  dankbar  erkannt  werden  wird.  Im  Ganzen  kann  man  sagen, 
dass  rücksichtlich  der  ThaUachen  und  der  physikalischen  Instru- 
mente das  vorliegende  Werk  eine  im  höchsten  Grade  vollständige 
Darstellung  der  heutigen  Physik  liefert,  was  wenigstens  alles  We- 
sentliche und  irgend  Wichtige  oder  zu  kennen  Wüoschenswerthe 
betrifft.  Aber  auch  die  darin  befolgte  »-isseoacba fluche  Darstellung 
ist  eine  sehr  ansprechende  und  gründliche,  die  mit  zweckmässiger 
Kürze  sehr  grosse  Deutlichkeit  und  Bestimmtheit  vereinigt,  und 
überall  das ,  worauf  es  bei  jedem  Gegenstande  vorzugsweise  an- 
könnt, gehörig  hervorhebt  und  in  den  Vordergrund  stellt.  Und 
ist  die  Darstellung  auch  nicht  vorherrschend  eine  mathematische, 
die  sie  bei  der  ganzen  Anlage  des  Werkes  und  dem  durch  das- 
selbe zu  erreichenden  Zweck  nicht  sein  konnte  und  sollte;  so 
gehört  dasselbe  doch  keineswegs  in  die  grosse  Klasse  derjenigen 
physikalischen  Bücher,  welche  vor  jeder  mathematischen  Betrach- 
tang zurückschrecken.  Vielmehr  muss  man  dem  Herrn  Verfasser 
dass    Zeugniss  geben,  dass  er  auch  in  dieser  Beziehung  so  viel 
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geleistet  hat,  wie  der  Zweck  des  Buches  irgend  gestattete  und 
forderte.  Wo  der  Gegenstand  eine  mathematische  Behandlung 
in  Anspruch  zu  nehmen  berechtigt  war,  ist  dieselbe  auch  auf 
elementarem  Wege  deutlich  und  bestimmt,  zugleich  so  einlach 
nie  möglich,  gegeben  worden,  namentlich  auch  in  dem  meohaju* 
acfaen  Theile  der  Physik,  in  welchem  bekanntlich  so  viele  andere. 
selbst  beliebte  physikalische  Bücher  sehr  schwach  sind.  Natürlich 
•et  überall  nur  so  weit  gegangen  worden,  wie  die  vorausgesetzten 
elementaren  Kenntnisse  gestatteten,  was  ganz  mit  dem  vorge- 
steckten Ziele  übereinstimmt,  in  welcher  Beziehung  wir  z.  B.  ml' 
die  Lehre    vom  Pendel  verweisen,   wo  nur   die  bekannte  Formel 

T  =  '±it\i  -  bewiesen  worden  ist,  natürlich   nicht  bis  zu  der  die 

Zeil  einer  Pendelschwingung  ausdrückenden  unendlichen  Reihe 
fortgeschritten  werden  konnte,  zu  der  nur  auf  dem  Wege  der  In- 
tegralrechnung zu  gelangen  möglich  ist.  Endlich  heben  wir  noch 
hervor,  was  wir  jederzeit  für  einen  besonderen  Vorzug  eines  phy- 
sikalischen Lehrbuchs  zu  halten  geneigt  sind,  dass  überall  das, 
was  als  ausgemachte  Thatsache  betrachtet  werden  darf,  vod  dem, 
was  zur  Zeit  nur  hypothetisch  ist,  streng  gesondert  worden  ist. 

Ueber  den  Inhalt  eines  Buches,  welches  in  einer  achten  Auf- 
lage vorliegt,  im  Einzelnen  noch  etwas  sagen  zu  wollen,  würde 
natürlich  ganz  unnütze  Weitläufigkeit  sein.  Dass  in  der  neuen 
Auflage  alle  neueren  Entdeckungen  nachgetragen  worden  sind, 
versteht  sich  nach  dem  Obigen  ganz  von  selbst,  wobei  übrigens 
die  in  der  vorhergehenden  Auflage  befolgte  Eintheilung  auch  in 
der  neuen  ganz  beibehalten,  und  nur  erst  am  Schluss  ein  neuer 
Paragraph  eingeführt  worden  ist,  was  die  vielen  Lehrer,  welche 
das  Buch  bei  ihrem  Unterrichte  benutzen,  dem  Herrn  Verfasser 
gewiss  besonders  Hank  wissen  werden. 

Möge  das  Buch  auch  in  seiner  neuen  Gestalt  so  segensreich 
wie  bisher  zur  Förderung  einer  der  schönsten  und  edelsten  Wis- 
senschaften wirken,  und  der  Herr  Verfasser  darin  seine  beste 
Belohnung  finden  für  die  auf  dessen  Ausarbeitung  und  stete,  mit 
4er  fortschreitenden  Wissenschaft  gleichmassige  Weile  rlübntng 
verwandte  sehr  grosse  Sorgfalt  und  Mühe.  Vorzugsweise  allen 
Lehrern,  aber  anch  für  das  Selbststudium,  können  wir  dasselbe 
tu  sorgfältigster  Beachtung  anch  in  seiner  neuen  Ausgabe 
dringend  empfehlen. 
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M.  Wartmann,  pere,  da  Geneve.  p.  121.  —  Recherche«  aar  U 
pere  isla  nee  des  impressions  de  la  retine;  par  M.  Melaons.  p.  214 
{Sehr  lesenswert!»).  —  Theorie  georaetrique  dea  rayeaa  et  oentros 
de  courbare.  2""  note  additionelle;  par  M.  Lamarle.  p.'2!& 
(8.  oben).  —  Note  sur  la  mesure  de  precisinn  des  onaerf  atine* 
meridlennes  laues  ä  i'obeervatoire  royal  de  Brnzellea;  pat  M. 
Liagre.     p.  330.  —  Coup    d'oeil  aar  les  appareils   enregiatreurs 

I  phanomenes  meteorologiquea  et  projet  dun  i 

tetrnments:  par  51.  Cfa.  Moatigny.     p.465. 


Monats* Bericht    der  KSnisl-   Preussischen    Akade- 
nie  der  Wissenschaften  zu  Berlin.     Januar  1860. 

Durch  die  Liberalität  der  Kün  ig  liehen  Akademie  der  Wlssen- 

;baften  in  Berlin  ib!  der  Herausgeber  des  Archivs  in  den  Stand 

ssetzt  worden,    regelmässig    und  sogleich  nach  dein  Erscheinen 

■  Monats- Berichte   deren    Inhalt    —    natürlich    nur    so    weit 

selbe   in    den  Kreis  des    Archiv«  der  Mathematik    und  Physik 

-  anzeigen  zu  können,  w»fflr  derselbe  hier  der  Krmjgft- 

:hen    Akademie    seinen    verbiadlie holen   and  gehorsamsten    Dank 

aasxa sprechen  nicht  unterlassen  kann. 

Das  vorliegende  Heft  (Januar  JWK)  enthalt  streng  genenmeo 
«f  aar  aiae  io  dea  Kreta  des  Archivs  gehörend*  Ahbaadlune, 
auf  welche  aber  die  Leser  unserer  Z*it-chrifl  heaunder»  aufaaerk- 
aam    gemacht   werden   müssen,   da    dieselbe  jedenfalla  sehr  lefar- 
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reich   ist  und  jedwede  Beachtung  sehr  verdient.     Es  ist  dies  c 
Abhandlung: 

(Jeher  die  PruTungsmittel  des  Stromes  der  ley- 
dener  Batterie.  Von  Herrn  KIpnk  S.5  —  S.  25. 
Begreiflich  erweise  können  wir  auf  Einzelheiten  in  diesen  Lite- 
rarischen Berichten  nicht  eingehen.  Indess  bemerken  wir  im 
Aligemeinen  Folgendes.  Der  Herr  Verfasser  sagt  im  Eingange 
seiner  Abhandln»»:  „Im  elektrischen  Strome  unterscheidet  man 
die  Elektricitäts menge,  Dichtigkeit,  Entladungedauer,  Art  der  Ent- 
ladung und  Richtung  des  Strome."  „Die  Elektricitätsmenge  nird 
durch  die  Anzahl  gleich werthiger  Erregungsakte  gemessen,  welche 
die  Batterie,  die  Dichtigkeit  durch  die  Anzahl,  welche  die  Flächen- 
einheil derselben  in  den  elektrischen  Zustand  versetzt  hat.  Die 
Entladung  der  Batterie  geschieht  durch  ihre  Verbindung  mit  dem 
Scbliessungsbogen,  in  welchem  der  Entiaduugsstroru  durch  viel- 
fache Wirkungen  merklich  wird.  Aber  die  Stärke  dieser  Wir- 
kungen ist  im  Allgemeinen  nicht  gegeben  durch  die  Kenntnis* 
der  Elektricitätsmenge  und  Dichtigkeit  der  Batterie,  man  muss 
noch  die  Dauer  und  Art  der  Entladung,  in  einigen  Fällen  auch 
die  Richtung  des  Stromes  kennen.  Zeit  und  Art  der  Entla- 
dung sind,  bei  constanter  Elektricitätsmenge  und  Dichtigkeit, 
veränderlich  mit  der  Beschaffenheit  des  Schliessuugsbogeiis;  sie 
werden  indirect  bestimmt  durch  Beobachtung  der  Wirkung  des 
Stromes."  „Die  hauptsächlichsten  Prüfungs mittel  des  Eutladungs- 
stroms  bezwecken  die  Kenntniss  dieser  unbekannten  Facioren 
des  Stromes  und  dürfen  nur  solchen  Wirkungen  entnommen  sein, 
welche  von  der  Zeit  und  Art  der  Entladung  abhangen." 

In  dieser  Beziehung  werden  nun  nach  und  nach  discutirt: 
§.1.  Die  Elongation  der  Magnetnadel.  —  g.  2.  Magnetisirung  von 
Eisennadeln.  —  §.3.  Schlagweite.  —  §.4.  Erwärmung.  —  §.5. 
Elektrodynamische  Abstossung.  —  §.6.  Mechanische  Wirkung. 
Glühen  von  Metalldräthen.  —  §.  7.  Chemische  Wirkung.  Zündung. 
—  §.  8.  Polarisirung  von  Metallplatten.  Bildung  von  Staubfiguren. 
Durchbohrung  von  Papier. 

Wenn  auch  nicht  eigentlich  in  den  Kreis  des  Archivs  gehö- 
rend, können  doch  als  allgemein  interessant  hier  noch  die  beiden 
folgenden  Aufsätze  erwähnt  werden: 

Karsten:  Beitrag  zur  Kenntnis.«  des  Verwesung« 
prozesses.     S.  38.  —  S.  44. 

Kühne:     Lieber    die    Wirkung    des   amerikanisch 
Pfeilgiftes. 
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